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Sobre el estilo utilizado
Mathematica las salidas (Input) por defecto las muestra utilizando €l estilo: St andar dFor . En su lugar preferiamos utilizar el estilo
Tradi ti onal For m que da una apariencia a las salidas (Output) coincidente con el habitualmente utilizado en la notacidn clésica

utilizada en las mateméicas. Esto puede hacerse para cada celda afiadiendo // TraditionalForm al final de cadainput . Sin embargo puede
hacerse que este estilo (Traditional Form) se aplique a todas las salidas del cuaderno (o notebook) afiadiendo la siguiente sentencia (en este
caso hemos definido la cel da para que se g ecute automaticamenteal inicio):

SetOptions[EvaluationNotebook]],
CommonDefaultFormatTypes -> {"Output™ -> TraditionalForm}]

FUNCIONES

Definicion de funcién en varias variables

El concepto de funcidn puede extenderse a dos o mas variables.

Funcion de dos variables: Una funcion f(x;, %) , donde {x;, x}Je R? , es una regla que
asigna un numero especifico f(xq, Xp) acadaelemento {x;, Xo,}.

Ejemplo: El volumen de un cilindro es V(r, h) = & r?h, por tanto depende de dos variables: el
radio, r, y laaturah. .

vir_,h 1= nr?h;
Parar =3y h=2, el volumenes:

v[3, 2] //N

56.5487
2)z=f(x, y) = 2x + X*y°. ¢Cuantovalen f(1, 0), f(0, 1), f(-2,3)y f(a+ 1, b)?
Sol:

FIX_, Y 1=2Xx+x2y%;

f[1, 0]

2

[0, 1]

0
2x+x2y3 =2 (-2) + (-2)23% = 104

f[-2, 3]

104

2x+x2y3=2(a+1) + (a+1)2b3
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fla+1, b]

@+ 1% +2@+1)

Lafuncién Plot3D nos permite representar funciones en tres dimensiones

PIOtsD[f[Xv Y], '[X1 _2! 2}! {y1 _25 2}]
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Un gjemplo de funcién de dos variables ampliemente usada en economiaes la funcion de Cobb-Douglas; f(x, y) = A X2y siendoa, by A

constantes.
Funcién de n variables: Unafuncion f(Xy, X, ..., Xy, donde{xy, Xs, ..., X} R", esuna
regla que asigna un numero especifico f(xq, Xy, ..., X,) acadaelemento {X;, Xo, ..., Xn}.

Ejemplo: Funcion d(p, w, t) = 108 - 6.03 p + 0.164 w - 0.42 t siendo d la demanda de
azucar (toneladas), p e precio de la azucar (€/kg), w un indice de produccion y t e afo

(tomando t=0 a 1929)

¢Cual seréla demandaeste afio (2012) suponiendo que el precio del azucar es0.12 €/kg , w = 1.03)?

108 - 6.03x0.12 + 0.164x1.03 - 0.42 (2012 - 1929)

72.5853

Funcién escalar

Se define funcién escalar o real de n variables como cualquier aplicacion

f:AcR"—R

YxeA— f(X) = yeR

siendo

X=(X1, .., X)) €AcCR"

Ejemplo: Funcién escalar de dos variables:

f: R—R

x:(zl)—ﬁ(x) =Vx, —-3%x%
2

Ejemplo

Funcion escalar de dos variables:

f: R—R
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x:(zl)—ﬁ(x) =Vx1 — 3% x;
>

Derivacion de funciones en varias variables

Derivadas parciales

Sea y= f(xg, X2, .., X, ..., Xn).Laderivadaparcial de f con respecto a x;, denotadapor d f /9, esladerivadade f con respecto a x;,
manteniendolas otrasvariables{ X1, X2, .., Xj#i, ..., Xn} constantes

L as derivadas parciales se pueden denotar de distintasformas

of 0f(x
fi'(X)=Dif(X)=(—)(X)= =0 (1)

0X;j 0X;
CONX = {X1, X2, ey Xiy wery Xn}
El concepto de derivadaparcia en varias variableses similar a derivadaen unavariable
of(x) 1
= lim —(f(Xq, X2, ooy X +AX+, ..., X0) — (X0, X2, ooy Xiy oeey Xn))

C?Xi AXi—>0AXi

Calcular las derivadas parciales primeras de f(x, y) =y x> + y? x? + x + y?
fOLY)=yC+ VP X%+ x+ V2

o f(x,

oreey) =3xX%y+2xy*+1
oX

o f(x,

oTx y) =x>+2yxX%+2y
ay

y de

Xy
fxoyo= X2+y2;

Observe que al derivar respecto de x lay se comportacomo una constante (puede ayudarnos verla mental mente como k), entonces

af o k x k(K2 + x2) 2k X2
( ] por tanto (recuerdequea y lehemosllamadok )

ox  ax\kesxe)” K2 +x27 (K2 + 32
af(x,y) 2x2y y
=- +
0X (XZ + y2)2 )(2 + y2

Delamismamanera:

af(x,y) X 2Xy?

oy X2+ y? (x2 n y2)2

Limites reiterados

Sea f : C — R una funcién real definida en un conjunto C C R? y sea
(a, b) € R? un punto de acumulacién de C.

- Se llama Ilimite reiterado de f cuando x tiende a a primero e y tiende

a b después, al limite Iim (Ifm f(x, y)) si este limite existe.
y—)b X—a

- Se llama limite reiterado de f cuando y tiende a b primero y x tiende

a a después, al limite Iim (Il’m f(x.y)) si este limite existe.
x—a \y—b

Utilizar los limites reiterados para estudiar la continuidad y existencia de derivadas parciales en el
origen de la funcion que sigue. ¢ Es f diferenciable en (0,0)?
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T (x,y)

0 -y)

f(X,y) = 0 si

—2+>@Si (X, y) # (0,0)

(X, y) (0, 0)
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Puesto que Dom(f) = (xy) € Re/ (x2 - y)2 + x% £ 0 U {(0,0}, la funcién anterior es continua en Dom(f) = (xy) € R¥

(x2 - y) 2 . x® # 0yaqueen el entorno de cada punto de Dom(f) , esta definida como combinacion de funciones continuas. El Gnico
problemaesté en (0,0) que aungue pertenecea Dom(f) esté en su frontera. Para ello estudiamoslos limitesreiterados

. X6
lim ———
Y20 %6 4 (x2 — y)2

X2

X +1

X2

lim
X-0 X2 +1

0

. X6

lim ————
X-0 X6 + (XZ _ y)2
0

X2

lim
y=20 x2 4+ 1

0

Como existen y son igual es podemos considerar que en prinpipio es diferenciable. Habria que estudiar ademas los limites direccionalespero

no entraran en el examen

Derivadas parciales de ordenes superiores

Las derivadas parciales 9 f /dX; que acabamos de definir son las derivadas parciales de primer orden. A partir de 9 f /9 x; pueden

aplicarse derivadas sucesivas.
Asi, alas siguientesderivadas se llaman derivadas par ciales de segundo orden deunafuncién z = f(x, y).

g (of a9 f 0 (of d*f
B_X[a_xJ=a7 E(&)zayax
0 (0f o f 0 (of & f
o) oy ey ey
En lamayoriadelos casos (pero no siempre) se verificaque las derivadas cruzadas son identicas
o f o° f
ayax:axay

Ejemplo. Calcular las derivadas segundas del ejemplo anterior
fLY )=y e+ VX2 + X+ Y

Segun un gercicio anterior

o (X,
M:3x2y+2xy2+1
o (X,
oTx y) =x>+2yxX%+2y
ay
Derivamos|o anterior como sigue:
3% f(x,
ey =6XYy+2Yy
AX?
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9% f(x,

—l—2:2%+2
dy?

9% f(x,

oXoy

92 f (X,

0yox

Ejemplo de aplicacion de derivadas parciales en Economia : Consideremos la funciéon productiva
agricola Y =F(K, L) = AK?LP, donde Y es el nimero de unidades producidas, K el capital invertido, y L
el trabajo . Entonces a dY /dK se llama productividad marginal del capital. De manera analoga aY /dL
es la productividad marginal del trabajo. Calcular las pruductividades marginales

F(K,L)=AK2L"

A, a, b, son ctespositivas

OF(K, L

—i——l:aAK&iw
0K

OF(K, L

¥ — AbKaLb—l

La regla de la cadena

Seaz = F(X, y),dondex = f(t)ey = g(t) suderivadatotal (dz/dt) es
dz oOF dx OJdF dy
dt_axcﬂ4_6ydt

Ejemplo.- Laderivadatotal delafuncionz=x?+ y3 dondex = t?>, y = 2tes

20, y) =Y + x5
x(t ) =t%
() =2t;
ozxy) _ L 0Zxy) 2. 0xt _ Loy .
= 2% 3y =3y, 0 =2t = 2y deaqui:
dz dx dy
Z() = —=2X—+3y — =2x X 2t+3y"  x 2
dt dt y2dt v
y finamente
azZ(x(t), y(t
(X(t) )/()):4,[3+24t2
ot
Ejercicios

Compruebense las siguientes expresiones
Ejercicio.- Dadalafuncion (Nota: recuerde que Log es el logaritmo neperiano, frecuentementese le denotapor In)

1 X+y
ZX_, Yy )= — Log[ ]
2 X—-Yy
Compruebeseque
oz oz
X —+y —=0
X oy
Solucidn :
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az(x, y)

oX
0[5 - <xx—+yy)2)

2(X+Yy)

Simplificamosla expresion anterior
y

y2_ X2

az(x, y)
ay

o= ((yy> +35)

2(x+Yy)
Simplificamosla expresion anterior
X

X2_ y2

oz oz

T [} : 'y o
Sustituimosx >ty iysmpllflcamosy vemos gque se cumple que x > Y 5 =0

az(X, y) az(x, y)
X +
X

// Simplify

0
Clear[z]

Ejercicio.- Dadalafuncion

X, Yy )= %Log[\j X2 +y? ]

Compruebeseque
8%z &%z
- _
ox2  oay?
Solucién :
az(x, y)
X
X
208+ Y%
(%, y)
Ix?
1 1 2x2

2%+ (@ +y?)?
Simplificamosla expresion anterior
y2 _ X2
202 + y»)?
az(x, y)
ay
y
202 +y?)
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&x, y)
iNa
1/ 1 2y2
2+ y @ + y??
Simplificamosla expresion anterior
X2 — y?
202 + y?)?
8%z &%z 8%z &%z
+ , sinplicanpsyvenos que se cunpl e que + =0
ox2  oay? ox2  oay?
Pux,y)  Fux, y)

Sust i nos

+ // Simplify
X2 Na

Optimizacion en varias variables

Definicion de maximo y de minimo

Sea f unafuncion de n variables {xy, .., X,} definidaen un dominiodeSc R". Sec={cy, .., ¢} € Ry
supongamos que f toma un valor en ¢ que es mayor o igual que los que toma para cualquier otro punto
X= {X1, .., Xn}. EStO€es:

fx)< f(cp VxeR

Entonces decimos que ¢ es un maximo global de f en Sy f(c) esel valor méximo.
Delamismaformadefinimosminimo global: f(x) > f(c) VxeR

Optimizacion
Teorema.- Una condicion necesaria para que una funcién f(x, y) diferenciabletenga un méximo o minimo en un punto interior (Xo, Yo) de
sudominio Sesque (X, Yo) Seaun punto estacionario o singular def, estoes:
1" (x,y) =0
' (x,y) =0
Ejemplo 1
Unaempresaproduce dostipos distintosA y B de un bien. El costediario de producir x unidadesde A e y unidadesde B es
C[X_, V. 1=0.04%x?+ 0.01xy +0.01y?+4x+2y+500;

Supongamos que el producto A lovendea 15 €y € B a9 €. Hallar que nimero de unidades hay que vender de A y B para méximizar el
beneficio.

b(x_,y)=-c(X, y)+15x+9y
-0.04x% - 0.01xy+11x—-0.01y?> + 7y —500
ab(x, y)
X
-0.08x-0.01y+11

ab(x, y)
ay
-0.01x-0.02y+7

Igualamosa cero ambas derivadas
-008x-001y+11==
-0.01x-0.02y+7==0;
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y resolvemosel sistema
Solve[{D[b[X, y], X] =0, D[b[X, Y], Y] =0}, {X, y}]
{{x— 100., y - 300.}}
Por tanto en |os val ores anteriores hay un punto critico cuyo valor es
b[100, 300]
1100.

El problema es determinar si es un méximo o un minimo. Una forma facil de verlo es hacer una representacion gréfica. Se ve que es una
curva que tiene forma de montafia por tanto el tnico punto critico ser& un méximo

Plot3D[b[x, y], {X, O, 200}, {y, 100, 500}]

200

Teorema: Criterio de las derivadas de segundo orden

Seaz = f(x y)ta queene punto(xo,yo) F1' (X, y¥) =0, f2' (X, y) =0,
y

A=(822/0xX3) (822/0YP) - (6%2/ XD y)?

, 0, llamando

A=3%2/9x%,C=08%2/0y% B=8%2/9Xdy
A=AC-B?
Entonces:

SiA>0y A<O0hayunmaximo
SiA>0 y A>0hayunminimo

Ejemplo :
En el gjercio anterior obtuvimos que era un maximo a partir de la representacion gréfica. A la misma conclusion podemosllegar calculando
A y Ay comprobandoqueiA>0y A<O
b(x, y)
A=—m—
Ix?
-0.08
#b(x, y)
c=—
oy
-0.02
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82h(x, y)
Bz ——

IXoy
-0.01

A = Ac - B?

0. 0015

Como A >0y A <0 setratade un méximo

Clear[b, A, c, B, Al

EJERCIOS PARA RESOLVER

Resolver las derivadas parciales primera ( %, %) y segunda (esto es —

funcionesen las queay b son constantesreal es.

Ejemplo resuelto
Fix_, y_]
ax+by
If(x, y)

X

a
9% f(x, y)

ax?

It (x, y)
ay
b

(X y)
ay?
0
(X, y)
axay
0

Pf(x,y)
dyoax

0

FIx_, y_1

Fix_ .,y ]

Fix_, y_]

Fix_,y_]

= ax + by

ax?+by?

3.2 Xl.l y0.7

ax®+by®

ax®y+by3x?

Guillermo Sanchez

Ii]
ox

(

of

X

)

il

ay

(

of

IX

)’ aix(%)y %(%)) de las siguientes

Aplicar laregladelacadenaparacalcular dz/dt alas funcionessiguientesdelaformaz = F(x, y), dondex = f(t)ey = g(t):

2%, y) =ax? + by? conx(t) =t% y(t) = 2t

oF dx
Coox dt

+

oF dy
oy dt
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fIx_, y.] =ax?+by?
axt+by?
af(x, y)
aXx
2ax
af(x, y)
ay
2by
X(t) =17 y(t) = 2t
dx
— =2t
dt
dy
dt
dz of dx af dy
zZ2)=—=——+ — — =

dt ox dt dy dt

dx dy 5 3
2axa+2bya:2ax 2t+2by 2 = 2at“2t+2b2t 2 = 4at>+8bt

%, y) = 3.2x4 Y07 conx(t) = 1/t; y(t) = t3
zx, y)=ax’+ by conconx(t) =t/a% y(t) =t /b’

Indique en que puntos|as siguientesfunciones tienen méximos o minimos:
fx, y) =%+ ¥

fIx ,y 1=x-y3+6xy

X +6xy-—y°

Plot3D[F[x, Y], {X, -10, 10}, {y, -10, 10}]
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af(x,y)
ay
6x—3y°

Ffx, Y
ay
-6y
Ffx, Y
IxXay
0
P y)
dyax
6
A=(8%2/0%2) (822/0YP) - (02 2/ DX DY)
, 0, llamando
A=022/0x%,C=8%2/0y* B=0°2/0%xdy
A=AC-B?
Entonces:

SiA>0 y A<0hay un maximo
SiA>0y A>0hayunminimo

Optimizacion con restricciones: EI método de los multiplicadores de Lagrange
Calcular los puntos extremosde lafuncion

Z[X_, Y_.1]=6-4x - 3y;
Conlacondicién
x2+y2=1
eIx_, y_1=x"+y*- 1;
Observe que visualmenteel problemaequivaleabuscar el méaximo dentro de laregion limitada por una curva que es cortada por un plano

Show[Plot3D[z[x, Y], {X, -5, 5}, {y, -5, 5}1,
Plot3D[e[X, Y], {X, -5, 5}, {y, -5, 5}], ViewPoint -> {1.567, -2.893, -0.790}]

Sol: El método de los multiplicadores de Lagrange consite en construir una funcién w[x, y] formada
por la suma de funcion z[x, y] mas las restriccion ¢[x, y] multiplicada por A. Entonces hay que encontrar
los puntos extremos de w[x, y] por el procedimiento ya visto.

WIX_, y_1= Z[X, yl+2A0[X, Y]

6-4x-3y+ (—1+x2+y2)/\
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Necesitamos una tercera ecuacion para poder determinar x, y, A, utilizamos¢[x, y]

Guillermo Sanchez

derivadaWdex = D[W[X, Y], X]
-4 42X A
derivadawdey = D[w[X, VY], V]
-3+2y A

FuncionesVariasVariable.nb

Solve[{derivadaWdex == 0, derivadaWdey == 0, ¢[X, Y] =0}, {X, Y, A}]

5 4 3 5 4 3
{{)&%——, X > -—, y%——}, {)&» — X > —, Y- —}}
2 5 5 2 5 5
Determinamos para ambos puntossi se trata de maximos o minimos
92w(x, y)
A= ————
ax?
2
A?w(x, y)
c=—
oy’
22
WX, )
B= ——
axoy
0

A = Ac - B?
4 52
5 4 3 5 4 3

H)%*E'X%fg,y»—g}{A»E,x»g,y%_n

Parad = - g A >0,y A<O, luego hay un méximo

Al/. {)L -> - g} (*Maximox)

-5

El méximo estaen

4 3
-5 -5
11

Paral = g A >0,y A>0, luego hay un minimo

A/ {A -> g}(*Ml’nimo*)

5
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