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Capitulo 1

Espacios de Sobolev

1.1. Nociones sobre teoria de distribuciones

Sea  un abierto no vacio de R?.

Definicién: D(2) es el espacio de funciones de clase C'*°(£2) con soporte

compacto en 2.

Utilizaremos la siguiente notacién para las derivadas en D(£2): si ¢ €
D(Q) y a = (ar,...,04) € N es un multientero, con |a] = a; + ... + ag,

denotamos
0 0\« 0 \ay dlely
o= G T o

Pseudotopologia en D(2)

Definicién: si {p,} es una sucesién de D(Q2) diremos que lim ¢, = ¢
n—oo
en D(Q) si:
1. el soporte de ¢,, permanece en un compacto fijo K de 2 Vn,

2. Ya € N se tiene convergencia uniforme, es decir,

sup 0% (x) — 0%p(z)] —— 0

z€N,aENd =00



1.1. NOCIONES SOBRE TEORIA DE DISTRIBUCIONES

Definicién: Se denomina espacio de distribuciones sobre €2, D'(Q2), al
dual topolégico de D(2), es decir, el espacio de las formas lineales continuas
sobre D(€).

Pseudotopologia en D’'(2)

Definicién: si {7,} es una sucesién de D'(Q2) diremos que lim 7,, =T
n—oo

en D'(Q) si (T, ) —— (T, p), Vo € D(Q).
n—oo
Ejemplos:

1. Delta de Dirac:
Sea a € €, la delta de Dirac en a, ¢, se define (d,, ) = ¢(a) Vo € D(Q).

2. Espacio de funciones L?():
Recordemos que L*(2) = {f : @ — R medibles : [, f?dz < oo} es un
espacio de Hilbert con el producto escalar (f, g)oo = [, f(x)g(z)dz y

la correspondiente norma asociada || f|loq = ( [, f(z)*dz) 2 Ademéds
D(Q) es denso en L*(). A cada f € LQ(Q) le asociamos la distribu-
cién Ty definida por: (T, ) = [, f(x)p(x)dz Ve € D(). La aplicacién

L*(Q2) — D'(Q) que asigna a cada func1on f la correspondiente distri-

bucién asociada T asi definida es inyectiva y continua.

Derivacién en el sentido de las distribuciones

Definicién: Sea T' € D'(2) una distribucion, se define la derivada de

T respecto a x; en el sentido de las distribuciones, %, como la siguiente
K3

distribucion:
oT dp
=—(T Yo € D(Q).

(Gor @) =—{Tg, ) Yo D)
De manera general, sea T' € D'(£2) una distribucién y o € N¢ un multientero,
se define:

<8aT7 ()0> = (_1)‘a|<T7 8aS0>a \V/SO € D(Q)
Propiedades:



1.2. EL ESPACIO DE SOBOLEV H'(Q)

1. Si f € C'(Q), su derivada cldsica coincide con su derivada en el sentido

oTy
ox; *

de las distribuciones, es decir, T oy =
Ox;

2. La aplicacién 52 : D'(Q) — D'(Q) es continua.

3. Una dlstrlbu(:lon es infinitamente derivable en el sentido de las distri-
buciones.
4. La aplicacién 0* : D'(Q2) — D’'(€2) es continua Vo € N,

1.2. El espacio de Sobolev H!(()

Sea f € L*(Q) que puede ser o no derivable en el sentido cldsico, pero
entendida como distribucién, Ty € D'(Q2), podemos derivarla en el sentido

de las distribuciones % € D'(2), 1 <i < d. En general, esta distribucién

no estd en L*(Q), pero si existe una funcién g € L*(Q2) tal que T, = g?

entonces podemos escribir g = % € L*(Q) en el sentido de las distribuciones,

cumpliendose,

B 0Ty dp
/Qgsodw— (Ty, ¢) —(8%_,@ <Tf,6 :

Definicién: Se llama espacio de Sobolev de orden 1 sobre (2 al espacio,

Oov

HY(Q) = {ve 1@), 5 -

€ L*(N),1<i<d}

donde las derivadas son en el sentido de las distribuciones.

Se dota a este espacio del siguiente producto escalar,

d ou Ov
(u,v)1,0 = /Q(qur Zzl o, 8xi)dx’

y la correspondiente norma asociada,

_ 1/2_ 1/2
e = ()3 = « +Z o)




1.2. EL ESPACIO DE SOBOLEV H'(Q)

Teorema: H'(Q) es un espacio de Hilbert con la norma || - [|1.0.

Demostracion: Recordemos que un espacio de Hilbert es un espacio vecto-
rial dotado de un producto escalar que es completo para la norma asociada,
es decir, que toda sucesion de Cauchy es convergente. Basta pues demostrar

que en H'(Q) toda sucesion de Cauchy es convergente para la norma || - |1 o

Sea {v,,}°°_, una sucesién de Cauchy en H'(Q), por lo tanto,

d
ov,, Ov,,
ltn — vl o = / (00 = vm)? + S (G T2y
Q i=1 ‘

lo cual implica,

Jo (v — vp)?dz —— 0,

n,M—00
d an Ovm \2
fQ 8J3 Bxl) dx n,mM—300 0.

avm

Por lo tanto, las sucesiones {vy,}p—y ¥ {52 o=y Para i = 1,...,d, enten-

didas como sucesiones de L?(Q) son de Cauchy. Como L?(€2) es un espacio
completo, estas sucesiones son convergentes en este espacio, es decir, existen

funciones v y v;, 1 <14 < d, en L*(), tales que,

Uy —— U,
n—oo
Gm 5 p;, 1< i < d.
T n—00
Basta demostrar que v; = %, 1 < i < d, en el sentido de las distribu-

ciones. Puesto que la inclusién canénica de L?(Q2) en D’(€2) es continua, la
convergencia de las sucesiones en L?*(£2) implica la convergencia en D’'(2), es
decir,

Ty, —— Ty,

n—o0

Toww —— T,, 1<i<d.

dz; M—00

Por otro lado, la continuidad de la derivada en el sentido de las distribuciones
implica,




1.3. EL ESPACIO H}(Q)

Como ademés 8;;; = T%, 1 < i < d por ser v, € HY(Q), y el limite es
unico, entonces v; = %, 1 <i < d, en el sentido de las distribuciones.

Teorema: H'(2) es separable, es decir, tiene una parte densa numerable.

Demostracion: La demostracion de este resultado se basa en las siguientes

propiedades de los espacios separables:

1. el producto cartesiano de espacios separables es separable,

2. un subespacio cerrado de un espacio separable es separable.

L?(€2) es un espacio de Hilbert separable, entonces el espacio producto (L?(€))4*!

con la estructura hilbertiana producto es separable. Por otro lado, la aplica-
cion,
v v

J:UH(U,a—xl,...,a—xd)

de H*(Q) en (L*(Q2))%*! es una isometria, puesto que,

d
ov
[ Tollzzapers = (1wl ) + - 15— 130)72 = [0lo.
i=1 v

Identificando H'(Q) con J(H'()), al ser este un subespacio cerrado del

espacio separable (L?(Q))¢™!, es separable, y por tanto H'(Q) es separable.
|

1.3. El espacio H; ()

Sabemos que D(2) es denso en L?(Q) y H(£2) es un cierto subespacio de
L?(€2). Nos preguntamos si D(2) es denso en H*(2), en general NO, pero si

) = R< entonces si es cierto.

11



1.3. EL ESPACIO H}(9)

Definicién: Se define H}(Q) como la adherencia de D(2) en H'(2), es
HY(©)

decir, H}(Q) = D(Q)
Teorema: D(R?) es denso en H*(RY), es decir, H}(RY) = H'(R?).

Demostracion: La demostracion de este resultado se divide en dos partes:
truncamiento y regularizaciéon. Con la regularizacion demostramos que el
espacio D(R?) es denso en el espacio de las funciones de H'(R?) con soporte
compacto, y con el truncamiento demostramos que este espacio es denso en
H'(RY).

1- Truncamiento

Queremos aproximar las funciones de H*(R?) por funciones de H'(R?) con

soporte compacto. Para ello introducimos una funcién M € D(R?) tal que:

M(z)=1 para |z| <1
0<M(z)<1 paral <|z| <2
M(z) =0 para |z| > 2

Ahora, para todo niimero real R > 0, definimos la funcién Mz € D(R?) dada
por:

Mg(x) = M(%) donde % = <

Entonces, si v € HY(R?), la funcién Mz-v € H*(R?) y es de soporte compacto
pues su soporte es el de Mg. Veamos ahora que Mg - v R—> ven HY(R?) y
— 00

habremos concluido. Para ello tenemos que demostrar dos cosas:

1- MR-vR—H) en L*(R?)
—r 00
2- WMpv ___, Jv op [2(RY) parai=1,...,d

ox; R—o0 ox;

1- Tenemos que ver que ||Mp - v — v||gra — 0, en efecto,
’ R—o0

|Mp-v—vlors = [pa(Mg-v—v)*de =

R
(Mgr-v—wv 2d:p+f‘x‘>R(MR-v—v)2dx
(Mg -v —v)*de < f|m|>R’U2d:L‘ — 0

R—o00

J:|<R

—_——

m|R

12



1.3. EL ESPACIO H}(Q)

OMp

2- Calculemos == en el sentido de las distribuciones.

ov
al‘i

OMp -v _ (8MR

ox; 6:pi)'v+MR.

El segundo término evidentemente converge a 0 cuando R — oo. Veamos el

. P OMp _ 10M(=z -
primer término. Tenemos que s (x) = R oy (R), por tanto Vi = 1,...,d,

se tiene que M p o0 SUP,cpa 222 (z) = 0 . Asi podemos concluir
K3

M 2 M
/ (8 R -v) dzx < sup|a R|2/ v?dr — 0
R Rd

Ox; rcRd T; R—o0

2- Regularizacién

Queremos demostrar que toda funcién de H'(R?) con soporte compacto se
puede escribir como limite en H'(R?) de funciones v. € D(R?). Para ello

definimos una funcién ¢ € D(RY) tal que:

¢ >0
e(x) =0si |z| > 1
Jpap(x)de =1

Ahora, para cada € > 0, construimos la funcién ¢, € D(R?) definida por
¢c(z) = Hp(£) que verifica:

@e >0

Ye(r) =05l |z| > €

Jpa @e(x)dr =1

Consideramos la funcién regularizada v. = @, * v, es decir,

wo) = [ oo =)o)y

Como vy . son de soporte compacto, v, también es de soporte compacto. Por
las propiedades del producto de convolucién y por ser ¢, € D(R?) tenemos

que v, es C*°—diferenciable.

13



1.3. EL ESPACIO H}(9)

Por 1ltimo, utilizando el resultado del lema que demostramos a continuacion,
tenemos:
ve — v en L?(R?)
—0

€
Ove __ ov
oz, Pe*

0 2(pd
o 0 5. en L*(R7)

Y asi tenemos que v, —gven HY(R?Y). W
€—>
Lema: Si f € L*(RY) = o, % f — fen L2(RY).
€E—

Demostracién: Como D(R?) es denso en L?(R%), se puede considerar una
sucesién f,, € D(R?) tal que f,, — f en L?*(R?) y escribir,
n—o0
Sps*f_f:Sps*f_gps*fn+(pe*fn_fn+fn_f
Tomando la norma || - {|g ga,
e % f = flloga < [l % f = e * fulloga + llpe x fr = fulloga + [Lfn = fllope

Por un lado, por las propiedades del producto de convolucién, y por ser

|©ello,re = 1, tenemos,
lpex | = pex fullors = o (f = fa)lloge < l¢elloarallf = fulloge ——0

Por otro lado, obviamente,

Por tltimo, multiplicando por [, ¢c(x —y)dy =1

(906 * fn — fn)<x) = fRd 906(37 - y)fn<y)dy - fn<x> =
fRd QOE(I‘ ) ( dy fRd 305 y)dyfn($) =

Jpa Pe(@ = y)(fuly) — fulz )dy =

Jio—yi<e (@ = y)(fuly) — falz)dy,

tomando valor absoluto,

@) < [y e el = )1 (Faly) = fulo)ldy <
A1) = @] [y e ol = y)ldy =
W) — ful@)]

‘(906 * fn - n
Supy:\xfy\ge |(
(f

SUDy:|z—y|<e |

14



1.3. EL ESPACIO H}(Q)

Tenemos que supy.,_yi<c |(fn(y) — fu(z)| —— 0 uniformemente, por tanto
- €— 00
|(pe * fn — fu)(x)] —— 0 uniformemente. Ademds ¢, y f, tienen soporte
€—00

compacto, luego su producto de convolucién también tiene soporte compacto.
Sea K = sopp. U sopf,, entonces,

[Jecs fu=fifdr s sw_ oo (o) = £ [ 1d8—o0

y:lz—y|<e K e

es decir, también tiende a 0 el término que faltaba para completar la demos-
tracion.
||§05*fn - anO,Rd — 0.
€E— 00

Teorema (de prolongacién): Si v € H}(), la funcién v, prolongacién
de v por 0 en R?\ ©, es una funcién de H'().

Demostracion: Para esta demostracion utilizaremos repetidamente el teo-
rema de prolongacion de aplicaciones lineales continuas: Sea E un subespacio

de un espacio normado E, con E denso en E, B un espacio de Banach y
f E — B una aplicacion lineal continua, entonces existe una prolongacion

]7: E — B lineal y continua.

Sea ¢ € D(f), evidentemente @ prolongacién de ¢ por 0 en R?\  es una
funcién de D(R?) pues ¢ en la frontera de 2 es 0. Por tanto ¢ sigue siendo de
soporte compacto y C*°—diferenciable en todo R?. Ademsds ||@||; re = ||l¢]l1.0

provisto D(Q) de la norma inducida por la de H'(£2). Por tanto, la siguiente

aplicacion es lineal y continua:

D(Q) — D(R?Y) C HY(RY)
p —9

Por otro lado, D(2) es denso en H}(f2), entonces utilizando teorema de pro-
longacién de aplicaciones lineales continuas, esta aplicacion se prolonga a una
aplicacion lineal continua,

Hy(Q) — HY(RY)

v ——v

15



1.3. EL ESPACIO H}(9)

Para concluir tenemos que ver que v es la prolongacién por 0 en R?\ Q.
En efecto, sea {¢,} una sucesion de funciones de D(§2) que converge a v en
H} (), en particular converge en L*(2). Por la continuidad de la aplicacién
ampliada, p, converge a v en H'(R?) y también en L?(R?). Entonces pode-
mos extraer una subsucesion {g,,} que converja a v casi por todas partes en

R¢, y por tanto,

~—~

si x € Q) se tiene que Y, () = ()
si z € R\ Q se tiene que @, (1) =0

Férmula de Green para funciones de H}(f):

ov ou
1 . _ -
Vu,v € Hy(2) se tiene /Quaxidx— /anivd:p Vi=1,...,d

Demostracion: La demostracion de basa en la férmula de Green para
funciones de D() (integracién por partes) y la densidad de D(Q) en H} ().

Por la densidad de D(Q) en HJ(S), existen dos sucesiones {u,}°%; y
{vn,}22, de D(2) que convergen respectivamente a v y v en la norma de
H(), por tanto, Vi = 1,...,d,

Gua 5 Ou op  [2(Q),

ox; 00 ox;

9un 5 Qv on [2(0).

0T 4 oo O

Aplicando la férmula de Green clésica a las funciones de D(£2),

un%dx: —/ %vndx+/unvn%ds
o O o 0z; r

Como son funciones de soporte compacto, la integral sobre la frontera es
nula, y pasando al limite se concluye. B

Definicién: Se define la siguiente seminorma sobre H'(Q):

d
ov
V |U‘17Q = (Z/Q(%)le’)lﬂ
i=1 v

16



1.3. EL ESPACIO H}(Q)

Esta aplicacién es sélo seminorma porque hay funciones de H'(§2) que no

son nulas pero sus derivadas si lo son.

Teorema (Desigualdad de Poincaré): Si €2 es un abierto acotado de

R¢, existe una constante C' = C(2) > 0 tal que,

d
ov
Vo e Hy(Q) vfloe < C() IIM, I5.0)"?
i=1 v

Demostracién: Por la densidad de D(€2) en Hj (), basta demostrar este
resultado para funciones v € D(2), luego tomando sucesiones convergentes
queda demostrado Vv € H} ().

Como (2 esta acotado, podemos suponer que esta contenido en una banda
_ /
{z = (2 2q), x

gacién por 0 en R?\ . Obviamente v € D(RY), y se tiene por la desigualdad

/

= (z1,...,24-1), a < xg < b}. Sea v € D(QQ) y v su prolon-

de Cauchy-Schwarz,

g(x/’xd) _ T4 g—z(x,’g)dg . </1'd (S_Z(x/,f))Qd§> 1/2(/:vd 12d§> 1/2.

a a a

Tomando el cuadrado del valor absoluto,

~r 1 v / <o ’
B! za)|? < <xd—a>/ ' €)' < <xd—a>/_ @ e,

a

integrando respecto a la variable 2/,

2 2
/Rd [0(2!, ) |Pda’ < ( xd—a/ ‘83701 )| dw,

finalmente, integrando respecto a la variable x4,

b
1
e = [ [P < 50 - a7 [ 2@
Rd a JRA-1 2 Rd a[L'd

obteniendo,

101150 = 19115 fRd Bag (& \ v =30 -’55 60

(b - a) ey [

17

=50 —a)’vfie.




1.3. EL ESPACIO H}(9)

Tomando raiz cuadrada, concluimos [|v]|oq < “’;ﬁa'\vh,g

Observar que en la demostraciéon anterior basta exigir que €2 sea acotado

en una direccién.

Supongamos que (2 es acotado y definimos v tal que v(z) = 1, Vo € Q,
esta funcién es de H'(Q) pero no verifica la desigualdad de Poincaré. Por

tanto, podemos concluir el siguiente resultado:

Corolario: Si ) es un abierto acotado de R?, entonces HE(€) es un

“ H(Q).

subespacio propio de H'(Q), es decir, HJ(£2) Wy

Corolario: Si © es un abierto acotado de R?, entonces la seminorma |- |; o

es una norma sobre Hj () equivalente a la norma inducida por || - [|1.0, es

decir, existen constantes C; y Cs tales que

Cillvllie < [vha < Collvllie Vo € Hy(Q)
Demostracion:

1. Es evidente que C5 = 1, en efecto,

2 d ov 2d < 9 ¢ v 2d B 9
|v\1,9—;/ﬂ(axi) o< [0 30 (57,) @ = bl

2. Como Q es acotado y v € HJ (), utilizando la desigualdad de Poincaré

obtenemos C7 = 1/4/C?(Q) + 1 despejando de:

02 2)+1) Z Haxl

2
ol a = HvaZ et

7

18
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1.4. TEOREMA DE LA TRAZA

1.4. Teorema de la traza

Sea I' = 99, dada una funcién v € H'(2), queremos definir su valor en

la frontera T.

Para d = 1, se tiene H'(I) C C°(I), entonces como toda fincién v €
H'(I) tiene un representante continuo en I, basta tomar el valor de este
representante en los extremos del intervalo I para definir v|p. Sin embargo,
para d > 2, las funciones de H'(£2) no son en general continuas y hacen falta

argumentos mas sofisticados para definir su valor en la frontera.

Nuestro objetivo es estudiar si D(Q) es denso en H'(), para asi poder

prolongar por continuidad la aplicacion 7y,

7% :DQ) — C°)
v —> YU =uv|p
J
v : HY(Q) — L2(I)
v > v ="vp

y asi dar sentido al valor de las funciones v € H*(Q) en T'. Esta aplicacién

prolongada se llama APLICACION TRAZA, y el valor de ~ov de una funcién
v € HY(Q) se llama TRAZA de v en .

D(Q) serd denso en H'(£2) para Q un abierto acotado de R con frontera I'

suficientemente reqular. Veamos cuales son estas condiciones de regularidad

suficientes.

1.4.1. Caso A
Consideremos el caso mas simple, {2 = Ri donde
RY = {z = (2/,24) € R, 24 > 0}.
Entonces, la frontera de € es el hiperplano I' = {x = (2/,0) € R 2’ € R?"1}.

19



1.4. TEOREMA DE LA TRAZA

Teorema: D(R%) es denso en H'(R%).

Demostracion: De nuevo, esta demostracion se divide en fase de trunca-

miento y fase de regularizacion.

1- Truncamiento

Queremos aproximar las funciones de H'(R%) por funciones de H*(R%) con

soporte compacto en Ri. La demostracion es igual que en el caso anterior.

2- Regularizacion

Queremos demostrar que toda funciéon de H 1(]1%1) con soporte compacto se

puede escribir como limite en H*(R%) de funciones v, € D(R%). Se procede de
nuevo mediante regularizacion por convolucién, pero en este caso se plantean

algunas dificultades.

Sea v € H 1(Ri) con soporte compacto en Ri, para aplicar convolu-

cién necesitamos que sea una funcién ampliada de todo R? y luego volver

a restringir a Ri el producto de convoluciéon. Sin embargo, si prolongamos

v e HY(R%) por 0 a todo R, la funcién prolongada no pertenece a H*(R%).

Para resolver esta dificultad trasladamos la funcion.

Sea wy, la siguiente funcién 7_,v = wy,(2', z4) = v(2’, x4+h), definida para
g > —h,y consideremos vy, = wh|Ri- Veamos que vy, m ven H'(R%), para

2(md ov _ 0
ello basta ver que vy, —oven L*(R}) y observar que 735> = 7-(T-5v).

Para demostrar que vy, —gven L*(R%), por densidad, basta demostrarlo
ﬁ

para v € D(RY).

Sea v € D(Ri), por tanto tiene soporte compacto dentro de R‘fr, luego

podemos ampliarla por 0 en R\ R% y la funcién ampliada v € D(R?). Por

Cauchy-Schwarz, tenemos,

(Ton0 = 0) (z) = 0(2/,zq + h) — V(2 2q) = fol haa—g(x’, xq + th)dt <
1/2 . 1/2 _ 1/2
(o m2at) ™ (fo (2@ matth)’dt) < h( fy (2w + th)) dt)

20



1.4. TEOREMA DE LA TRAZA

integrando el cuadrado en todo R?,

Joa (= B)2 (@) < 12 [y [ (ZZ (0, g + th)) dbda =
B2 [ dt fi (22(2)) e = B2 fu (22 (@) de < W3[5 5 — 0

Oxg Oxq 1,Rd

y finalmente, siendo v, = T,hv\mr , tenemos,

lon=vllo g = / (on—v)2dz = / (rBn—0)2dz < / (7 n—7)2dz — 0
T RY R4 R4

h—0
+ +

Una vez que hemos demostrado que vy, P 0 en H'(R%), podemos
—

limitar nuestro estudio a funciones v que son restricciones a R% de funciones

w € HY(R?,) y de soporte compacto.

Sea ¢ € D(R?,) tal que ¢ = 1 en el sop(v) y ¥ = 0 cuando x4 < —h/2.
Naturalmente yw;, € H'(R?,), se anula en un entorno de la frontera de

R?, v su prolongacién por 0 a todo R, ’(ZE}L, pertenece a H'(R?). Ahora ya

estamos en condiciones de aplicar regularizacion por convolucién, por tanto,

existe una sucesiéon de funciones . x Ywy, tales que ¢, * Ywy, — Ywy, en
€E—

H(R?). Por las propiedades del producto de convolucién, a partir de un e

suficientemente pequeno, se tiene,
sop(ipe x wn) C sop(ipe) + sop( wn) C R,
por tanto, tomando restricciones a R?, |
(e x wn)lpa, — by en H'(RY)),
y tomando restricciones a R?,
(e *@)IM —= Ywplgs en H'Y(RY),

donde naturalmente (¢, *QZT\U/h) ‘R‘i € D(@)
|
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1.4. TEOREMA DE LA TRAZA

Lema: Para toda funcién v de D(]RTfr) se tiene la desigualdad

||U('>0)||O,Rd*1 < ||U||1,Ri

Demostracion: Sea v € D(@), por el teorema fundamental del calculo

integral,

lo( / |v v xg)Pdrg = —2/ v(x’,xd)aa_v(:p’,xd)dxd,
0 Ld

utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwartz,

& 1/2 o Ov 1/2
/ 2 < / 2
lo(z', 0)| _2(/0 lo(a, z4)| d:cd> (/0 5 (@' 2a) da:d) ,

y la desigualdad 2ab < a® + b,

o 0
o0 < [ (10 )P+ @0
de modo que concluimos integrando en z’,

[0(-,0) [l a1 = [ga-r [v(2,0)[Pdz’ <
fRi <|U(l‘/,l‘d)|2 + |a‘9m (', xd)|2>dx < ||v||1Rd

Corolario (Teorema de la traza en R?): La aplicacién lineal continua

DRY) — DR c L2(RTY)
v — v(-,0)

se prolonga por continuidad a una aplicacion lineal continua

HY(RY) — LRI
v — v(-,0)

verificindose ademds Vv € H*(R%)
[o(-, 0)llo a1 < [[v]ly e -
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1.4.2. Caso B

Definicién: Un abierto €2 de R? se dice que es I-regular si es acotado y

su frontera I' es una variedad de clase C'' de dimensién d — 1.

Esto significa que existe un ntimero finito de abiertos acotados ; de R,
0 <4 < I, tales que  estd incluido en €, {6;}1_ es un recubrimiento abierto
de Q, y para todo i = 1,..., I existe una aplicacién invertible de clase C!
@i 1z y = @;(x) de 6; en B, bola abierta de R? de radio 1, cuya aplicacién

inversa ¢; ! también es de clase C' y tal que
pi(0;NQ) = BURL = {y = (v, ya) € RY, |y < 1,54 > 0},

wi0iNT) ={y = (v, ya) € R |y| < 1,54 = 0}.
Diremos que {6;, ¢;}._, es un sistema de cartas locales que definen T
Vamos a demostrar el teorema de la traza para 2 € R? abierto 1-regular,

pero también se puede generalizar a abiertos acotados con frontera de clase

C' a trozos.
La demostracién se hace en varias etapas, a través de los siguientes lemas.

Lema 1: Si Q2 es 1-regular, existe un operador P lineal continuo llamado
de 1-prolongacién P : HY(Q) — H'(R?), tal que

Vv € H'(Q) Pv=wv casipor todas partes en (2.

Demostraciéon: Veamos primero el caso de ) = Ri y luego por cartas

locales y particién de la unidad lo extenderemos al caso de €2 un abierto
1-regular.

Caso: 1 = R4

Si v € D(RZ), sea Pv su prolongacién por reflexion,

v(x',xg)  sixzg >0
v(a!, —xg) sizg <0

Pu(z, 2q) = {
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1.4. TEOREMA DE LA TRAZA

Pv es continua, estd en H'(R?) y se tiene,

dPv %W’xd) L% 2 0 .
o (o', 2q) = 8—32(3:’,—%) sizg<0yl<i<d-1
! —aa—;(x’, —xq) sixzg <0

de donde se deduce que ||Pvl|;gs = \/§HUH1»R1 que nos da la continuidad de

la aplicacién P : D(]RTfr) — D(R?) C HY(RY).

Como D(@) es denso en H'(R%), esta aplicacién se prolonga por conti-

nuidad a todo H*(R%), verificando que Pv(z) = v(z) casi por todo R%.

Caso: () abierto 1-regular

Sea {a;}!_, una particién de la unidad subordinada al recubrimiento {6;}._;,

es decir, o; € D(0;),Vi=0,...,1y Zi[:l 0; = 1. Si v € H(Q), escribimos,

y para cada i = 0,1, ..., definimos P(c;v) de modo que,

Por un lado, P(agv) = agu, prolongacién de apv por 0 en RY\ Q. Por otro
lado, para i = 1,..., I, consideramos la funcién w; = (oyv) o (¢; |5, ), donde
B, = BNRZ. Se tiene que w; € H'(B,) y es nula en un entorno de {y €
0By ;y4s > 0}, entonces podemos prolongar w; por 0 en Ri \ B, y obtener
una funcién w; € H'(R,), y ésta a su vez prolongarla por reflexién a una

funcién w; € H'(R?) de soporte compacto en B. Finalmente, w; o ¢; definido

en 0; se prolonga por 0 en R?\ #; de modo que ﬂi es una funcion de

H(R?). De este modo definimos P(a;v) = w; o ¢; parai=1,...,1.

Ahora es facil verificar que la aplicacién v — ST P(av) verifica las

condiciones del lema.
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1.4. TEOREMA DE LA TRAZA

Lema 2: Si Q es 1-regular, D(€) es denso en H'(2).

Demostracién: Sea v € HY(Q2) y Pv € H'(R?) su prolongacién a todo
R?. Como D(R?) es denso en H'(R?) existe una sucesién {w, }>°; € D(R?)

tal que w, — Pv en H'(R?). Sea v, = w,|q, la sucesién {v,}2, es una
n—oo

sucesion de D(Q) tal que v, — v en H'(Q).
n—o0

Para el tercer lema utilizaremos la siguiente notacién do denota la medida
superficial sobre T, inducida por la medida Lebesgue dx. Asi definimos L*(T")
el conjunto de las funciones definidas sobre I' medibles para la medida do y

de cuadrado integrable, con la norma |[v|jor = ( [, v?do)1/2.

De manera equivalente, utilizando la particion de la unidad, podemos

definir,

LPM)={v:T =R, (qv)og;'(-,0)e L}R¥"Y), 1<i<I}
con la norma
[ollor = (3 (@) o o |2 )
=1

que es equivalente a la anterior, es decir, existen constantes C y C tales que
Ciflvflor < fvllor < Cof[v[lo,r-

Lema 3: Si 2 es 1-regular, existe una constante C' > 0 tal que

Vo€ D(Q)  [vllor < Cllv]ie.

Demostracién: Sea v € D(Q), utilizando la particién de la unidad {o;}L_,

definimos en B las funciones w; = (a;v) o go;l, para 1 < ¢ < I. Sea w; su

d

¢, se tiene

prolongada por 0 a todo Ri. Segun el teorema de la traza en R
que [[w;(+, 0)[[ppa-1 < ”@HLRi’ y por las propiedades de «; y ¢;, se deduce

|’U}~Z‘H1,Ri < Cj||v]|1,0. Finalmente, por la equivalencia anterior de normas, se
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1.5. APLICACIONES DEL TEOREMA DE LA TRAZA

concluye,

ovllor < Collnovllor = Ca( X0 lwi(-, 0))12 ga-t) ' <
< G (L, ) olla = Cllv)lia

El teorema de la traza es consecuencia directa de estos tres resultados.

Teorema (de la traza): Sea Q un abierto 1-regular de R?. Entonces
D(Q) es denso en H(Q) y la aplicacién lineal continua o : v — v = v|p de
D(Q) en L*(T) se prolonga por continuidad a una aplicacién lineal continua

de HY(Q) en L*(T"), que denotamos también 7, llamada aplicacién traza.

1.5. Aplicaciones del teorema de la traza

Férmula de Green para funciones de H'(Q)

Denotamos por 7; la i-ésima componente del vector normal unitario ex-
terior de ().

Teorema: Sea {2 un abierto 1-regular de R?. Entonces Yu,v € H(Q) se

/uavda::—/ auvdxjt/uvuida, Vi=1,...,d.
o Oz o 0z r

Demostracién: Siu,v € H'(Q), entonces existen sendas sucesiones {u,, }°°,

tiene,

v {v,}%°; en D(Q) tales que convergen respectivamente a u y v en H'(€).

Para u,,v, € D(Q) es vélida la férmula de Green,

v, Uy,

Uy —— — —Un

dr = + / Upvpvido, Yi=1,...,d.
r

Se concluye pasando al limite, puesto que por la continuidad de la aplicacion

traza, u,|r y vn|r convergen respectivamente a ulr y v|p en L*(T).
|
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Caracterizacion del espacio Hj ()

El teorema de la traza también nos permite caracterizar de forma més
sencilla el subespacio H}(Q2) de H'(Q).

Teorema: Sea () un abierto 1-regular de R?. Entonces H{ () es el nticleo

de la aplicacién traza o : H'(2) — L?(T), esto es,

Hi(Q) ={ve HY(Q): v|pr =0}

Demostracién: Sea v € Hj (), entonces existe una sucesion {p, %, de

D(Q) tal que ,, — v en H(2). Por la continuidad de la aplicacién traza,
n—oo
170@n = v0vllor < Cllpn = vll10, de donde Yopn —— v en L*($2). Como

las funciones ¢,, son de soporte compacto en {2, entonces vy, = 0Vn, y por
tanto yov =0 en I'.

La demostracion del reciproco es méas delicada. Lo demostraremos para
Q= Ri, pues por cartas locales y particién de la unidad se generaliza al caso

Q) abierto 1-regular.

Seapuesv € {v € H'(R%) : vov = v(-,0) = 0} y queremos demostrar que
v E H&(Ri), es decir, que se puede aproximar por funciones g, € D(Ri).

Buscamos una sucesion {¢,}3°, de funciones de D(R%) tal que ¢, —— v
n—o0

en H'(v).

Sea ¥ la prolongacién por 0 de v a todo RY. Es facil ver que v € H(R?).
Obviamente v € L*(R?) y también g—; € L*(RY), Vi = 1,...,d. Basta de-

mostrar que 59_5 = Vi = 1,...,d y tendremos que v € H'(R?). En

z; am )
efecto, Vo € D(R?), aplicando la férmula de Green y teniendo en cuenta que

v(-,0) = 0, tenemos que Vi =1,...,d,

<gf¢"p> ==\ aml = _fRd dx = _fRd vel dx = fRd o cpdx—

f{(m/,O),x’ERd_l} UQO’)/idO' - f]Ri Oz; QOdSL’ - fRd dz; (‘de <8:ri’g0>
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Como en los casos anteriores, tenemos que hacer producto de convoluciéon
por una sucesién regularizante, ¢, € D(R?), pero de nuevo el soporte de
v, %0 puede estar fuera de Ri. Para evitarlo nos trasladamos una magnitud
h definiendo m,v(2, z4) = v(2’, z4—h). Ya demostramos que 7,0 - vy que
ademés sop7,0 C RY, por tanto T;ﬁ?\Ri — 5|Ri en H'(R%). Por otro lado,
€
30p(pe* ThV) C Ri y COmMo ya vimos @, x 7,V —O> 7,0 en H'(R?). Con ambas
€E—r
cosas, Qe x ThU|pa ——— Ve en HY(RZ), siendo ¢ *x 7,0|ge € D(R?) la
+ €—0,h—0 + +

sucesion buscada. B

Construccién de subespacios de H'(2) de dimensién finita

En el capitulo 3 estudiaremos la construccién de subespacios de dimen-
sién finita de H'(2). Para ello se procederd a construir funciones de H'(Q)

mediante funciones a “trozos”. Sera de gran utilidad el siguiente resultado.

Sea = UY_,Q, una descomposicién de € tal que:

= (), es un abierto de R? contenido en €2 con frontera I, de clase C', para
todor=1,..., N,

s Q,NQ, =0 para r # s.

Teorema: Sea v € C°(Q) tal que la restriccién v|g, € H'(Q,)Vr =
1,...,N, entonces v € H(Q).

Demostracién: Sea v € C°(Q) con v|q, € HY(2,), Vr =1,..., N. Eviden-

temente v € L*(Q)), veamos que también las derivadas en el sentido de las

distribuciones % son también funciones de L*(), Vi = 1,...,d. Definimos
v; € L2(Q) tal que vi|q, = %mm Vr=1,...,N, veamos que v; = % en el

sentido de las distribuciones. En efecto, Vi € D({), se tiene,

v N
<aazi’90> = —(v, gi) = —fﬂvg—zdx =21 Ja, vg—id:c =
S (Jo, 22 = foo, vpvido) = S, fy, Spda
PO Jo, vivdr = [ vipde = (vi, @).

28




1.6. UN RESULTADO DE COMPACIDAD

Entonces g—;i € L*(Q) y por tanto v € H ().
|

1.6. Un resultado de compacidad

El siguiente resultado se llama teorema de Rellich, y serd ttil para las
sucesiones pues nos permite afirmar que en las condiciones del teorema de la
traza, dada una sucesién acotada en H'(€2), podemos extraer una subsucesién

convergente en L*(Q).

Teorema: Sea (2 un abierto 1-regular de RY. Entonces la inyeccién candni-
ca de H'(Q) en L?(Q) es compacta, es decir, todo subconjunto acotado de

H'() es relativamente compacto en L?(2).

1.7. Los espacios de Sobolev H"(f2)

Generalicemos la definicién del espacio de Sobolev H'(€2).

Definicién: Para todo entero m > 1 llamamos espacio de Sobolev de
orden m sobre () al espacio

H™(Q) = {v € LA(Q), 8°v € LX), |a| < m},

dotado del producto escalar,

(t, V) = / (3 orudro)de,

la norma asociada,

e = ()i = ([ 3 (o)’
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y la seminorma,

Um0 = (/Q ; (8au)2da:>,

Teorema: H™(2) es un espacio de Hilbert separable para la norma

-l

La demostracion es idéntica al caso m = 1.

Caso particular H%(Q)

Si Q es l-regular, se puede definir la traza de una funcién v € H?(Q),
Yov = v|p. Por otro lado, si v € H?(2) entonces aa_;i € H'(2),1<i<d,ypor
tanto también se pueden definir las trazas de estas funciones 705—; = g—;|p,
1 < i < d, que pertenecen a L*(T'). La funcién I/Z‘g—;;ih‘ es entonces una

funcién de L?(T') por ser producto de una funcién de L>(T') y otra de L*(T),
y podemos definir la derivada normal,

d

_|F - Z’}/z av

como una funcién de L?(T").

Sea Au = Z‘j 1 52 2 el Laplaciano de una distribuciéon w. Entonces si

u € H?(Q), se tiene para toda funcién v € H(Q),

ou 82} Ju
/ (Au)vdr = — Z/ vdaz— 1{ o1, 0z, —/Fa—xivuida},

de donde se obtiene la formula de Green generalizada.

Teorema: (Férmula de Green generalizada) Si (2 es 1-regular, para
toda funcién u de H?(Q2) y toda funcién v de H*(f2), se tiene:

—/(Au)vdx: / Vu-Vvdx—/@vda.
Q Q r Ov
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Nota: para m > d/2 las funciones de H™(£2) son continuas, en particular,
si 2 es un abierto de R? o R?, entonces H%(Q) C C°(Q).
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Capitulo 2

Formulacién débil de problemas
elipticos

2.1. Problemas variacionales abstractos

Vamos a introducir un marco abstracto bien adaptado para problemas de

contorno asociados a ecuaciones en derivadas parciales. Sean:

1. V un espacio de Hilbert sobre R de norma || - ||,

2. una forma bilineal a(-,-) : V x V — R continua, es decir, existe una
constante M > 0 tal que Yu,v € V, a(u,v) < M|u||||v]|, y V-eliptica,
es decir, existe una constante o > 0 tal que Vv € V, a(v,v) > a|v]|?,

3. y una forma lineal L : V — R continua, es decir, Vv € V| |L(v)| <

HLH* ’ ||U||’ donde ||L||* - SUPvev,v;éOﬁ

Consideramos el siguiente problema variacional:
(P) Hallar u € V tal que a(u,v) = L(v) Yo eV
La existencia y unicidad de la solucién de este problema nos la da el
teorema de Lax-Milgram.
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Teorema de Lax-Milgram: Si se verifican las condiciones 1, 2 y 3, el
problema P tiene solucién tunica.

Observar que si suponemos que la forma bilineal a(-, -) es ademas simétri-

ca, entonces a(-, ) es un producto escalar en V' con norma asociada |[v||g =

(a(v,v))l/Q, que es equivalente a la norma || - || de V. En este caso, la exis-

tencia y unicidad de la solucién del problema (P) viene dada por el teorema
de Riesz-Frechet.

Demostracion: Introducimos el siguiente operador,

A: V-V
u— Au

definido por (Au,v) = a(u,v)Vv € V donde (-,-) designa el producto es-
calar en V. Esta aplicacién estd bien definida pues fijado u, la aplicacion
v +— a(u,v) es lineal y continua de V' en R, y por el teorema de Riesz-Frechet
se puede representar dicha aplicacién por un tnico elemento de V' que lla-
maremos Au.

Evidentemente la aplicaciéon A es lineal y continua por serlo a(-,-), y

ademas verifica,

Aul| = Supey, o "2 < Miu
(Av,v) > afol?

Por otra parte, al ser L una forma lineal continua sobre V', aplicando de
nuevo el teorema de Riesz-Frechet, existe un tinico 7L € V tal que Vv € V
se tiene L(v) = (7L, v).

Observar que esto define una biyeccion lineal,

T VI —V
L+— 7L

que es una isometria puesto que,

L L
IrL] = sup (rL,v) _ sup (v)
veV,u#£0 ”UH veVu#0 HU”

= [IL]l«
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Entonces el problema (P) se puede escribir de la siguiente forma,

Hallar u € V tal que (Au,v) = (tL,v) Yv €V,

esto es,
Hallar u € V' tal que Au = 7L.

Para demostrar que este problema, en su tultima version, tiene solucion
unica utilizaremos el teorema de Punto Fijo de Banach para contracciones
estrictas. Para ello, dado un p > 0 que elegiremos mas adelante de forma
apropiada, escribimos nuestro problema de la siguiente forma,

Hallar v € V tal que u = u — p(Au — 7L).

De este modo, tenemos definida una aplicacién,

T7:V—V
v— v — p(Av —7L)

cuyo punto fijo seria solucién de nuestro problema. Para demostrar que esta
aplicacion tiene un tinico punto fijo bastara demostrar que es una contraccion
estricta puesto que al ser V' un espacio de Hilbert y por tanto completo,
podremos aplicar el teorema de Banach que asegura en este caso la existencia
de un tnico punto fijo.

En efecto, se tiene que,

|Tv1 — Tvo||* = [lvr — va — p(A(vy — )| =
o1 — va]? — 2p(A(v1 — v2),v1 — v2) + P?||A(v1 — 12)]|* <
(1= 2ap+ p*)|lvr — va?

luego para que T sea una contracciéon estricta basta tomar p de modo que
1 —2ap+p? <1,y esto es cierto para 0 < p < 2a/ M2,

Por tanto para cada p entre 0 y 2ac/M? hemos demostrado que existe una
solucén del problema (P), veamos que esta es unica independientemente del

valor de p elegido. Supongamos que existen u; y up dos soluciones de (P),
entonces,

a(uy,v) = L(v) Yv eV,
a(ug,v) = L(v) YveV.
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Restando a(u;—ug,v) = 0, Vv € V, en particular, a(u; —ug, uy —us) = 0,y por
la V-elipticidad de la aplicacién bilineal, 0 = a(u; —usa, uy —us) > af|u;—us||*.

Por tanto u; = us.
[ |

Cuando la aplicacién bilineal a(-, -) es ademés simétrica, el problema (P)

es equivalente a un problema de optimizacion.

Teorema: Si se verifican las condiciones 1, 2 y 3, y ademds af(-,-) es
ssimétrica y verifica a(v,v) > 0 Vv € V| entonces el problema (P) es equiva-

lente al siguiente problema de optimizacion,

(Q) Hallar v € V tal que J(u) = min J(v)

veV
donde J(v) = 3a(v,v) — L(v).

Demostracion: Sea u solucién del prolema (P). Sea v € V' cualquiera con

v # u, es decir, v = u + w con w # 0, entonces,

=Ju+w)= %a(u+w,u+w) — Llu+w) =
u) + a(u, w) + 2a(w, w) — L(u) — L(w) =
J(u) + a(u, w) — L(w) + ta(w, w).

Como u es solucion de (P), entonces a(u, w) = L(w), por otro lado a(w, w) >

0, por tanto,

y esto es cierto Vv € V' con v # u.

Veamos la demostracién del reciproco. Sea u soluciéon del problema de

optimizacién (@), entonces Vv € V. y A > 0,

J(u) < J(u+ ANv—u))

J(u) < ta(u+ Av—u),u+ A(v —Qu)) — L(u+ MNv —u))

J(u) < Sa(u,u) + Aa(u,v —u) + 3a(v —u,v —u) — L(u) — AL(v — )
0 < Xa(u,v—u)+ )‘72(1(2) —u,v —u) — AL(v — u)

0 < 3a(v—u,v—u)+alu,v—u)— L(v —u).
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Tomando el limite cuando A — 07, tenemos,
0 <a(u,v—u)— L(v—u).

Como esta desigualdad es cierta Vv € V| podemos tomar v + u en lugar de
u, de donde,
0 <a(u,v)— L(v), YveV,

y de la misma forma, tomando—v en lugar de v,
0> a(u,v) — L(v), YvelV,

de donde se deduce,
a(u,v) = L(v), YveV.

2.2. Formulacion débil de problema unidimen-
sionales

Problema de Dirichlet homogéneo asociado al operador
—d?/dz?

Sea I = (a,b) € R un intervalo de la recta real, f € L*(I), consideremos

el problema:

Hallar u tal que

—u (z) = f(x) en [ (2.2.1)
u(a) =0 (2.2.2)
u(d) =0 (2.2.3)

En principio supondremos que u € H?(I) N H}(I) para que la ecuacién

anterior tenga sentido y de modo que se verifiquen las condiciones de contorno
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222) y ([Z23). Vamos a formular el problema anterior de otra manera.
Elegimos una funcién v € H}(I) cualquiera, multiplicamos los dos miembros

de la equacién (2.2.1]) por v e integramos por partes,

/ u'v' dz — (u'(b)v(b)u'(a)v(a)) :/ fodz (2.2.4)

como v(a) = v(b) = 0 el problema se reformula de la siguiente manera: hallar
u € H}(I) tal que

b b
/ u'v' dx :/ fodr v e Hi(I) (2.2.5)

Nos referiremos a (2.2.5]) como la formulacién débil o formulacién variacional
del problema de partida (2211, 2222 222.3)). Observemos que para que (2.2.3])
tenga sentido no es necesario que u € H?(I). Tenemos ahora que justificar
la formulacién anterior, es decir, demostrar que el problema (Z23]) tiene
soluciéon y verificar si ésta es unica. Para ello utilizaremos el teorema de Lax
Milgram.

Antes repasemos algunas propiedades del espacio Hj([).

Teorema 2.1. : Sobre Hj(I) la seminorma |v|; ; = (fb(v’)zalx)l/2 y la norma

a

de LA(1), |[v]lo; = (J v®dx)"/? verifican la siguiente desigualdad

b—a
2 0|11

[vllo.r <

Demostracion: Es un caso particular del teorema de Poincaré del capitu-
lo anterior. Basta demostrar el teorema para funciones v € D(I), pues D(I)

es denso en H}(I).

tomando valores absolutos y aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en
L3(I) obtenemos para = € (a, b)

jo(a)] < ( / " 12dz) 12 / () 2da)
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2.2. FORMULACION DEBIL DE PROBLEMA UNIDIMENSIONALES

mayorando la segunda integral tomando x = b como limite superior de la
integral

b
v(z)] < (= - a)l/z(/ (v')%dz)'? = (x — a)'?|v]1 s
Elevando al cuadrado e integrando de nuevo en [

b—a)?
iz < CS g,

Finalmente tomando la raiz cuadrada positiva obtenemos el resultado bus-
cado.

Corolario: Sobre H}(I) la seminorma |v|; ; es una norma equivalente a
la norma de H'(T).

Demostracion: Puesto que

1
Iolli ;= (/ (v* + (v))da = [Jol[5; + [v]i,
0

Tenemos de forma inmediata
[ol,r < vl

Por otra parte, utilizando la desigualdad demostrada en el teorema anterior

1ol =110ll5, + [vli ;< (

(b~ ay
2 D)l

de donde finalmente
2—|||| < vl < [[v]]
v v v
2+ (b—a) 1,1 1,1 1,1

Teorema 2.2. : El problema formulado en la pregunta anterior tiene solucién

unica.
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2.2. FORMULACION DEBIL DE PROBLEMA UNIDIMENSIONALES

Demostracién: Aplicamos el teorema de Lax-Milgram. La forma bilineal
es

a(.,.) : Hy(I)x Hy(I) = R
1
u, v — a(u,v) = / u'v' dx (2.2.6)
0
La forma lineal es
L() : Hy(I)—R

v—l(v) = /01 fvdx (2.2.7)

» La forma (Z2Z0]) es evidentemente bilineal.

= La forma (22.8]) es continua, pues para todo u,v € Hg(I)
1
|au, v)| = |/ u'v'de| < fufygfvlr < flufln vl
0
= La forma (2.2.6) es eliptica, pues para todo v € Hj(I)

1
2
afv.t) = [ @Pde =l > 5oz ol

donde hemos aplicado la equivalencia entre de la norma ||.||;; y la

seminorma |.|; ; demostrada anteriormente.

» La forma (2Z27)) es evidentemente lineal.

» La forma (2.2.7) es continua, pues para todov € H}(I), l(v) = fol fodz,
resulta por una parte aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la

desigualdad de Poincaré

(b—a)
V2

(b—a)
V2

1
l(v)| = \/ fodal < [fllo.llvllo.r < [ lo.slv]rr <
0

[ lorllv]].1
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Teorema 2.3. : El problema débil (2.2.0) es equivalente al problema de

optimizacién siguiente:
Hallar u € Hy(I) tal que

J(u) = inf J(v)

veH

J(v) = % /ab(v')de—/ab fodz

Demostracién: La forma bilineal (Z2.6) continua y eliptica es también

donde

simétrica. l

Teorema 2.4. : La solucién débil del problema formulado en la pregunta 2
verifica la ecuacién (Z2.]]) en el sentido de las distribuciones y en consecuen-
cia u € H?*(I). Adem4s la solucién u de ([Z27) verifica las condiciones de
contorno (2.2.2) y (2.2.5).

Demostracién: Sea v € H}(I) la solucién del problema débil (22.5]).
Tomando en (Z2ZH) en lugar de v cualquier funcién ¢ € D(I) C H}(I),

funciones de clase C*°(I) y de soporte compacto en I, tenemos

1 1
/ u'p dr = / fodx Ny € D(I)
0 0

Podemos interpretar las integrales de la expresién anterior como el valor

de las distribuciones u’ y f en ¢’ y ¢ respectivamente, es decir,
<, >=< f,o> Yo € D(I)

o bien
—<u" p>=<f,p> Yo € D(I)
de donde
—u"=f enD'(I)

40
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OPERADOR —A

finalmente, como f € L*(1)
—u"=f enL*(I) y wue H*I)
ademés la igualdad en L?(I) implica
—u"(x) = f(z) enct.p.del
que es la ecuacion (Z2.1)).

Ademds como u € H}(I) verifica las condiciones de contorno (Z22)) y

3.

2.3. Problema de Dirichlet homogéneo aso-
ciado al operador —A

Sea  un abierto acotado de R? con frontera I' de clase C! a trozos. El
problema a resolver es:

(PDH1) Dada f € L*(Q), hallar u definida en Q2 y solucidn de,
—Au =f en

u =0 sobrel

Supongamos que u es suficientemente regular de modo que la ecuacién
anterior tenga sentido, por ejemplo u € H?(f2), entendiendo las derivadas en
el sentido de las distribuciones. Multiplicando la primera ecuaciéon por una

funcién test v € HJ () e integrando en €,

/—Auvd:p:/fvd:p.
Q Q

Utilizando la férmula de Green, teniendo en cuenta que v|r = 0, tenemos,

/—Auvdw = / Vu - Voudz,
Q Q
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de modo que la ecuacion anterior queda,

/ Vu - Vudr = / fodz, Vv e Hy(S).
Q Q

Esta ecuacién tiene sentido aunque u no esté en H?(f2), basta con que u €
H'(Q2). Por otro lado, al ser v = 0 sobre I' y por las propiedades de I’

tenemos que u € H} (). Asf podemos reemplazar el problema anterior por
el siguiente, que recibe el nombre de FORMULACION VARIACIONAL O
DEBIL,

(PDH2) Dada f € L*(Q), hallar w € H}(Q) tal que,

/ Vu - Vodxr = / fodz, Yv e Hy(9).
Q Q

Teorema: El problema anterior tiene solucién tnica.

Demostracion: Basta demostrar que se verifican las condiciones del teo-
rema de Lax-Milgram, siendo,

V = Hy(9),
a(u,v) = [, Vu- Vudz,
L(v) = [, fvdz.

Evidentemente a(-,-) es bilineal. La continuidad se obtiene gracias a la

desigualdad de Cauchy-Schwartz, en efecto,
d
|a(u,g)| = | Jo Vu - Vudz| = | 21 Jo 5o - dal
< Y | Jo st dal < 3T |5t log |22 o

d 1/2 d 1/2
< (TL2ike) " (SLilgkEe)

= [ulialvle < ulliallv]le.

La V-elipticidad se obtiene por la equivalencia de normas en Hg(f), por ser
) acotado, ya que en este caso se verifica la desigualdad de Poincaré, en
efecto,

d
ov |2
o0.0) = [ (5o)de=oBg = allg
i=1 !
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Finalmente L : H}(Q) — R con L(v) = [, fvdz, es evidentemente lineal,

y ademés L(v) = [, fode < | fllocllvlloe < [[flloellvlie, ¥ por tanto conti-
nua.

Comentarios:

1. Observar que evidentemente una solucién del problema fuerte (PDH1)
es solucién del problema débil (PDH2). Reciprocamente, si u € Hg ()
es solucién del problema débil (PDH2), entonces podemos recuperar las

ecuaciones de la formulacion fuerte en el sentido de las distribuciones
y el teorema de la traza. En efecto, como D(Q) es denso en Hi (),

tenemos que la ecuacién de la formulacién débil también es cierta Vo €

D(9),
/ Vu - Vedr = / fedz, Yo € D(Q),
Q Q

que interpretandolo como productos de dualidad entre D(Q2) y D'(£2),
equivale a,

(Vu, Vi) = (f,¢), Ve eD(),
y aplicando la definicién de derivada en el sentido de las distribuciones,

<_Au7 SO> = <f7 §0>7 VQP S D(Q)

De este modo recuperamos la primera ecuacién en el sentido de las
distribuciones,

—Au=f, enD(Q),
en particular, como f € L*(Q), se tiene,
—Au=f, enL*Q),
y por las propiedades de las funciones de L*(Q)
—Au=f, enc.t.p. de .

Por dltimo, por las condiciones de la frontera del dominio, podemos
aplicar el teorema de la Traza de modo que, al ser u € H} (), entonces

U|F = 0.
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OPERADOR —A + 1D

2. Observar también que al ser la aplicacion bilineal de este caso simétrica,
el problema débil es equivalente al siguiente problema de optimizacion,

Dada f € L*(Q), hallar u € H}(Q) tal que

J(u) = IUIéI‘I/l J(v)

donde J(v) =L [, S0 (g;’i)Zd:c — [, fodz.

2.4. Problema de Neumann homogéneo aso-
ciado al operador —A + Id

Sea € un abierto acotado de R% con frontera I' de clase C! a trozos. El

problema a resolver es:

(PNH1) Dada f € L*(2), hallar u definida en Q y solucion de,

—Au+u =f enf

ou __
o =0 sobrel

Supongamos que u es suficientemente regular, por ejemplo u € H?(1).

Multiplicamos la primera ecuacién de (PNH1) por una funcién test v €

H'(Q) e integramos en €,

/—Auvdw+/uvdx:/fvdx.
Q Q Q

Utilizando la formula de Green, teniendo en cuenta que g—:‘[‘

/—Auvdw = / Vu - Voudz,
Q Q

de modo que la ecuacion anterior queda,

/Vu-Vvdx+/uvdx:/fvdx, Vv € H'(Q).
Q Q Q
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2.4. PROBLEMA DE NEUMANN HOMOGENEO ASOCIADO AL
OPERADOR —A + 1D

Podemos reemplazar el problema anterior por la correspondiente FOR-
MULACION VARIACIONAL O DEBIL,

(PNH2) Dada f € L*(Q), hallar uw € H*(Q) tal que,

/Vu-Vvdx+/uvdx:/fvdx, Vv € H'(Q).
Q Q Q

Teorema: El problema anterior tiene solucién tnica.

Demostracion: Se demuestra aplicando el teorema de Riesz-Frechet sien-
do,
V= HY (),
a(u,v) = ¢ Q aa;i g—;idx + Jquvdz = (u,v)10,
L(v) = [, fudz.

donde como vimos antes L(-) es lineal y continua, y como la aplicacién bilineal

a(-,-) es directamente el producto escalar en H'(Q), aplicando directamente
el teorema de Riesz-Frechet, tenemos que el problema (PNH2) tiene solucién
unica.

[
Comentarios:
1. Es evidente que una solucién del problema fuerte (PNH1) es solu-
cién del problema débil (PNH2). Veamos en que medida una solu-

cién del problema débil (PNH2) es también solucién del problema
fuerte (PNH1). Si u es solucién del problema débil (PNH2), como

D(Q) C HQ), se verifica,

/Vu~V<pdx+/u<pdx:/f<pdx, Vo € D(Q).
Q Q Q

Interpretando las integrales como productos de dualidad entre D'(2) y

D(Q2), podemos escribir,
(Vu, Vo) + (u, 0) = (f,¢), Ve € D(),
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y como por definicién de derivada en el sentido de las distribuciones
(Vu, Vo) = —(Au, p), podemos recuperar la ecuacion de la formula-
cién fuerte en el sentido de las distribuciones,

—Au+u=f enD(Q).
De hecho, como f € L*(Q), se tiene,
—Au+u=f en L*Q).

Para recuperar la condiciéon de contorno se necesita cierta regularidad
en la solucién. En efecto, si suponemos que u € H?(2), tiene sentido
integrar por partes en la ecuacién de la formulacién débil tenemos,

/(—Au+u)vdm+/a—uvda:/f<pdx,
Q r v Q

pero como ya hemos recuperado —Au +u = f en L?(2), entonces,

0
Dvdo =0, Woe HVXD).
r Oy
Como u € H?(Q) entonces %\p c L*T), y al ser HY?(T') denso en
L*(T), se tiene que g—:‘[‘ =0en L*(T).
Observar que para recuperar la condicién de contorno es imprescindible
la hipStesis de regularidad u € H?(€2).
2. Al ser a(-,-) el producto escalar en H'(§2), es simétrico, y tenemos la

equivalencia del problema (PNH2) con el problema de optimizacion,

Dada f € L*(2), hallar u € HY(Q) tal que,

J(u) = min J(v)

veV

donde J(v) = %(fﬂ Zle (%)Qd:ﬂ + [ uvdx) — [ fudz.

3. En el problema de Neumann las condiciones de contorno se recogen
directamente en la formulacién variacional, mientras que en el problema
de Dirichlet aparecen en el espacio funcional elegido para resolver el
problema.

46



2.5. PROBLEMA DE DIRICHLET NO HOMOGENEO ASOCIADO AL
OPERADOR —A

2.5. Problema de Dirichlet no homogéneo aso-
ciado al operador —A

Sea  un abierto acotado de R? con frontera I' de clase C! a trozos. El
problema a resolver es:

(PD1) Dada f € L*(Q) y g € HY*(T), hallar u definida en Q solucion
de,

—Au =f en
u =g sobrel’

Supongamos que u € H*(§2), multiplicamos la primera ecuacién de (PD1)
por una funcién test v € Hj(€2) e integramos en €. Aplicando la férmula de

Green obtenemos que la funcién u verifica,

/Vu-Vvdx:/fvdx, Yo € Hy ().
Q Q

Esta formulacién no encaja en el marco abstracto del teorema de Lax-
Milgram puesto que u € H*(2) con ulp = g y v € H}(€). Sin embargo, como
g € HY2(I), existe una funcién ug € H'(2) tal que uo|r = g. Sea w = u—1uy,
entonces w|r = 0, y si u es solucién de la ecuacién anterior, entonces w lo es

de la siguiente,

/ Vw - Vodr = / fodx — / Vug - Vudz, Vv € Hy ().
Q Q Q

De esta forma hemos trasladado el problema al caso homogéneo, de modo

que el problema variacional es,

(PD2’) Dada f € L*(Q) y g € HY*(I), hallar w € HY(Q) tal que,

/ Vuw - Vudr = / fodr — / Vug - Vudz, Vv € Hy()
Q Q Q
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donde ug € H*()) con uglr = g.
Resuelto este problema, la soluccion que buscamos es u = w + ug. Por tanto,

el problema variacional que realmente resolvemos es,
(PD2) Dada f € L*(Q)) y g € HY*(T'), hallar v € H'(2) tal que,

Jo Vu-Vudz = [, fvdz, Vv e Hj(Q)
ulp =g

Teorema: El problema anterior tiene solucién tnica.

Demostracién: Sea ug € H*(€) tal que ug|r = g y w solucién del problema
(PD2’), veamos que w existe y es tnica. Si demostramos que la siguiente
aplicacion,

HN(Q) — R
v — [, Vg - Vodz

es lineal y continua, estaremos en las condiciones del teorema de Lax-Milgram
como en el caso homogéneo. Evidentemente es lineal, la continuidad se ob-
tiene gracias a la desigualdad de Cauchy-Schwartz y al hecho de ser uy fijo,

en efecto,

d
|a(u,;))| = Jo Vo - Vvda:\d: DI ?)Z? (’()3;,' d|
< S| o 9822 dal < S 1125 o0 122 o
d Aug |2 1/2 d v |2 1/2
< (ZLg2IRe) (Sl 12 Rg)

= |uwol1.0lv)1.0 < |uwoliallv] 10

Por tanto tenemos,

V = Hy(9),
a(u,v) = [, Vu - Vodz, bilineal, continua y Hj(Q)-eliptica
L(v) = [, fvdx — [, Vug - Vudz,lineal y continua.

y por el teorema de Lax-Milgram existe una tinica w € HJ(£2) solucién del
problema (PD2’). Entonces u = w + uq es solucién del problema (PD2), pero

como la eleccion de ug no es tnica, tenemos que demostrar la unicidad de w.
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Sean u; y ug dos soluciones del problema (PD2), entonces se verifica,

Jo Vuy - Vude = [, fode, Vv e Hy(Q)

ulr =g
Jo Vg - Vudz = [, fodz, Vv e Hj(Q)
U2|F =4

restando las dos expresiones,
Jo V(ur —ug) - Vodz =0, Yo e H)(Q)

(u1 — up)|r =0

tomando v = u; — uy € H} (), resulta,
Clluy — UQH%Q < |ug — u2|fﬂ = / V(uy — uz) - Vuy — ugdr = 0,
Q

por tanto [[uy; — usl|7 o =0 en H'(Q), luego uy = uy en H'(Q).
|

2.6. Problema de Neumann no homogéneo
asociado al operador —A + Id

Sea  un abierto acotado de R? con frontera I' de clase C! a trozos. El
problema a resolver es:

(PN1) Dadas f € L*(Q) y g € L*T) (o bien g € HY*(T'), donde
H=Y2(T) designa el espacio dual de HY*(T') ), hallar u definida en 2 y
solucion de,

—Au+u =f en

% =g sobrel’

Supongamos que u € H?(2), multiplicamos la primera ecuacién de (PN1)
por una funcién test v € H*(Q) e integramos en 2. Aplicando la férmula de

Green obtenemos,

/Vu-Vvdx+/uvdx— —vda—/fvdx Vv € Hy ().
Q Q r 0y
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El correspondiente problema variacional o formulacién débil es,

(PN2) Dadas f € L*(Q) y g € L*(T), hallar u € HY(Q) tal que,

/Vu-Vvd:er/uvd:p:/fvd:p+/gvdo, Vv € H(Q).
Q Q Q r

Observacién: Si g € H~'/?(T") hay que sustituir el término fr gvdo por
< g,v > donde < .,. > es el producto de dualidad entre H=*/2(T") y H'/*(T')

Teorema: El problema anterior tiene solucién tnica.

Demostracion: La demostracién es como en el caso homogéneo, aplicando
el teorema de Riesz-Frechet donde,

V = HY(Q),
a(u,v) = 3¢ Jo g;‘ig—zdx + Jquvdr = (u,v)10,
L(v) = [, fvdz + [, gvdo.

Basta demostrar que la siguiente aplicacion es lineal y continua,

HY(Q) — R
v — [ guo - Vudo.

Evidentemente es lineal, veamos la continuidad, que se obtiene gracias a la
desigualdad de Cauchy-Schwartz, al teorema de la traza y al hecho de ser g
fijo, en efecto,

Jrgudo < (fr deo') 1/2<fF deU)l/Q _

= [lgllo,rl[v[lo,r < Cllgllo,rllv]1e

Por tanto, estamos en condiciones de aplicar el teorema de Riesz-Frechet que

nos asegura la existencia y uniicidad de la solucién.
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2.7. PROBLEMA DE CONTORNO ASOCIADO A UN OPERADOR
ELIPTICO DE SEGUNDO ORDEN

2.7. Problema de contorno asociado a un ope-
rador eliptico de segundo orden

Sea ) un abierto acotado de R? con frontera I' de clase C! a trozos. Sea
V un subespacio cerrado de H'() tal que,

H}(Q) CV C HYQ).

Sean a;;, 1 < i,7 < dy ao funciones medibles y acotadas en €2, es decir,

funciones de L>°(€2). Definamos la siguiente aplicacién,

a(,):VxV —R
u, v —a(u,v)= [, (3 = 1a1]§$g;+aouv)dx

que es una forma bilineal y continua en H'(Q) x H'(Q2). En efecto, la bili-
nealidad es inmediata. Verifiquemos la continuidad:

ou 82}
ja(u, )| = \Z/awa o

’l_]f

IN

meix |y o S (15

2,7=1

ou

= maX laij]lo,00,0 Z |

< micloathn (119 (Zna“nm) (1) (I tha)”

1=1 j=1 j=1

= dﬂgix||aij||o,oo,ﬂ||u||1,ﬂ||v||1,ﬂ

Supongamos que a; j, 1 <1,j < dy ag verifican las hipdtesis de elipticidad:
1. Existe un ntmero real a > 0 tal que,

VE e RY, Zam )&i&; > alé’, ct.p. en Q.

i,j=1
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ELIPTICO DE SEGUNDO ORDEN

2. Existe un nimero real o tal que,

Vo € Q, ap(x) > ap, c.t.p. en

De estas hipétesis se deduce que af(-,-) es V-eliptica si o > 0. En efecto

ov 61}
a(v,v) = / E a”8 811] /QCLOUle‘
> 2
> / g 8:10, d:p+a0/ﬂvd:p

Cuando V = H(Q) la condicién oy > 0 es necesaria y suficiente para que
la forma bilineal a(,-) sea V-eliptica. Por el contrario, cuando V = H} (),
para que la forma bilineal a(- -) sea V-eliptica, basta que oy > 0, o incluso

es suficiente que ay > — donde C(Q) es la constante de la desigualdad

02 Q)
de Poincaré.

Finalmente, sea f € L*(2) y definamos,

L(-):V —R
v — L(v) = [, fodx

que es lineal y continua en V.
Definamos el siguiente problema,

(PV) Dadas a(-,-) y L(-) definidas sobre V' como antes, hallar uw € V' tal
que,

a(u,v) = L(v) YveV.

Si la forma bilineal a(-,-) es V-eliptica, el teorema de Lax-Milgram nos

da la existencia y unicidad de la solucién de (PV).

Veamos como recuperar el problema fuerte a partir de esta formulacién
variacional. Si elegimos una funcién ¢ € D(Q2) en lugar de v € V', utilizando
las reglas de derivacién en el sentido de las distribuciones, obtenemos,

a’(ua 30) = <Au7 90>a
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ELIPTICO DE SEGUNDO ORDEN

donde A es el operador diferencial eliptico de segundo orden con coeficientes
variables definido por,

0 ou
Au = — Z a—xi(ai’ja—l’j) + agl.

Por otra parte, L(¢) = (f, ). Por tanto, se verifica la ecuacién en derivadas

parciales de segundo orden,
Au=f
en el sentido de las distribuciones sobre ). Pero como f € L?(f2), entonces

la distribucién Au € L*(Q), y la igualdad anterior es cierta en L*(2), y en
consecuencia,

Au(z) = f(z) c.t.p. en Q.

Teniendo en cuenta que Au = f € L*(2), deducimos también,
a(u,v) = / Auvdx Yv eV,
Q

relacién que tenemos que traducir en términos de condiciones de contorno.
Para esto es para lo que necesitamos suponer que la frontera I' de €2 es de
clase C' a trozos, es decir, que estamos en las condiciones del teorema de la

traza. Supongamos ademas que las funciones a; j, 1 > ¢,j > d son funciones

de C’l(ﬁ) y que u € H?(2), por tanto las funciones Z;l:l a; .1 <4 <d,

J a
pertenecen a H'(§2). Entonces, aplicando la férmula de Green generalizada,
tenemos que Yu € H*(Q) y Vv € HY(Q),

fo Auvdaz == Jo 2oim1 e (ai g Jvdz + fQ aouvdx =

Ou Ov
- fﬂ 1,7=1 Z,]am axldl‘*F fQ aouvd$ fF ij= 1 a vja:v VZ’UdO' =

= a(u,v) — [, a vda
d
donde el operador % = > i1 @i aa v; se denomina derivada conormal
asociada al operador A.

Por lo tanto, despejando,

ou
a(u,v) = [ Auvdr + | —uvdo,
( ) /Q r Ova
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por lo que podemos deducir que,

/—vda—() YveV.
81/A

Observar que si las hipétesis de regularidad no se verifican, la derivada

conormal no tiene sentido.

En resumen, la solucién u de (PV) verifica:

u eV,
Au=f en Q,
a(u,v) = [y Auvde Vv eV,

donde esta 1ltima ecuacion, en condiciones de regularidad suficientes se puede
sustituir por,

/—vda—() YveV.
81/A

Veamos que problema fuerte estamos resolviendo segin la eleccién de V.

1. V = H}(Q) = PROBLEMA DE DIRICHLET HOMOGENEO

El problema resuelto es,

Au=f en (),
u=0 sobrel.

En este caso ap > 0 0 ap > _0‘) es suficiente para que el problema

2 (Q
variacional tenga solucién tnica.
2. V= H'(Q) = PROBLEMA DE NEUMANN HOMOGENEO

El problema resuelto es,

Au=f en Q,
aa—“ =0 sobrel.
Ya

En este caso es necesario suponer oy > 0 para que el problema varia-

cional tenga solucion tnica.
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ELIPTICO DE SEGUNDO ORDEN

3. V={ve H (Q);v=0sobre I';} = PROBLEMA MIXTO
El problema resuelto es,

{Au:f en )

u =0 sobre Iy, 887“ =0 sobre Iy,

donde I'y y T’y son dos partes de la frontera I' tales que ' =TqUT; y
con interiores disjuntos.

La aplicacién composicion de la aplicacién traza H'(Q2) — L*(T) y de la
aplicacion restriccién de L?(T') sobre L?(Ty) es evidentemente continua
de H'(Q2) en L?*(Ty). Es sencillo comprobar que V es un subespacio
cerrado de H'(Q) y por lo tanto espacio e Hilbert con la norma inducida
por la de H(). Si suponemos que ag > 0 entonces la aplicacién
bilineal a(-,-) es V-eliptica y el correspondiente problema variacional

tiene soluciéon tunica.
Este resultado se puede generalizar al caso o > 0 si suponemos que {2

es conexo y la parte de la frontera con condiciones de tipo Dirichlet Ty,
tiene medida no nula, pues en este caso la V-elipticidad de la aplicacién
bilineal a(, -) es consecuencia del siguiente teorema.

Teorema: Si ) es un abierto acotado conexo de R? con frontera I' de
clase C! a trozos y T'y una parte de la frontera de medida superficial no
nula, entonces la seminorma | - |1 o induce una norma sobre el espacio
V ={v e H(Q);v =0 sobre I'y} equivalente a la norma || - |1 q-
Demostracion:

Veamos que la siguiente aplicacién es una norma sobre V,

V—=R
— d ov |12 1/2
v vl = X ||a;,;i 0,0
Basta demostrar que si v € V' es tal que |v|; o = 0 entonces v = 0. En
efecto, si |v]; o = 0 entonces % =0en (), Vi=1,...,d, por tanto v es

constante en (2 en virtud de su conexidad, pero como ademas v|r, = 0,

entonces v = 0 en ().
Veamos ahora la equivalencia de las normas, es decir, que existen dos

constantes C y Cy positivas tales que Yv € V,

Cillvllie < |v)a < Collv]1,0.
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Evidentemente, la segunda desigualdad es cierta para Cy = 1. La pri-
mera desigualdad se deduce por reduccién al absurdo. Supongamos que
esta desigualdad no es cierta, entonces Vn entero positivo, existe una
funcién w,, € V tal que ||wy||1,0 > n|w,|1,0. Sea v, = w,/||wy||1,0, ast
obtenemos unan sucesién {v,, } C V tal que ||v,|l1.0 =1y |vnl1.0 < 1/n.
Por el teorema de Rellich, la inyeccién candnica de H(€2) en L*(Q) es
compacta, por tanto, podemos extraer una subsucesion convergente

{v,} convergente en L?(Q),

v, —— v en L*(Q).

HU—>00
Pero tenemos que |v,|1,0 < 1/pt —— 0, por tanto para i =1,...,d, se
HU—>00
. 15} : ov  __ 1
tiene Ha%‘:HO,Q < 1/n ;H—oo> 0, es decir, 5= = 0. Luego v € H'(Q),

como V es cerrado v € V. Ademdas v es constante en () y como
v|p, = 0, entonces v = 0 en €2, pero esto no es posible porque ||v||1 o =

oo [0,]] 10 = 1.
[ |

Ejercicio: Problema mixto asociado a la ecuacion de transmision
de calor

Consideremos el problema de la determinacion de la distribucion de la
temperatura u de un cuerpo que ocupa una regién 2 del espacio R?, siendo
d = 1,2 6 3. En fisica e ingenieria se conoce con frecuencia la temperatura
de una parte I'y de la frontera de €2, y en el resto de la frontera I'y, se conoce
sino el flujo de calor, una relacién que liga éste con la temperatura en I'y, que
suele ser una condicién de transmision de calor por conveccion en la frontera

y que depende de un coeficiente h de conveccion.

Las ecuaciones que rigen este fenémeno son,

o Em’:l 5 (Ki,jﬁi) =f en (2
u =9 sobre T’y
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donde K; ; € L>(Q) es el tensor de conductividad, que se supone eliptico, es

decir, existe una constante o > 0 tal que ijzl K;;&& > alé)? VEe RS

K = kld, se dice que el medio es isétropo, es decir, el calor se transmite igual
en todas direcciones. h € L>(T;), es el coeficiente de conveccion, uy, € L*(T)

es la temperatura ambiente, f € L*(Q) es la fuente de calor y g € H'Y?(Ty)

es la temperatura en I'.

» Deducir la formulacién débil.

» Estudiar la existencia y unicidad de solucion.

= Interpretacion del problema resuelto.

2.8. Un ejemplo sin unicidad

Observemos el problema de Neumann asociado al operador de Laplace,

(P1) Dadas f € L*(Q) y g € LY*(T') ( 0 mds generalmente, g € H=Y/*(T"))

hallar w definida en €2 y solucion de,

—Au =f en()
% =g sobrel

En caso de que tenga solucién, ésta no seria tinica pues cualquier solucién
mas una constante seria también solucién. En ese caso podemos caracterizar

el conjunto de soluciones.

Razonemos desde el punto de vista fisico de la ecuacion del calor, u repre-
senta la temperatura de un cuerpo, f € L?(Q) son las fuentes volumétricas
de calor, y g € L*(T") las fuentes superficiales de calor. Estamos buscando
una solucién estacionaria, es decir, independiente del tiempo, pero si el apor-
te global de calor al cuerpo es positivo (resp. negativo), la temperatura del
mismo aumentard (resp. disminuird) con el tiempo y por tanto la solucién no

serfa estacionaria. Luego parece un requisito indispensable para que nuestro

o7



2.8. UN EJEMPLO SIN UNICIDAD

problema tenga al menos una solucion, que el aporte global de calor sea nulo,
lo que matematicamente se expresa,

/fdx+/gdcr=0
Q r

El correspondiente problema variacional, procediendo como de costumbre,
es,

(P2) Dadas f € L*(Q) y g € L*(T), hallar u € H'(Q) tal que,

/Vu~Vvdx:/fvd:c+/gvda, Yo € HY(Q).
Q Q r

Primero observemos que tomando v = 1 obtenemos que la condicién

/fd:c—l—/gda:()
Q r

es necesaria para la existencia de solucion. Veamos que también es condicién
suficiente. Inicialmente nuestro espacio de trabajo serfa V = H(Q), y la
forma bilineal a(u,v) = [, Vu - Vudz, que no es eliptica sobre H'(2), y por

tanto no podemos aplicar el teorema de Lax-Milgram.

Sin embargo, el hecho de que una solucién venga determinada salvo cons-

tantes, nos lleva a introducir un nuevo espacio de clases de funciones, el
espacio cociente

v = H'(Q)/R,

cuyos elementos son clases de equivalencia u, donde dos funciones uq,us €

H'(Q) pertenecen a la misma clase de equivalencia si u; — uy = cte.

Este espacio cociente V', es un espacio vectorial normado con la suma,
producto por escalares y norma habituales,

—~—

U+v=u+w,
A= Au,

||l = infueallullio
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2.8. UN EJEMPLO SIN UNICIDAD

Ademds V es un espacio completo por ser H'(Q2) completo con la norma

| - [[1.0 y R un subespacio cerrado de H'().

Por otro lado, podemos definir un producto escalar en V/,
(uvv—/Vu Vodz,

con u € uy v € v,y su correspondiente norma asociada,

Al = @)Y = Z | (Gyas)”
u = .
v 83%

~ ~ 12 . :
Teorema: La norma |u|y = (u, u)v/ es equivalente a la norma cociente

en V =H'(Q)/R.

Demostracion: En concreto, vamos a demostrar que existe una constante
C > 0 tal que C|lully < |uly < ||ul|v.

Primero observemos que Yu € u, se tiene,

d
\|V—Z [RESRIED oy NEo KR R

y como es Yu € u, tomando infimos,

aly < infueallullie = Ifullv.

Reciprocamente, por reduccion al absurdo, supongamos que no es cierta
la desigualdad inversa, es decir, que para todo entero positivo n, existe una
clase w,, tal que |w,|v < ||w,|v/n. Denotemos u,, = w,/||wy||v, formando
una sucesién {u,} C V tal que |[uylly = 1y |unly < 1/n. Como ||u,|v =
inf,, car ||unll1.0, existird, cualquiera que sea n, un € > 0 y un representante
un, € U, tales que ||u,l1,0 < 1+ . Entonces {u,} forman una sucesién

acotada en H'(Q), por tanto existe una subsucesién {u,} convergente en
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2.8. UN EJEMPLO SIN UNICIDAD

L*(Q), sea u su limite. Por otra parte, como |u,|y < 1/u — 0, tenemos que

%‘; — 0 en L?(2), y por la continuidad de las derivadas en el sentido de las

distribuciones, % =0,Vve=1,...,d. Por tanto, u es constante, luego,

[y = o flu,flie < flu, —ullie =0,
Uy €Uy

pero esto no es posible porque ||u, ||y = 1. Por tanto es cierta la desigualdad
@l > Clally, Ya e V.
[ |

Por tanto, V = H'(Q)/R es un espacio de Hilbert en el que || - ||v v | - |v

son normas equivalentes.

Por otro lado, definamos la siguiente forma lineal,

L:V—R
U — L(0) = [, fvde + [, gvdo, Yvew.

Es facil comprobar que esta bien definida, en efecto, sean vy, vo € v, entonces,

/Qf(v1 — o)da + /Fg(vl — y)do = 0(/Q fdz + /ngcr) ~0.

La linealidad es trivial, y la continuidad se obtiene por la desigualdad de
Cauchy-Schwartz y el teorema de la traza, en efecto,

[L(@)] < | Jo frdz| + | [r gudo| < || flloallvlloc + llgllorlvllor <
< ([fllog + € gllor)l[vlie, Vv e,

y como esta desigualdad sigue siendo cierta tomando infimos en v € v, tene-
mos,

IL@)| < (I fllo2 + C(D)lgllor) 0]y

Por tanto, simplemente aplicando el teorema de Riesz-Frechet en V| te-
nemos la existencia y unicidad del problema siguiente,

Hallar una clase uw € V = HY(Q)/R que verifica
@)y = L), VieV.
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2.9. Deformacion elastica de un soélido

Consideremos un cuerpo sélido que se deforma elasticamente bajo la ac-
cién de fuerzas exteriores. El cuerpo ocupa una regién Q del espacio R?
(d = 2,3). Supongamos que una parte de la frontera I'g, de medida no nula

en R4 se mantiene fija. En el resto de la frontera I'y = I\ 'y, supongamos
que se ejercen unas fuerzas superficiales § = (g1,...,94) € (LQ(F))d. En Q
se ejercen unas fuerzas volumétricas f = (f1,..., f4) € (LQ(Q))d. Debido a

la accién de estas fuerzas exteriores f y ¢, el cuerpo se deforma y cada pun-
to sufre un desplazamiento 4 = (uy,...,us). Al deformarse, se generan en
el cuerpo unas tensiones eldsticas, caracterizadas por el tensor de tensiones

0; j(1), hasta que se logra un equilibrio con las fuerzas exteriores.

Las ecuaciones que rigen este problema se estudian en la teoria de la
elasticidad y son,

d — .
_ijl %O’iﬂ(U) :fz en Q, ’lIl,...,d,
u; =0 sobrely, +=1,...,d,
Z;l:l o j(W)y; =g sobrely, i=1,...,d

Las primeras y tultimas ecuaciones representan el equilibrio entre las fuerzas
exteriores y las fuerzas elasticas. Las segundas ecuaciones representan que en
la parte de la frontera I'y no hay desplazamiento.

El tensor de tensiones viene dado por la ley del comportamiento del ma-
terial o ley de Hooke,

0,5 (1) = Mdiv@)d; ; + 2pe; (1) (2.9.1)

donde,

5@',]'(“) = %(83{:1- + 3_%)

. d — d  Quy
divi =375 eu(d) =37, 5
0ij=1,sii=7,0;5=1, si1#],
A>0,u>0

Los coeficientes A > 0 y g > 0 se llaman coeficientes de Lamé, depen-
den del material y estan directamente relacionados con el médulo de Young
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E = p2E2 v ¢l coeficiente de Poisson v = del material. Se puede

i 2(,\+ )
demostrar, como consecuencia de la ley general de conservacion de momento
angular que el tensor de tensiones o es simétrico. El tensor de deformaciones
es obviamente simétrico.

La ley de Hooke (2.9.1)) se puede invertir, y podemos expresar el tensor
de deformaciones en funcién del tensor de tensiones:

d
1+v v
= T Ju T E(; ou)dij (2.9.2)

Veamos la correspondiente formulacion variacional. Consideramos el es-
pacio (Hl(Q))d = HHQ) x * x HY(Q), que es un espacio de Hilbert con el

producto,
d

(@ V)10 = Y (i, v:)10.

i=1
El espacio donde buscamos la solucién, llamado espacio de desplazamientos
admisibles es,

V={ve (HI(Q))dZUi:OSObI'e Lo, i=1,...,d}.

Multiplicando escalarmente el primer grupo de ecuacién por v € V', integran-
do en €2 y aplicando la formula de Green, tenemos,

/Zcrm g;;dx—l Zo” Vjvzda—/Zflv,dx
1,j=1 14,7=1

Teniendo en cuenta que o; (@) es simétrico, y utilizando el tercer grupo de

ecuacion, queda,

Z/O’J w)e; (U dx—Z/f,vldx+Z/ giv;do.

i,j=1
Por tanto, el correspondiente problema variacional a resolver es, (PE) Dadas

fe (LQ(Q))d yge (L2(T))d, hallar @ € V' tal que,

Z/cr” w)e; (U dx—Z/f,vlderZ/ givido, YU eV. (2.9.3)

5,j=1
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Esto significa que la posicién de equilibrio se obtiene para @ € V' verificando
esta ecuacién para cualquiera que sea v € V. Es lo que se conoce en fisica
como principio de trabajos virtuales: el primer miembro representa el tra-

bajo de las fuerzas elasticas y el segundo miembro el trabajo de las fuerzas
exteriores.

Para poder demostrar la existencia y unicidad de la solucién de este pro-
blema se necesitan los siguientes resultados.

Lema (Desigualdad de Korn): Supongamos que 2 es un abierto aco-

tado de R? de frontera I' de clase C! a trozos. Entonces,

E={ve (L*9)% e, € L*Q), i,j = 1,...,d} = (H'(2))",

y existe una constante C' = C(€2) > 0 tal que Vv € (Hl(Q))d,
d

Y e @l + 181150 = Clll -

1,j=1

Se han utilizado sobre los espacios (LQ(Q))d y (H 1(9))d las normas hil-

bertianas,
o d NV . d NV
I3 = (D lile) s l#2a= (D luilia)
=1 =1

La desigualdad de Korn no es en absoluto trivial pues el primer miembro
solo hace intervenir ciertas combinaciones lineales de las primeras derivadas,
mientras que en el segundo miembro intervienen todas las derivadas.

Demostracion de la desigualdad de Korn:

La demostracién se realiza en tres pasos

1. Sea H}(Q), sea H1(Q2) su dual. Entonces si,

ow

w e L*(Q) = c H Q)

X

63
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En efecto: Sea ¢ € D(Q) resulta

w Op
< >= d
aSL’Z"SO / 01’@ o
de donde
1< 2% o5 < ullo Il
w .
69@’@ > 0,Q-11P][1,0

por tanto la aplicacién

ow
al‘i ’

D) — R
p — / 0 d;z:

se extiende por continuidad a todo el espacio H{(2) definiendo una

forma lineal continua sobre H}(£2).

2. Siw e H'(Q) es tal que 2% € H1(Q) i =1, ..., d entonces w € L*(1).
Demostracion en “Les inéquations en Mécanique et en Physique”, G.
Duvaut, J.L. Lions pag. 111, Ed. Dunod.

3. Pongamos E = {t € (L?())% &,;(¥) € L*(Q)}. Estd claro que E D
(HY(2))%. Veamos que E C (H*(Q))¢. E es un espacio de Hilbert con

la norma

S ,, , 1/2
7= (1950 + Y lleu(@]50)
ij

Para todo v € E tenemos por una parte

621),‘ . O0c i 8% B 85]’19
Oz ;0xy, N Or; Oz,  Ox;

c H'(Q)

por lo demostrado en el paso 1 y por otra parte como v € (L?(Q2))¢ =
g—;’; € H1(Q) resulta 3_;)2 € L*(Q), por lo visto en el paso 2, es decir
7€ (HY(Q))% En definitiva, F = (H*(Q2))<.
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Finalmente, la aplicacion idéntica

(H'(Q)! — E
v — U

es biyectiva y continua pues evidentemente

L, , L, 1/2 L,
lle = (D lles@5.0 +18150) "~ < lldha
tj

Por el teorema del grafo cerrado la inversa existe y es continua, es decir

o — — ) 1/2
15110 < Cllolle = C(D_ e (@) Ea + 171.0)

ij

que es la desigualdad de Korn.

Como consecuencia de la desigualdad de Korn, tenemos el siguiente resul-
tado que nos va a permitir demostrar la existencia y unicidad de la solucién
del problema variacional de la elasticidad (PE).

Teorema (Corolario de la desigualdad de Korn): Supongamos que

 es un abierto acotado de R? de frontera I' de clase C! a trozos. Entonces
existe una constante Cy > 0 tal que, Vv € V,

d
> lews@lia = Colldll: g

i,j=1

Demostracion:

Demostraremos primeramente que
7= (Y ley(D5all?
ij
es una norma sobre V. En efecto, pongamos
R = {v € H (Q)?% &;(¥) =0paral <i,j <d}
El conjunto R se llama conjunto de desplazamientos rigidos.
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2.9. DEFORMACION ELASTICA DE UN SOLIDO

» Caso d =2, U= (vy,v9),

0
€11 = 8—;}‘1 =0= U1<SL’1,$2) = g(l’z)
0
E99 = 8—2 =0= U2($U17£172) = f(SC1)
1 0u vy / / _
2= 5000, T (gg,) =0 91 T Sm) =0

que implica
!
g (xe) =X g(xa) = Arg + a4

flz) ==X f(z1) = —Az1+ap
de donde

v1(21, 22) = a1 + Axo
’UQ(ZL‘l,l‘Q) = a9 — )\ZL‘l
es decir

R = {U € H1<Q)2, ’U1<.§L’1,.T2) =a; + )\SL’Q, U2(.’L‘1,.§L’2) = a9 — )\.’171}

Si ¥ € R se anula en 2 puntos distintos de R? entonces ¥ = 0. Co-

mo suponemos que la medida 1-dimensional de I'y es mayor que cero,
tenemos

VNR={0}
» Caso d = 3. Sig;; =0paral <i,j <3 tenemos

621)@' . a&ik a&ij 88jk

Ox;0xy, N Ox;  Oxy ox; =0

para 1 <14, 7, k < 3, de modo que v; es un polinomio de grado menor o
igual que 1, es decir

3
vi(x1, T2, x3) = a; + Zbikl’k 1<:i<3
=1
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avl

ademds ¢;;(v) =0 < av] + =0« b +bj; = 0. Asi pues,

denotando
bz = by = —bs
baz = bzg = —by
b1 = b1z = —by
resulta

v1(21, T2, 3) = ay — byro + baws
Vo(T1, T2, x3) = ag — byxs + b3xy
v3(21, T2, 23) = ag — baxy + b122

o bien, con notacién evidente
U(I‘l,l’g,l’g) =ad+bAT

Entonces si ¥ € R se anula en 3 puntos no alineados de R? entonces

v = 0. Como suponemos que la medida 1-dimensional de I'y es mayor
que cero, tenemos

VNR={0}

y esto prueba que

ZHEU ||OQ )2

es una norma sobre V.

Demostramos ahora la equivalencia de las dos normas, es decir, existen

dos constantes C; > 0y Cy > 0 tales que

Cl|0]1,0 < Z lles (B)|20) > < Coll#][10

1,7=1
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La segunda desigualdad es inmediata con Cy = 1. Demostremos la otra por
reduccién al absurdo. Supongamos que no existe ninguna constante C' verifi-
cando la primera desigualdad de la expresion anterior, es decir, supongamos
que para todo entero n > 1 existe un w, € V tal que

—HwnHm > Z et (@)lI3 )72

2,j=1

Wy

TElie resulta

y tomemos v, =

|[t] 10 = 1 (2.9.4)

d
1
(Z ||5ij||g,ﬂ)1/2 < o (2.9.5)

1,j=1

Como la inclusion de

I+ (HY(Q)" — (L)
v = U
es compacta, y la sucesién (4,), es acotada, existe una subsucesién (v,), de

(T)n convergentte en (L*(2))4. Sea

U= lim ¥, en(L*(Q))

H—+00
Tenemos por la continuidad de la derivacién en el sentido de las distribuciones

lim ;;(7,) = €;;(¥) en D'(Q) C L*(Q)

U—>00

Por otra parte por (Z9.5) resulta

lim &,(7,) = €;;(7) = 0 en L*()

U—>00

de donde el limite ¥ € E = (H*(Q))?. Utilizando la desigualdad de Korn,

im0 U, = U en (H'(2))?%. Ademés como V es un subespacio cerrado de
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2.9. DEFORMACION ELASTICA DE UN SOLIDO

(HY(Q)?y (¢,), C V, ¥ € V. Finalmente como &;;(7) = 0 resulta 7 = 0 lo
que contradice (2.9.4).

Como consecuencia de estos dos resultados tenemos la existencia y unici-

dad de la solucién del problema variacional de la elasticidad (PE).
Teorema: El problema (PE) tiene solucién tnica.

Demostracion: Denotemos,

a(i, v) = dZ?,j:l Jooig (ﬁ)gzdj (v)dz,
L(0) =", fQ fivide + 377, frlr g;v;do.

Por tanto el problema (PE) se escribe ahora,
Hallar @ € V tal que a(u,v) = L(¥), VveV.

Es facil ver que L(-) es lineal y continua, y que a(-,-) es bilineal y continua.
La V-elipticidad es consecuencia del corolario de la desigualdad de Korn, en
efecto,

a(@,7) = A [o(div0)?de + 2p [, 0 (e:,;(7))2da >

ij=1
d — _
> 20375 iy ey (DG 0 = 2uCol| 917 g

Y en estas condiciones, el teorema es consecuencia del Lax-Milgram.
[

Equivalencia con un problema de optimizacion.
La forma bilineal a(-, ) es simétrica, por tanto,

Teorema: La solucién @ del problema (PE) verifica,

J(4) = min J(v),

veV
donde,
1 d d d
J(’J) = — Z/Uz7j(17)€z7j(17)d$—2/flvldl‘+2/ gﬂ)idCT.
2@‘,]‘:1 Q i—1 79 i—1 /Il
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2.10. ELASTICIDAD PLANA

La formulacién del problema de elasticidad de esta forma se conoce en
fisica como el principio de minima energia, e indica que el estado de equilibrio
de un cuerpo eldstico se corresponde al de la minima energia. La aplicacién
bilineal a(-,-), representa el trabajo de deformacion eldstica, la aplicacién
lineal L(-), el trabajo de las fuerzas exteriores, y el funcional J(¥), la energia

total del sistema correspondiente al estado v.

2.10. Elasticidad plana

Campo de deformaciones planas
Si en un cuerpo eldstico el campo de desplazamientos es de la forma
up = ui (1, 12), Uz = uz(T1,T2), uz =0

el campo de deformaciones esta dado por

P 0u1 oy — 8’&2 R
11 — axla 22 — 8372’ 33 —
1 8u1 8’&2

= —(— e — = :O
€12 2(8x2+8x2)’ €13 = €23

decimos que tenemos un campo de deformaciones planas. Se observa que
las tnicas componentes no nulas de este tensor de deformaciones son las
componentes ¢;;, ¢,J = 1,2. ademds las componentes solo dependen de x; y

de x5, pero no de x3.

El tensor de tensiones asociado es de la forma

onn oz 0
g = 012 092 0
0 0 033

donde las componentes 05, ¢,7 = 1,2 solo dependen de z; y de x5 y vienen

dadas por

2
Oij = )‘(Z 5ll)5zj + 2pe;; para 1,5 =1,2
=1
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2.10. ELASTICIDAD PLANA

Por otra parte como 33 = 0, resulta de la relacién (2.9.2)
(1 +v)ozz — v(o1 + 092 + 033) = 0

es decir,

o33 = V(011 + 092)

El campo de tensiones es pues, como el campo de desplazamientos y de
deformaciones, independiente de x3.

Campo de tensiones planas

Un campo de tensiones planas es por definicién un campo de tensiones o;;
que solo depende de x; y de x5 y tal que las componentes 0,3, ¢ = 1,2, 3 son
nulas. Si el cuerpo elastico es isétropo, el campo de deformaciones asociado
£;; estd relacionado con el tensor de tensiones por la ley de Hooke (Z29.1), es

decir
O = )\(611 + €99 + Egg)dij + 2,u5ij para Z,] = 1, 2 (2101)
0 = £13 = €93 = 0 (2102)
0 = )\(811 + €92 + 833) + 2,&833 (2103)

resulta de la ultima de estas relaciones que €33 se expresa explicitamente

en funcién de 11 y de 99 por

€33 = — (€11 + €22) (2.10.4)

A+2u

Se puede escribir la relaciéon ([2I0.0) como funcién tnicamente de las

componentes €;5, 4,7 = 1,2, obteniendo

oij(0) = X (Y en)dyy + 2pei(u) 6,5 =1,2 (2.10.5)
1=1,2
donde
L 2w
A2
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2.10. ELASTICIDAD PLANA

Resulta ademas que ¢;5, ¢,7 = 1,2 solo dependen de x; y de x5 y lo mismo

ocurre con £33 como consecuencia de (Z.I0.74).

Un problema de tensiones planas conduce pues a las mismas ecuaciones de

equilibrio que un problema de deformaciones planas sin mas que sustituyendo

A por A\* en (ZI0.5).

Formulacién débil de problemas de elasticidad plana Con las no-
taciones para las coordenadas cartesianas mediante x = x; e y = x5, y para
los desplazamientos u = (uy,us), v.= (v1,v3) en elasticidad plana, tenien-
do en cuenta las observaciones de las subsecciones anteriores la expresién

correspondiente a (2.9.3)) se escribe para deformaciones planas:

Z / 0,j(W)e;; (V) dedy = Z/ fivg dxdy+2/ gividy  (2.10.6)

i,j=1

y teniendo en cuenta (ZI0.0) y desarrollando tendremos
2
> Jo ou(i)ey(?) dudy
ij=1

_ Z [y (A\div(@)d;; + 2uey(i0))ei; (V) dady

0u1 8’01 8’&2 8’02 8’&1 8’&2 8’01 01}2

. 0u1 8’&2 8’01 8’02
= [P G GG E) G g G Gy g G+ g

2
8x+8y 8:U+@y a

) dxdy

_I_

2
Jo i dxdy+2/ gividry
i=1 7/

M-

=1

debiendo sustituir el valor de A por el de \* en el caso de tensiones planas.
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Capitulo 3

Aproximacion numeérica
mediante el Método de
Elementos Finitos

3.1. Aproximacion variacional abstracta

Consideremos el siguiente problema abstracto: Sean

= V' un espacio de Hilbert
= a(.,.): V xV :— R bilineal continua y eliptica

= L(.):V — R lineal y continua

Hallar v € V tal que
a(u,v) = L(v) YveV (P) (3.1.1)

El correspondiente problema aproximado sera: Sea V;, C V un subespacio de

dimension finita de V.
Hallar u, € V}, tal que

a(up,vp) = L(vy) Yo, € Vi (Pr) (3.1.2)
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3.1. APROXIMACION VARIACIONAL ABSTRACTA

Teorema El problema aproximado (P,) tiene solucién tnica.

Demostracion: af(.,.) es bilineal, continua y eliptica sobre V}, y L(.) es

lineal y continua en V.1

Resolucién Practica

Sea [p1, ..., pn] una base de Vj,. (P,) se escribe

Hallar u;, = Z;VZI ul p; tal que
N .
> algjeuy = Lig) i=1,..,N (3.1.3)
j=1
Es decir, un sistema algebraico lineal de ecuaciones.
Teorema de aproximaciéon: lema de Céa

Existe una constante C' > 0 independiente de V}, tal que

[lu—wupl] < C inf ||u— v (3.1.4)
vRLEVR

Demostracion:

a(u,v) = L(v) YveV
a(uh, Uh) = L(Uh) Yo, € V),

tomando en la primera v = v, € V}, y restando
a(u —up,vp) =0 Yo, €V,
de donde

allu —upll < alu — up,u —up) = alu — up,u — vp) < M||u— up||.||u — val|

M
Ju = up|| < —llu—wil[ Vup €V
(6%
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3.1. APROXIMACION VARIACIONAL ABSTRACTA

y finalmente

M,
lu—upl] < — inf [[u— vy
o vRLEV)

Comentarios:

1. Sia(.,.) es simétrica, se puede mejorar el resultado anterior. En efecto,

para todo v, € V},
a(u — vp,u —vp) = alu — up + up — vy, U — up + up — V) =
a(u — up,u — up) + 2a(u — up, up, — vp) + alup — v, up — Vy)

En el segundo miembro, el segundo término es nulo y el tercero es
mayor o igual que cero. De donde

a||u—uhH2 < a(u—up,u—up) < alu—uvp,u—uvy) < M||u—vhH2

M
llu = unll <\l =l Vo € Vi
M,
lu = un|| <4/ — mf [[u— v
o vpLEV)

2. Si a(.,.) es simétrica la solucién obtenida es la mejor posible en el

y finalmente

es decir

sentido de la norma

[v]4 = a(v,v)"/?

En efecto:
a(u —up,vp) =0 Yo, €V,

lu—un|ly = alu—un, u—up) = alu—un, u—vy) < |[u—upl[a.|lu—vi|la

y finalmente

lu—unlla = inf |ju—ovpla
v EVh

Interpretacion geométrica: uy, es la mejor aproximacion de u en el espacio Vj,,

con respecto a la norma ||.|| .
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3.2. EL M.E.F. PARA EL PROBLEMA MODELO DE DIMENSION 1
CON FUNCIONES LINEALES A TROZOS

0.5

04 \

osf \

02t \

0.1 -

0.1 / J
02 B
03 . . . . . . . /

Figura 3.1: Ejemplo de una funcién v, € V}, 10 subintervalos.

3.2. El M.E.F. para el problema modelo de
dimension 1 con funciones lineales a tro-
708

Vamos a construir una aproximacién del problema (2.2.5) mediante un
método de elementos finitos. El espacio H}(I) en el que estd formulado (Z.2.5))
es un espacio de dimensién infinita. La idea del M.E.F. es buscar soluciones
de en un subespacio de H} (1), més sencillo de manejar, en particular en
un subespacio de dimensién finita. Esto nos permitira representar cualquier
funcién de este subespacio como combinacién lineal de elementos de una
base. En primer lugar construiremos un subespacio Vy, de Hj(I). Para ello
sea 0 =29 < 17 < ... <y < xy41 = 1, una particién del intervalo (0,1)
en subintervalos I; = (x;_1,x;) de longitud h; = z; —x;_1, i =1,.N+ 1y
sea h = max h;. La cantidad h es una medida de lo fina que es la particién.
Consideremos ahora el conjunto de funciones vy, lineales en cada subintervalo
I;, y continuas en [0,1] y tales que v(0) = v(1) = 0, como en el ejemplo de

la siguiente figura: Una base de este espacio esta constituida por el siguiente
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3.2. EL M.E.F. PARA EL PROBLEMA MODELO DE DIMENSION 1
CON FUNCIONES LINEALES A TROZOS

0.8

0.6

0.4

0.2

0

I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 3.2: Ejemplo de una funcién de la base de V}, 10 subintervalos.

conjunto de funciones ¢; € Vi, @ =1, ..., N, definidas por:

1=
S"i(:’“y')_{o iti

es decir, ; es continua y lineal a trozos y toma el valor 1 en el nodo z; y el

valor 0 en los otros nodos. De forma mas precisa:

0 if S Ti—1
Il f i1 <x<x
pile) = {2
[ Tiy1—T . ) ]
Py if r; <x <
0 ifx;1 <z

Una funcion v, € Vy, se escribe de forma tnica como combinacién lineal de

funciones de la base {¢;}M,,
M
vp(z) = th(:pi)goi(x) z € [0,1]
i=1

El método de elementos finitos para el problema de contorno (Z.2.1])-
([222)-(223) se formula de la siguiente manera:
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3.2. EL M.E.F. PARA EL PROBLEMA MODELO DE DIMENSION 1
CON FUNCIONES LINEALES A TROZOS

Hallar u; € Vy, tal que para todo vy, € Vy, verifique:

/01 up (), () do = /01 f(z)on(x) do (3.2.1)

Este problema , como hemos visto es equivalente a resolver un sistema alge-
braico lineal, en efecto:

Para que se verifique 3.2.1] para cualquier v, es necesario y suficiente que
se verifique para cualquier funcion de la base, Por otra parte la solucion wuy, se

expresa en funcién de los elementos de la base {¢; }M up(z) = Zjvzl ujpi(z),

donde u; = wuy(z;) resulta que el problema a resolver es:

Hallar u = {u;}_; € R" solucién de

N

Z(/O (@) i) dx)uj:/o f(@)gs(x)de i=1,..N (3.2.2)

Jj=1
En forma matricial el sistema se puede escribir
Au=b>b

donde la matriz A = (a;)_,, ai; = fol ©()@i(x) dv y el segundo miembro

b = (b;)Y, viene dado por b; = fol f(x)pi(x) dx

Los elementos a;; de la matriz A se calculan fécilmente. Observemos
primero que si [i — j| > 1 entonces a;; = 0 pues en este caso para todo
z € [0,1], vi(z) 0 p;(z) es igual a cero. Por tanto la matriz A es tridiagonal,
es decir, inicamente los elementos de la diagonal principal y los elementos

de las dos diagonales adyacentes pueden ser diferentes de cero. Tenemos para
1=1,..., N,

AT A\ L xr = — axr — aAr = —
0 SOZ gpl Ti—1 h’2 x; h?«kl hZ hi+1

y para i =2, ..., N,

s / Tl 1
0 CIOZ('T)80271<'T) dr = — . ﬁ dr = —E
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Observamos ademds que la matriz es simétrica y definida positiva, en efecto,

a;j = aj; y por otra parte para cualquier (v;)M,, vector de RY, distinto del
N

vector nulo, sea v, = Y .., v;¢;, entonces

N 1

E QijVjU; = / vy, (2)v),(z) dz > 0

0

ij=1

En el caso especial en el que los subintervalos I; tengan todos la misma

longitud A = ﬁ el sistema tiene la forma
2 -1 0 ... 0 Uy by
1 -1 2 =1 ...
! L _ . (3.2.3)
-1
o o0 ... -1 2 Upn bar

que dividiendo por h se interpreta como un esquema en diferencias finitas

para resolver el problema (2.2.1])-(2.2.2))-(2.2.3)

3.3. Construccion de espacios de Elementos
Finitos

El método de Elementos Finitos consiste en elegir un subespacio V), de
dimensién finita y més precisamente una base de este subespacio en el que
la funciones de dicha base son de pequeno soporte.

3.3.1. Generalidades

Sea 2 C R?, un abierto poliédrico de R? (un poligono si estamos en R?)
de frontera I'.

Vamos a considerar una descomposicién finita de :

ﬁ — UTe']'h T

79



3.3. CONSTRUCCION DE ESPACIOS DE ELEMENTOS FINITOS

Figura 3.3: Ejemplo de triangulacion

tal que:

1. Cada elemento T de 7T}, es un poliedro de R? de interior no vacio.
2. Los interiores de dos poliedros distintos de 7, son disjuntos.

3. Toda cara de un poliedro 177 € T, es o bien una cara de otro poliedro
T, en cuyo caso T} y T, son adyacentes, o bien una parte de la frontera

I"'de ©

Definicién: Toda descomposicién de  verificando las propiedades ante-

riores se llama triangulacién de Q. En la figura 3.3 se muestra un ejemplo.

Notacién: 7, designard en general una triangulacién de  tal que h =
méxre7;, hy donde hr es el didmetro del poliedro T'.

Un subespacio de V;, de dimensién finita de H'(Q) se puede construir,

como se vera mas adelante, tomando por ejemplo,

Vi ={veC'Q)v|lre P, YT €T}
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3.3. CONSTRUCCION DE ESPACIOS DE ELEMENTOS FINITOS

donde Py designa un espacio de polinomios de grado k£ en el poliedro T

3.3.2. Concepto de Elemento Finito
Un Elemento Finito es una terna (7, P,X) donde

1. T es una parte compacta de R? conexa de interior no vacio.

2. P es un espacio vectorial de dimensién finita N cuyos elementos son
funciones de T en R.

3. X es una base del espacio dual de P, es decir, N funciones lineales de
P en R linealmente independientes.

Base asociada a un elemento finito

La base dual de ¥ en P es la base asociada, es decir si ¥ = {£;}¥,, la

base asociada al elemento finito (7, P, X) serd el conjunto {pj};\/:l C P tal

que L;(p;) = 0;j.

Elementos Finitos de Lagrange

Definicién: Se dice que el conjunto {aj}jyzl es P—unisolvente si y solo
si, dados IV escalares reales cualesquiera o; 1 < j < N, existe una funcién

p del espacio P y una sola tal que

plaj)=a; 1<j<N

Un Elemento Finito de Lagrange es entonces un Elemento Finito (7', P, X)
en el que ¥ = {a;}Y, v donde {a;}}¥, es un conjunto de puntos de T,
P—unisolvente.

Interpretemos la definicién: Los puntos {a;}Y, se pueden considerar como
formas lineales del dual de P, en efecto
a;: P —R
p — ai(p) = pla;)
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Un Elemento Finito de Lagrange es entonces una terna (7, P, ¥) donde

1. T es una parte compacta de R? conexa de interior no vacio.
2. ¥ = {aj};\f:l es un conjunto finito de N puntos P—unisolvente de T'

3. P es un espacio vectorial de dimensién finita y compuesto por funciones
definidas sobre T a valores reales.

Dado un elemento finito (7', P, ¥) se llaman funciones de base a la base
dual de X, es decir, a las N funciones p; 1 <17 < N definidas por

pi(a;) =6; 1<j<N

Comentario: Una condicién necesaria para que el conjunto Y sea P—unisolvente
es que la dimension de P sea igual al cardinal de > = N. Una vez verificada es-
ta condicion, tenemos dos criterios sencillos que aseguran la P—unisolvencia

de Y.

1. Basta verificar que la tnica funciéon p € P que se anula en X es la
funcién nula. En efecto, cuando esta propiedad se satisface, la aplicacion
lineal

£L: P —RY
P — (play))isy
es inyectiva y por lo tanto biyectiva pues P es de dimension N
2. Basta hallar las funciones {p;}Y , del espacio P verificando p;(a;) = d;;

para probar la P—unisolvencia. En efecto, si estas funciones existen, a
todo conjunto de NV escalares reales {a;}1<;<n le asociamos la funcién

p=2_ap;
Esta funcién es una funcién de P tal que p(a;) =a; 1<j < N. Esto
prueba que la aplicacion

L: P —RY
p — (p(a))i,

es sobreyectiva y por tanto biyectiva.
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Definicién: Operador de P—interpolacion sobre T'.

Se llama operador de P—interpolacion de Lagrange sobre 7' al operador
que a toda funcién v definida en T le asocia la funcién II;v definida por

Irv = > v(a;)p;. Mo se llama la funcién interpolada de v.

La funcién Ilrv verifica

Es pues la tnica funcién p de P verificando p(a;) = v(a;).

3.3.3. Elementos Finitos de Lagrange en un d—simplex
Vamos a construir una clase de elementos finitos de Lagrange (T, P, X)
donde T serd un d—simplex de R?. Recordemos la nocién de d—simplex:

Consideremos d+ 1 puntos a; = (a;;)¢; € R? 1< j < d+1 no situados

en un mismo hiperplano de RY, es decir, que la matriz

ap1 Qr2 ... QA14+1
ag1 Q22 ... A24+1
A=
Qg1 Aad2 ... Qdd+1
1 1 .. 1

sea no singular.

Se llama d—simplex 7' de vértices a; a la envolvente convexa de los puntos

a;. Si d = 2 se llaman triangulos y si d = 3 tetraedros.

Coordenadas baricéntricas: Todo punto o de R? de coordenadas cartesia-

nas x; 1 <1i<d, estd caracterizado dando d+ 1 escalares A\; = \;(z) 1<
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Jj < d+ 1 definidos como solucién del sistema lineal

d+1
E aij)\j =T
j=1
d+1
Y =1
j=1

cuya matriz es precisamente la matriz regular A.

Los escalares A\;(z) 1 < j < d+1 se llaman las coordenadas baricéntricas

del punto x con respecto a los puntos a;. Cada una de estas funciones es una

funcién afin de R? en R y se tiene para todo = € R?

d+1

x = Z Aj(z)a;

El d—simplex T' definido por los vértices a; estd caracterizado por

dt1
T ={z € R% x:Z)\j(x)aj 0<)(z)<1l, 1<j<d+1}
=1

Observemos que \;(a;) =0;; para 1<1i,j<d+1.

Ejemplos

1. Tria-pl-c:
T Tridangulo.
P: Polinomios de grado 1.
3. Los tres vértices del triangulo.

Es el ejemplo que hemos estudiado. Las funciones de la base local son
pi = i

2. Tria-p2-c:
T Tridangulo.
P: Polinomios de grado 2.
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>2: Los tres vértices y los puntos medios de las aristas.

Las funciones de P son pues funciones de la forma p(z,y) = a+bx+cy+
dxy+ex®+ fy?. P es un espacio de dimension seis. La base asociada de
P estard formada por las seis funciones p; verificando p;(a;) = 6;;. Para
hallar las seis funciones de la base, podemos proceder de la manera
siguiente: Llamemos a;, ¢ = 1,2,3 los tres vértices y a;, i = 4,5,6
los tres puntos medios de las aristas (ver figura 3.4]). Para hallar p;, es

decir una funcién que verifique

plar) =1 pla;) =0 j#1

Observemos que \; la coordenada baricéntrica que vale 1 en el nodo a; y
Cero en as, as, ay no se anula en as, ag donde vale A\ (as) = A\ (ag) = 1/2.

Por tanto si tomamos
P1 = )\1(2)\1 — 1)

verifica las propiedades requeridas. Analogamente las otras dos funcio-

nes asociadas a los vértices seran
P2 = )\2(2)\2 — ].)

p3 = A3(2A3 — 1)

Busquemos ahora p4,ps y pg, las funciones asociadas a los puntos medios
de los lados. Basta observar que la funcién Ay se anula en la recta
a1 —as — as, y Az se anula en la recta a; — ag — as, por lo tanto Ay A3 se
anula en todos los puntos de ¥ salvo en a4 donde vale A\y(ayq)A3(ay) =
1/2,1/2 = 1/4, de donde finalmente la funcién

pa = 4X2 A3
serd la funcién base asociada al nodo ay. Andlogamente obtenemos
ps = 4M A3

Pe = 4A1 A2
En las figuras B.03.613.73.83.9 vy se representan las graficas de

las funciones de la base p;, i =1,...,6 en el tridngulo de referencia de
vértices (0,0), (1,0), (0, 1).
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25-

0.5F

oF

I I I I I I I
0.5 1 1.5 2 25 3 35 4

Figura 3.4: tridngulo de seis nodos

3. Tetra-pl-c:

T Tretraedro.
P: Polinomios de grado 1 de tres variables.

>.: Los cuatro vértices del tetraedro.
Las funciones de la base local son p; = A\;, =1,2,3,4.

3.3.4. Un método general para construir a partir de

un elemento finito (7, P, ) toda una familia de
elementos finitos (7, P, ¥)

Consideremos un conjunto compacto T de R?, convexo y de interior no
vacfo. F una aplicacién de 7' en R Supongamos que T' = F (T) es una parte
compacta, conexa y de interior no vacia (por ejemplo exigiendo que F' sea
biyectiva y bicontinua de TenT ).

Teorema: Supongamos que la aplicaciéon F es biyectiva. Entonces si

(T, P, Y)) es un elemento finito de Lagrange, la terna (7', P,X) donde T' =
F(T)ydonde P={p:T - R poF e P}y = F(2) es un elemento
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Figura 3.5: funcién p,

Figura 3.6: funcion ps
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Figura 3.7: funcién ps

Figura 3.8: funcion py
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Figura 3.9: funcién ps

0.8

0.6 :
0.4

0.2

» 777/
<27/
21,

Figura 3.10: funcién pg
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finito de Lagrange.

Demostracién: Sea (T, P, %) un elemento finito donde 3 = {d;}, es un

conjunto de N puntos distintos de T.
Pongamos a; = F'(a;) 1<j<N

Entonces ¥ = {a;})*, 1<j<N

Puesto que F es biyectiva de T en T = F(T)
card(X) = card(S) = dim(P) = dim(P)

para demostrar que X es P-unisolvente basta obtener las funciones de base

correspondientes a (7', P, X).

Sean p; ¢ = 1,...N las funciones de base correspondientes a (T, P, i]),
entonces
pi:ﬁiOFil Z:17,N

son las funciones de base correspondientes a P, en efecto p; € P pues
pioF =poF 'oF=peP

y ademas si a; € X

Definicién: Dos elementos finitos de Lagrange (T, P,%) v (T, P, %) se

dice que son equivalentes si existe una aplicacién F' biyectiva de TenT
verificando:
P={p: T —>R, p:poFEP}

A

S =F(%)

Cuando se puede elegir como aplicacion F' una aplicacion afin, los elementos

finitos se llaman afin equivalentes.
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Teorema: Sean (T, P, i]) y (T, P, %) dos elementos de Lagrange equiva-

lentes y F' una biyeccion de T en T verificando la condiciéon de equivalencia.

Si II es el operador de p—interpolacién sobre 3, el operador Il de P-
interoplacién sobre ¥ estd caracterizado por

(Ilv) o F =TI(vo F)
para toda funcion v definida en T'.
Ejemplo 1

Veamos como podemos construir una familia de elementos finitos (T, P, ¥)

afin equivalentes al elemento finito (T, P, f]) siguiente:
T Trisngulo de R? de vértices (0,0), (1,0), (0,1)
P: Polinomios de grado 2 en T.

3 {a;}%_,, donde ay, as, az son los tres vértices de T', y Gy, a5, dg son los

puntos medios de los las aristas de T.

Consideremos la aplicacién afin F' que lleva los vértices de T', {a;}i—123
a los vértices {a;}i—123 de T respectivamente. Esta aplicacién es facil de

construir. Observemos que

M=1-—34—7
Ao = &
As =9

Entonces

SORIBEE
Yy 1 Yo

-[o )]

|

Lo — T1

Y2 — U1
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25

0.5~
T

La aplicacién F' es afin y lleva los vértices a los vértices. Por otra parte

si definimos sobre T' las funciones p; = \; o F~', para i = 1,2,3 son
polinomios de grado 1. Resulta

~

pi(a;) = (Ao F~Y)(ay) = \i@y) = 05

Por lo tanto p; = A; para i = 1,2, 3. Tenemos pues que \;(z) = A;(2) donde

x = F(z). Es decir T'= F(T) y los puntos medios de las aristas van a parar

a los puntos medios de las aristas. Es inmediato ver que (T, P, ﬁ]) y la familia
(T, P,%) compuesta por T, tridngulos, P, polinomios de grado 2 en T'y ¥ la

union de vértices y puntos medios de las aristas son afin-equivalentes.

Ejemplo 2: Familias equivalentes a elementos finitos paraleléto-
pos

Consideremos el cubo unidad 7' = [—1,+1]¢. Construiremos elementos
finitos sobre T, (T, Q, ﬁ]) Un elemento finito paralelétopo sera un elemento

finito affn-equivalente a (T, Q, ).

92



3.3. CONSTRUCCION DE ESPACIOS DE ELEMENTOS FINITOS

Ejemplo 2.1

~

T=[-1,+1]?
Q=A{p:T = R; p(&,9) = a+bi+cf+dig}
> = {a;}L,, los cuatro vértices de T

Veamos cuales son las funciones de la base de @ (dual de 2):

~ ~

Tenemos dim(Q)) = card(X) = 4. Observando que la ecuacién de la recta

asag es j = —1 y de la recta agas es © = —1 resulta,

y analogamente

.1 . .
B = 41— 8)(1+9)
. 1 N N
ps =1 (1-8)(1-9)
. 1 A .
Py = 1(1 +2)(1—-9)
Ejemplo 2.2
T =[-1,+1]
Q=0Qx=

{(p:T =R p(&,§) = a+bi+cj+dijg+ei® + fi° + g2°§ + hig® + ki) }

¥ = {a;}}_,, donde ay, ..., a4 son los cuatro vértices de T'y as, ..., ag son los

puntos medios de los lados, y ag es el centro del cuadrado. Tenemos pues que
pg C QQ C p 4

La base sera:
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= po=3(1-2)(1+9)ay

05-

-0.51

I I I I I I ]
2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

3.3.5. Construccién de subespacios de H'

En primer lugar veremos como se pueden construir funciones de H*(2) a
partir de funciones definidas a trozos sobre subconjuntos de §2.
Teorema:

Sea = UN_,Q, una descomposicién de € tal que
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1. ©, es un abierto de R? contenido en 2 de frontera I, C' a trozos para
todor =1,...,N.

2. Q,NQ, =0 parar # s

Sea v una funcién continua en € tal que la restriccién v|qg, pertenece a
H'(9Q,), para todo r = 1, ..., N. Entonces v € H'(Q).

Demostracién: Sea v continua en € tal que v|g, € H'(£,); Evidente-
mente v € L*(Q2). Hemos de ver que 2% € L*(}) para i=1,...d

Para ello veamos que % = v; € L*(Q) donde v, = % € L*(Q,).

En efecto, para toda funcién ¢ € D(Q2), tendremos

<§—;,¢>:—<U’g_z>:_ Q”gz B
[ e f, e

pues v es continua. Wl

Vamos ahora a construir subespacios de H'(f2) de dimensi6n finita.

Sea € un abierto poliédrico (para simplificar) de R<.

Q) = Uper, T, siendo 7T, una triangulacién de €2

Suponemos ademas que cada poliedro T de T}, esta asociado a un elemento
finito de Lagrange (T, Pr, ¥7) tal que Pr C H*(T)
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Definimos el espacio de dimensién finita
Vi={veC’Q); VI'eT, vlrePr}
Asi en virtud del teorema anterior Vj, es un subespacio de H'(2).

Sin hipétesis suplementarias sobre los elementos finitos (T, Pr, ¥r) no es
en modo alguno evidente la determinacién de una base de V, (pues V}, es
isomorfo a un subespacio propio de Ilpe7, Pr). Por otra parte resulta natu-
ral introducir el operador de interpolacion II, que a toda funcién continua

definida en € le hace corresponder la funcién IT,v de L?(Q) definida por
VI €Ty, VreT Iw(z)= I

donde It es el operador de Pr-interpolacién sobre X7. En general sin hipote-

sis suplementarias sobre el elemento finito (7, Pr, ¥7), la funcién II,v no es

en general continua sobre ) y no pertenece a Vj. Para evitar esta situacion

se introduce una hipdtesis de compatibilidad entre dos elementos finitos:
Supondremos que para todo par {17,75} de poliedros adyacentes de Ty,
de cara comun 7" = T} NT5, tenemos
1. PT1|T’ = PT2|T’

2. S, NT =Sp, N T

Ademas necesitaremos la definicién siguiente:

Definicién: Sea T' un poliedro de R? Un elemento finito (T, P, %) se
llama de clase C° si las dos condiciones siguientes se satisfacen:

1. PcCYT)

2. Para toda cara T" de T', el conjunto ¥’ = X NT" es P'-unisolvente donde
P'={plr; peP}
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Teorema: Sea 7T;, una triangulacién de Q y sea (T, Pr, X7 )rer, una fami-
lia de elementos finitos asociada. Suponemos que las condiciones de compati-
bilidad (1) y (2) anteriores se satisfacen y que para todo T' € Ty, (T, Pr, Xr)
es un elemento finito de clase C° y Pr es un subespacio de H!(T'). Entonces

el operador de interpolacién IIj,, definido por
Mw(z) =Mp(z) YeeT TeT,

de C° en L2() tiene su imagen en C°(Q). Dicho de otro modo y de manera
mas precisa

Vi = {Ilv; ve Q)

Demostracién: Sea v una funcién continua definida en €; la restricciéon
a un elemento cualquiera 71" de T, de la funcién II,v pertenece al espacio Pr,
subespacio de C°(T'). Para demostrar que IT,v pertenece a V}, basta verificar
que II,v es continua sobre toda cara T comin a dos elementos adyacentes
T, v Ty de T, es decir, que tenemos

HTIU\T/ = HTQU\T/

Como la funcién w = Hpov|p — Hpv| es una funcién del espacio P =
Pr, |t = Pp,| tal que Ya € ¥’ w(a) = 0 donde ¥ = Xqynp = Yq,q1, los
elementos finitos son de clase C° y ¥’ es P’-unisolvente, deducimos w = 0.

En consecuencia IT,v es continua sobre €, es decir {II,v; v € C°(Q)} C Vj.

Reciprocamente, sea v € V;, = {v € C°(Q); wv|p € Pr}, tenemos v|p €

Pr, entonces v|r = Ilzv asi pues v = [I,v y v es continua pues v € V.l

Construccion de una base de V},

Introduzcamos el conjunto de nodos de los elementos finitos
Eh = UTG’T;LET = {ai}lgigj CCLTd(Eh) =7

Para todo entero ¢ 1 <1 < I, designamos ¢; la funcién de Vj, tal que
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Si v es una funcién continua sobre €2, tenemos evidentemente

I

v = Z v(a;)p;

i=1

Corolario: Con las hipétesis anteriores el conjunto de funciones {¢;}7_,

constituyen una base de V} y toda funcién v de V}, se escribe

v = Z v(a;)p;

=1

Definicién: Los escalares {v(a;)}/_, se llaman grados de libertad de una

funcion v de Vj,.

Observemos que las funciones ; tienen pequeno soporte. Mas precisa-

mente, el soporte de ¢; es el conjunto de elementos T de T;, que contienen al

nodo a;. Ademsds la restriccion de ¢; a cada uno de estos elementos T es una

funcién de la base del elemento finito (7', Pr, ¥r).

Ejemplos

1. Ty, triangulacién de € construida mediante d-simplex. Dado un entero

k > 1,seasociaatodo T de Ty el d-simplex de tipo (k), (T, Py, Xx). P
es el espacio de polinomios de grado k en T'. Entonces todo (T, Py, ¥)

es de clase C° y se verifican las condiciones de compatibilidad siendo
aplicable el teorema anterior.

. Analogo al anterior construyendo 7, mediante paralelétopos y elemen-
tos finitos del tipo (7', Q, Xx), siendo Qi el espacio de polinomios de
grado k obtenido mediante producto tensorial del espacio de polinomios
de grado k en cada variable.

. Mezclando los dos anteriores de manera que en una cara comun a un
triangulo y a un paralel6topo se cumplan las condiciones de compati-
bilidad.
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Capitulo 4

Analisis numeérico del Método
de Elementos Finitos

4.1. Resultados generales de aproximacién en
espacios de Sobolev

Si (T, P,Y) es un elementos finito de Lagrange, a toda funcién v definida
en T, le hemos asociado una funciéon Ilv, funciéon P-interpolada de Lagrange
de v sobre Y. Vamos a estudiar en este apartado el error de interpolacion
v — Ilv. Para los problemas elipticos de orden 2, estaremos especialmente
interesados en una mayoracién de este error en la norma de H'(T), |[v —

H’UHLT.

Empezamos por dar algunos resultados generales de aproximacion en los
espacios de Sobolev. Sea T una parte compacta de R?, conexa y de interior
no vacia. Para simplificar denotamos H™(T') al espacio H™(T"), donde T es el
interior de T'. Si E es un subespacio de H™(T'), el espacio cociente H™(T)/E
es el conjunto de clases de equivalencia © de funciones de H™(7') médulo la

relacién de equivalencia
UV YUy <1V — 1y EF

Cuando F es un subespacio cerrado de H™(T'), el espacio H™(T')/ E provisto
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de la norma cociente
. _tnf
[oll ey = fuf follnr

es un espacio de Hilbert (Dem: ejercicio). En particular, para todo entero,
k > 0, el espacio Py de los polinomios de grado menor o igual que k sobre
T es un subespacio de dimensién finita de H***(T'), de manera que pode-
mos introducir el espacio cociente H*+1(T)/P,; vamos a dotar a este espacio
de una norma més manejable que la norma cociente. Para ello, habra que
suponer ademés que la inyeccién canénica de HY(T') en L*(T) es compacta;
puesto que T es un acotado de R?, esta propiedad se verifica siempre que la

frontera 0T es de clase C! a trozos.

Teorema 4.1. : Sea T una parte compacta de R?, de frontera C' a trozos.

Entonces para todo entero k£ > 0 la aplicacion

b [l = [oler = (3 / 9 0[2)12
T

|o|=k+1

donde v es un representante cualquiera de la clase v en H**Y(T), es una

norma sobre H**(T) /P, equivalente a la norma cociente.

Demostracion:

» Sea © una clase de equivalencia de H*™(T)/P, y sea v € ©. El valor

de |0|g41,7 no depende del representante elegido. En efecto,
Vp € Py |vlksrr = [0+ Plesrr
= Tenemos evidentemente
0|k, < 0[] o1y P,
en efecto, para todo v € v
01,0 = [olksrr < (|0l ferar
y tomando el inf para todo v € ¥ obtenemos el resultado.
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» Para obtener la equivalencia de normas resta establecer la existencia
de una constante C' tal que

0| zre+1(7y/ P, < ClOlks1,r

para todo elemento © de H**Y(T)/P,. Empezamos por demostrar la

existencia de una constante C' tal que

[ollirr < Clofrn+ 3 / O vdz)?} 2

jaj<k T

para toda funcién v € H*1(T). Razonamos por reduccién al absurdo.

Supongamos que para todo entero positivo n existe una funcién v, tal

que
- - L.
g+ Y ([ 35l < Sl
laj<k T
poniendo
Up
Up = 77—
||Onlles1,7

obtenemos una sucesién {v,} verificando

[l 1 = 1 (4.11)

1
[onlfirr+ Y (/T 0%v,)? < (4.1.2)

n2
|laf<k

Si la inyeccién de H'(T) en L? es compacta, también la inyeccién de
H*Y(T) en H*(T) es compacta. Entonces de (LI, deducimos la

existencia de una subsucesién v, convergente en H*(T'). Por una parte

de (AI1.2) resulta

1
[Vplkrrr < =
et .

de modo que
v, —v en HMT)
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Va, Jal=k+1 0%v,—0 en L*T)

por la continuidad de la derivacién en el sentido de las distribuciones
también

0%v,, — 0%
para todo a, |a| =k + 1. De modo que 0%v = 0 para |o| =k + 1y
v € H*(T). Por otra parte

1
Va e N, |a| <k |/8O‘vu|<—
T H
pasando al limite cuando u — oo
Vae N, o] <k /80‘1}:0
T

como T es una parte conexa de R?, las relaciones
=0 Va |a|=k+1

implican que v es un polinomio de grado k sobre T'. Y de las relaciones
/80‘2}:0 Va ol <k
T

deducimos v = 0. Pero esto contardice la eleccién ||v,||pr1,0 = 1.

Finalmente consideremos © € H**1(T)/P, y sea ¥ un representante

cualquiera de © en H¥*(T). A esta funcién ¥ le podemos asociar el

polinomio p € P, definido de manera tnica por las relaciones

Va e N |a| <k, /6°‘p:—/8°‘17
T T

Entonces v = v 4 p es el representante de v tal que
Va e NY |a| <k /80‘1}:0
T
Para este v tendremos

[ollisrr < C{oP o+ 3 / 0*0)}? = Clolysrr
T

|a<k
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y deducimos
[0l zr1¢ryyp, < [|0llks1,0 < Clolgrar = Clofksr
lo que termina la demostracion. B

A partir del teorema anterior obtenemos el siguiente teorema general de

aproximacion en los espacios de Sobolev.

Teorema 4.2. de Aproximacién I: Sea T' una parte compacta y conexa de
R? de interior no vacio de frontera C' a trozos y sea II un operador lineal
continuo de H**1(T) en H™(T), 0 <m < k + 1, tal que

Vpe B, Ilp=p
Entonces existe una constante ¢ = ¢(7,II) tal que
Vo € H"HT) v — || < clv|psrr

Demostracién: Sea v € H*1(T), de la hipétesis hecha sobre II, para todo
p € by
v—Ilv=v+p—1Ip—Tv= (I —1)(v+p)

de donde
[0 =TTl < ([T = T[] [v + pllss1,7

donde ||.||, designa la norma en el espacio L(H*™(T), H™(T)). Resulta

|v — | < C1 f [|v+ pllesir = Cil|0|| ges ) p,
pEP

con C7 = |[I —1I||.. Finalmente gracias al teorema anterior
l[v — v||pr < CLC| |k Yo € HH(T)
El teorema queda demostrado tomando ¢ = C;C. R

El siguiente paso consiste en poner en forma explicita la dependencia de

la constante ¢ en funcién de las caracteristicas geométricas de T'. Para ello

vamos a introducir una parte compacta 1" de R?, conexa y de frontera C* a
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trozos, que nos va a servir de dominio de referencia. Suponemos que existe

una transformacion afin invertible

r=F#)=Bi+b, zcRY 2cR’ beR? B, matrizd xd
tal que T' = F(T).

Adoptamos las siguientes definiciones:

= A toda funcién v definida sobre T, le asociamos biunivocamente la

funcién © definida sobre T por las relaciones

es decir, v =vo F.
= Introducimos las siguientes caracteristicas geométricas
e hr = didmetro de T (resp. h = didmetro de 7).

e pr = didmetro maximo de las esferas (circulos si d = 2) contenidas

en T' (resp. p didmetro maximo de las esferas contenidas en 7).

Podemos estimar las normas espectrales ||B]|| y ||[B7!|| en funcién de las

caracteristicas geométricas de T'y T'; recordemos que la norma de una matriz

B esta definida por

IB¢|
IB]|= sup —— = sup |B{= sup |B¢]
ccrigz0 1€l eemig<t £eRd [€]=1

donde [£| designa la norma euclidea del vector ¢ de R?.

Lema: Se verifican las siguientes mayoraciones

= |B < °F
p

- BT < &

- PT
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Demostracién: Podemos escribir

1
|B[| = - sup |B¢]
P lgl=p

Sea € un vector de R? tal que |¢| = p; por definicién de p, didmetro maximo de

las esferas contenidas en 7', existen dos puntos g vy 2 de T tales que §{ =gy—2.

Entonces
B¢ =Bj—Bi=F(j)~ F(2) =y —z

donde los puntos y y z pertenecen a T'; por definicién de hr resulta
IBE| = [y — 2] < hr

Esta desigualdad es valida para todo £ con || = p, por tanto, tomando el
supremo y dividiendo por p

hr

A~

B[] <

A

Lo que prueba la primera desigualdad. Intercambiando los papeles de Ty T

se obtiene la otra desigualdad.

Teorema 4.3. de Aproximacion II: Sea T una parte compacta y conexa de
R? de frontera C! a trozos y sea II un operador lineal continuo de H kH(T )

~

en H™(T),0 <m < k + 1 tal que
vpe P, 1p=p
Si T es una parte de R? tal que existe una transformacién afin invertible F'

de R? en R? para la cual T = F (T) y el operador II esta definido por

A

Yo e HYY(T) Tl = I8
Entonces existe una constante C' independiente de F' tal que

thrl
Yv € HkJrl(T) |U — HU|m7T <C T ‘U|k+1,T

m
T
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La constante C' depende de T y por tanto de d, de II y por tanto de k y
de m; la novedad reside en que la constante C' es independiente de F' y por
tanto de las caracteristicas geométricas de T'. Para la demostracion sera ttil
utilizar la nocién de diferencial de Fréchet de una funcion.

Recordemos, si v es una funcién definida en un entorno de un punto
x € R? y diferenciable (en sentido cldsico) [ veces, se denota D'v(z) a su

diferencial de orden [ que es una forma [-multilineal simétrica sobre R?
Dv(z) :R¥x .. xR — R
Dl(’lJ<l’>(£1,...,£l) eR fz ERd 1= 1,[

| Db ()| |D'o(z)(&s, - &)l

= sup
€1 E1ERD. £ 10 &1l 1&1]

donde |¢| designa la norma euclidea de ¢ € R,
Por otra parte recordemos la notacién | = || = a3 + ... + ag, ¥
0%v(z) = Do(x) (e, (417 ey eq, @4V e )

donde e; es el i-ésimo vector de la base canénica de R?. Demostraremos
primeramente el siguiente

Lema: Existen dos constantes 71 = v1(l,d) v 72 = 72(l, d) mayores que
cero tales que

Vo e D(T) mlvlr < (/ 10" (2)|[*dzx)""? < afvlyr
T

Demostracién: Sea o un multientero y || = [, se tiene

[0%v(2)] =< [[D'v(a)|[]ex]- ) Jer]...|ea] 4T feq| = || D'v(x)]]

de modo que

» / 0BV < (3 / Db ()P

o=l |ee]=1
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4.1. RESULTADOS GENERALES DE APROXIMACION EN ESPACIOS

DE SOBOLEV
de donde
/|aa 1/2<C/||Dl || )1/2
| =t
donde C' = /card{a; |a] =1} y 71 = &. Por otra parte
1D"v(x)]| = sup |D'o(a)(&, ..., &)l
€18 €RT |G ]=. =[G =1
poniendo & = 3¢ ¢Fe, i=1,..1
d d
W) (&) = Y G D) (eryer) = Y &G0 ()
ki,...,k=1 ki,...,k=1

donde 0%v(zx) designa una de las derivadas parciales de v de orden|a| = .
d
[Dio(@)(Er, - &)l =1 D &g 0%()] < | Z 5 - max |0%v(z))

.....

ahora bien, como los vectores & = (£},...£49) € R? i =1,...,] son de norma
unidad, es decir, Eizl(gf)Q = lresulta [€F| < 1parak=1,..dei=1,..,1,

de modo que

77777777777777

asi pues:

de donde
([ 1D < 2t d)( [ i joro@l)?) < salt. (Y [ 1onota))
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4.1. RESULTADOS GENERALES DE APROXIMACION EN ESPACIOS
DE SOBOLEV

Demostracién del teorema: Sea v € D(T) y © = v o F donde F es una
aplicacién afin invertible, es decir, x = F/(2) = B2 + b, siendo B una matriz
invertible de orden d x d. Aplicando la regla de la cadena tenemos:

"0(2) (&1, &) = D'(vo F)(2) (&1, -, &)
= D'(v(F(2)))(B&y, ..., B&) = D'v(z)(BEy, ..., BE)
de donde

D)= sup D@ E) = sup  |D'o(x)(BE,.... BE)|
|&1]=...=|&]=1 |€1]=...=|&]=1
< ||D'o(a)lI[B]f

y finalmente

/||Dl ) dx<||B||”/||DlvoF><A>||2da:»

utilizando la formula del cambio de variable bajo el signo integral

[ D@ s < 1B derBy ! [ (1D'u(o)]fda
Obtenemos asi, aplicando el lema anterior
Vo e D(T)  |il,7 < AIBI|detBl ™[], 1
donde v = 72 > 0,7 =7(,d).
Como D(T) es denso en H(T'), deducimos
vo e H(T) 0], < ||B|['|det B[/2[v|yr
intercambiando los papeles de T" y de T, obtenemos analogamente

Vo e HY(T) Wiz < B~ || det B|1/2|@|1,T

Sea finalmente una funcién v € H¥+1(T'), aplicando el tltimo resultado a
v —Ilv
[0 = M| < 7 (m, d)|[B7Y||"|det B['/]5 — ITv],, ;
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4.1. RESULTADOS GENERALES DE APROXIMACION EN ESPACIOS
DE SOBOLEV

por el teorema de aproximacion y como v = 1o
[0~ Tlo],, 7 = [0~ 1|, 7 < Clolyy
donde C' = C(II,T). Como
(0] < vk + 1,d)|[B] [+ det BI~[v]r
resulta
[0 = Mol < C(ILT)y(m, d)y(k + 1,d)||[B7H|™ B[ [o]js,r
y como ||B|| < 2z, [[B~Y|| < L

- PT

k+1

v — |y < C Tm U] kg1,7

T

donde C' = C(I1, T)y(m, d)y(k + 1, d)%. |

Corolario: Consideremos ahora todos los valores [, 0 < [ < m y los
operadores II; = I o II definidos por

I, : H*YT) — H™(T) — HY(T)

) — IIv — Ilv
entonces
hk—i—l
|U — H’U|l7T = |’U — Hﬂ)|l7T S C Tl |U|k+1,T Yov € Hk+1(T) \V/l, 0 S ) S m
Pr
k+1
I=0 |v—Ivfor < COT—0|U‘I<;+1,T
Pr
k+1

=1 |Jv—Ilw|r <Ol
PT

k+1
l=m |v—1Iv|,r < CmT—m|v\k+17T
Pr
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4.2. APLICACION AL ANALISIS NUMERICO DEL M.E.F. EN
PROBLEMAS ELIPTICOS DE SEGUNDO ORDEN

elevando al cuadrado, sumando y sacando la raiz cuadrada

k1
v = o[ < C. ,OT |[0|kq1,7

m
T

donde C, = (3%, C’prT(m_l))l/z. La constante C, se puede mayorar por una
constante independiente de las caracteristicas geométricas de T, si conside-
ramos solo elementos 71" suficientemente pequenos, por ejemplo de diametro
inferior a 1, para los cuales evidentemente el didmetro de la circunferencia

inscrita sera menor que 1. l

4.2. Aplicacién al analisis numérico del M.E.F.
en problemas elipticos de segundo orden

Consideraremos el caso de €2 un abierto poliédrico de R

{Tn}, triangulaciones de €2, segiin se ha definido en el Capitulo 3 sub-

seccién 3.2.1.

(T, Pr,Y7)re7, una familia de elementos finitos asociada a cada Ty,

afin equivalentes a un elemento finito de referencia (T P, i])

» h = méxye7, hr para cada 7.

{Tn} serd una familia regular de triangulaciones , es decir, existe una

constante o > 1 tal que

h
VT e{Th}) —<o
T

Comentario: En dimensién d = 2 si T es un triangulo la ultima propie-

dad es equivalente a la existencia de un angulo 6y > 0 tal que
VT €T, 07y > 6
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4.2. APLICACION AL ANALISIS NUMERICO DEL M.E.F. EN
PROBLEMAS ELIPTICOS DE SEGUNDO ORDEN

donde 67 es el angulo menor del elemento 7T'.

Comentario: El operador I1 de f’—interpolacién sobre 3 es lineal continuo
de H*Y(T) en H™(T) sik>1,d <3, m<k+1y P c H™(T). En efecto,

si d < 3 la aplicacién

HMYT) — C(T)
v — v

es continua y ||v|[y o, #+ < Cl|v|[4,, 7 Ademds para todo v € H*Y(T) tene-

mos ITv € P ¢ H™(T). En consecuencia
10| = 11D v(@)gillr < Y (@) éillmz < Cllvllge s < Cllvllgz

Observemos que si P esun espacio de polinomios se verifica que Pc H™ (T)

Consideremos un problema modelo P de la forma
a(u,v) =1Ilv) YveV
ueV

donde supondremos que V = H'(Q) o V = H(Q) o un espacio intermedio
entre los dos. Con las hip6tesis sobre a(.,.) y I(.) del teorema de Lax-Milgram.

El problema aproximado P, serd

a(up,vp) = l(vy) Yo, €V,

up € Vi
donde
Vi=X,={velQ); vrePr VI €T}
o bien
Vi = X5 N Hy ()
o bien

Vi=X,NV

en caso de que V sea un espacio intermedio entre H'(Q) y Hj ().
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4.2. APLICACION AL ANALISIS NUMERICO DEL M.E.F. EN
PROBLEMAS ELIPTICOS DE SEGUNDO ORDEN

El objetivo es estimar el error ||u — up|l1.0. Sabemos |ju — upll10 <

Cinf,, cv, ||u — va|]1,0. Como IIpu € Vj, tenemos
[l —unllro < Cllu — Myulf10

donde II;, es el operador de interpolacién definido sobre ¥ = Upe, Xp. Esto
es factible si podemos construir II,u. Para ello necesitamos cierta regularidad

de wu.

Teorema 4.4. : sea ) un abierto poliédrico de R, d < 3. Sea {7} una
familia regular de triangulaciones de Q asociada a un elemento finito de
referencia (T P, f]) de clase C°. Supongamos que existe un entero k > 1
para el cual tenemos

P, Cc P c HYT)

Entonces el Método de Elementos Finitos es convergente, es decir, la solucién
uy, del problema aproximado converge hacia la solucién u del problema (P)

en la norma de H'():

lim ||u — up|l1.0 =0
h—0

Ademss, si la solucién u de (P) pertenece al espacio de Sobolev H*¥+1(Q)
tenemos

k
[lu=unllLo < Ch%ulkr0
Se dice entonces que el método es de orden k.
Demostracién: Empezamos demostrando el caso en que u € H*1(Q).

Si u € H*1(Q) entonces u € C(Q) para k > 1, d < 3. Entonces podemos

construir el operador de interpolacion II;. Tenemos
[u = up[l10 < Cilfu — Hpull0

con C = % Considerando la restriccion Iulr = Hpu para todo T € Ty,

tenemos

lu = Myulhe = (Y [lu—rullf p)'?

TeTs
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4.2. APLICACION AL ANALISIS NUMERICO DEL M.E.F. EN
PROBLEMAS ELIPTICOS DE SEGUNDO ORDEN

Por el teorema de aproximacion II, existen dos constantes Cy y C3 que de-
penden tnicamente del elemento de referencia (T, ]5, ﬁ]) tales que

k1
lu — Hrulyr < Co—t—|ulpi1r
Pr

k41
llu — Hrullor < Cs ; ||kt = C3h];“+1‘u‘k+1,T

0
Como la triangulacién 7T}, es regular Z—; < o, es decir piT < ﬁ, de donde

lu — pulyr < 020h137“|u|k+1,T

||u — HTUHO,T S ngiam(ﬂ)h§|u|k+1j

lu —Tpul[} = |u—Tpul} » + [Ju — rulf ;-
< (C30? + C3 (diam(€2))*hi*uli ¢
llu — Hrullr < C4hlj7“|u|k+1,T
donde Cy = (C20? + C2(diam(2)?)"/? Finalmente

lJu — Hpul 1.0 < Cah*|ulpio

Para demostrar que el método converge aunque la funciéon u no sea regu-
lar, tomemos V = D(Q) si V = H(Q) o intermedio entre HY(Q) y H(Q).
Tomamos V = D(Q) si V = HJ(Q). Entonces V es denso en V' y IT;, estd de-
finido en V, II;, : V — V},. Tenemos por la primera parte de la demostracion

Vo eV |lv—TIv|o < Chlulsg

es decir limy,_q ||v — II,v||1,0 = 0. Por otra parte como V es denso en V', para
todo € > 0 existe un elemento v € V tal que

€
20

y para este v, existe un nimero h(e) > 0 tal que Vh < h(e) ||v —Iuv|[10 <

= vll10 <

c . -
oTok Entonces para h suficientemente pequeno

e e

— < Cllu—II < C(|ju— —II <COlz5+=—5
lu—unllLa < Cllu=Tlhvllia < C(llu—vlliatllo-Twlle) < C(55+55

)=¢
|
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Capitulo 5

Aspectos practicos y
programacion del M.E.F.

5.1. Un Método de Elementos Finitos para el
problema de Poisson

Consideraremos el siguiente problema de Dirichlet para la ecuacion de
Poisson:

—Au=f en £ (5.1.1)
u=0 sobre T (5.1.2)

donde f es una funcién dada, definida en ).

Un gran nimero de problemas en fisica y mecénica se modelan mediante
esta ecuacion. u puede representar por ejemplo la temperatura de un cuerpo,
el potencial electromagnético, el desplazamiento de una membrana elastica
fija en su contorno y sometida a una fuerza.

Siguiendo los pasos en el tratamiento del problema modelo unidimensional
del capitulo 1, introduciremos una formulacién débil del problema (G
[(.12). Para ello introducimos un espacio de funciones definidas en 2 y para
las cuales tengan sentido las operaciones que vamos a realizar, en este caso,

V = HY().
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5.1. UN METODO DE ELEMENTOS FINITOS PARA EL PROBLEMA
DE POISSON

Multiplicamos ambos miembros de la ecuacién (EI1) por una funcién
v € V cualquiera e integrando aplicando la férmula de Green resulta teniendo
en cuenta que v = 0 en I' que u es solucion del siguiente problema:

Hallar v € V' tal que verifique,

/Vqu dridze = / fv dridxs (5.1.3)
Q Q

para toda funcion v € V

Evidentemente toda solucién del problema (B.IIH5.1.2) serd solucién de
(5.1.3). Reciprocamente si u es solucién del problema (5.1.3) entonces u serd
solucién del problema de partida (B IIH5.1.2)), interpretando las derivadas en
el sentido de las distribuciones. Vamos a construir un método numérico para
calcular en la practica una aproximacién de la solucién de (5.1.3]). Empezamos
introduciendo un subespacio de V' que sea de dimensién finita y elegiremos
una base de este espacio de modo que las funciones del mismo sean faciles
de manejar. Para simplificar supondremos que la frontera I' del dominio 2
es poligonal. Construyamos una triangulacion 7, de €2, subdividiendo €2 en
un conjunto de triangulos 7, = {T,}c=1.. g de modo que Q = Ue:l,...,E T.,
que los triangulos no se superpongan, y que las aristas de cada triangulo sea
bien la arista de otro triangulo o una parte de la frontera poligonal I'. Ver un
ejemplo en la figura 5.l A cada mallado o triangulacién 7}, le asociamos el
pardmetro h = maxrer, diam(T'), donde diam(T) = didmetro de T = lado

mayor de T'.

Definimos ahora Vj, como sigue:
Vi = {vn : Q = R, continuas; vp|r € Py(z1,73); v, =0en '}

donde P (x1,z5) designa el conjunto de polinomios de grado 1 de dos varia-
bles. El espacio V}, consiste en todas las funciones continuas que son lineales
en cada triangulo de la triangulacion 7, y que se anulan en la frontera I'. Ob-
servemos que Vj, € V. Como pardametros para describir una funcién vy, de Vj,
elegimos los valores v, (p;), i = 1,..., M de vy, en los puntos p;, i = 1,..., M,
vértices de la triangulacion 7T, excluyendo los vértices situados en la fronte-
ra I', puesto que v, = 0 sobre I'. Las correspondientes funciones de la base
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5.1. UN METODO DE ELEMENTOS FINITOS PARA EL PROBLEMA
DE POISSON

Figura 5.1: Ejemplo de triangulacion

w; € Vi,j =1,...M, estan definidas por

1 ifi=

Una funcion tipica de la base se representa en la figura

Estamos en disposicién de formular el correspondiente problema aproxi-
mado del problema(5.13): Hallar u;, € V}, tal que verifique,

/Vuthh dridxy = / fop dridzs (5.1.4)
Q Q

para toda funcion vy, € V.

En la préctica el problema (5.1.4)) se reduce a resolver el siguiente sistema
lineal algebraico de ecuaciones:

Au=b (5.1.5)

donde A;; = [,V;Vy; drids, by = [, fei dxidzy y el vector solu-

ciébn u = (u;)j=1,. m, donde u; = wup(p;) son los coeficientes de la com-

-----

binacién lineal de elementos de la base de V}, representando wuy, es decir,
up(x1,29) = ijl 1 Un(pj)pj(a1, x2), siendo p;, j = 1,..., M los vértices

.....

de la triangulacién que no estdn en la frontera I'.
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5.1. UN METODO DE ELEMENTOS FINITOS PARA EL PROBLEMA
DE POISSON

Figura 5.2: Ejemplo de una funciéon base

El calculo de los términos de la matriz A y del segundo miembro b se

realiza sumando las contribuciones de la integral en cada elemento 7" de la

A=Y Al

triangulacion, asi:

TeTh
donde
y
b= b/
TETh
donde

bz‘T = / feoi dridxy
T

Los pasos a dar en la resolucién de un problema mediante el método de

elementos finitos con la ayuda de un ordenador son:

1. Entrada de datos f, €2, etc.
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DE POISSON

2. Construcciéon y representacion de la triangulacién o mallado.

3. Célculo de las matrices elementales A7 y de los vectores segundo miem-
bro b

4. Ensamblaje de la matriz global del sistema A por suma de las matri-
ces elementales ATy del vector segundo miembro b por suma de los

vectores elementales b7 .

5. Resolucion del sistema algebraico Au = b.

6. Presentacion y visualizacion de resultados.

Vamos a precisar con algo mas de detalle el paso 3 y el 4. En primer
lugar para calcular las integrales AiTj necesitaremos la expresion explicita de
las funciones de la base ¢;, 0 méds concretamente, la restriccion a T de las
funciones ;. Observemos primero que sélamente un ntimero reducido de las
funciones de la base son distintas de cero en cada tridngulo T', en efecto, la
funcion ; serd distinta de cero en el triangulo 7T si y s6lo si p; es un vértice
de T'. Para fijar las ideas, consideremos un triangulo genérico 1" de vértices
a; = (x;,y;), © = 1,2,3 (para no manejar un excesivo numero de indices
utilizaré aqui la notacién (x,y) para designar las coordenadas cartesianas en
R?). Sélo hay tres funciones de la base de V}, cuya restriccién a T sea distinta
de cero. Son las funciones \;, ¢ = 1,2, 3, polinomios de dos variables de grado
1 en T y que verifican (figuras [5.3], 5.4 [5.5])

)\z’(aj) = 5z‘j i,7=1,2,3

La funcion A\; = a + bx + cy se puede determinar resolviendo el sistema

de tres ecuaciones con tres incognitas, a, b, c,

a+bry+cy; =1
a-+bry+cy, =0
a+brs+cys =0
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Figura 5.3: funcién A,
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Figura 5.4: funcion A,
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5.2. CALCULO DE LA MATRIZ DEL SISTEMA DE ECUACIONES Y
DEL SEGUNDO MIEMBRO: UN EJEMPLO

0.8

0.6

0.4

0.2

0.8 1
0.6 0.8

0.4 0.6
0.4
0.2 02
0 0

Figura 5.5: funcion A

y analogamente para las funciones \; y A3. Observemos que si K es el tridngu-
lo de vértices a; = (0,0), az = (1,0) y a3 = (0, 1), entonces las funciones
Ai, ¢ = 1,2, 3 tienen una expresiéon muy sencilla, pues, \y =1 —z—y, Ao =«
y A3 = y. Las funciones \;, Ay, A3 asociadas a un triangulo 7', se llaman
coordenadas baricéntricas y toman valores entre 0 y 1 en los puntos interio-
res de 1"y mayores que 1 o menores que 0 en los exteriores, y el valor 0 o 1

en los puntos frontera. Se tiene ademds ) ._; 55 Ai(x,y) = 1 en todo punto

(z,y) € R

5.2. Calculo de la matriz del sistema de ecua-
ciones y del segundo miembro: Un ejem-
plo

Vamos a calcular explicitamente el sistema (5.1.0) en el caso sencillo co-
rrespondiente al problema (B.1.4) en un dominio cuadrado con la triangu-
lacién de la figura 5.0 Calcularemos la i-ésima ecuacién del sistema (en
las figuras, la ecuacién ntimero 41 que es la que corresponde al centro del

cuadrado). En la figura 5.7 se han dibujado las curvas de nivel de la co-
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N

Figura 5.6: Triangulacién del cuadrado [0, 1] x [0, 1]

rrespondiente funcion base @41 y en la figura se ha resaltado el soporte
de dicha funcién. Empecemos calculando los términos de la matriz. La fila
41 de dicha matriz solo tendra algunos términos no nulos, concretamente y
“a priori los términos A;; correspondientes a los valores de indices ¢ = 41
y j = 32,33,40,41, 42,49, 50, pues solo para estos valores de los indices los
soportes de las funciones ¢; y ¢; tendran interseccién no vacia (ver la figura

5.).

Vamos a calcular los términos Ag; para cada triangulo T de la figura

5.9 De hecho bastara hacerlo para uno de ellos (por ejemplo el de vértices
aqy; = (0.5,0.5),a40 = (0.6,0.5),a50 = (0.5,0.6)) y por permutacién de sus
términos obtendremos el resultado para los otros triangulos. De forma algo
maés general consideremos un tridngulo de vértices (y utilizando numeracién
local para simplificar la escritura, es decir, utilizando valores para los 3 indices
1,2 y 3, en lugar de 41,42 y 50) ay(x1,y1), as(xe = o1 + h,ys) a3 = (x3 =
x1,y3 = y1 + h), la restriccién de las funciones base a este tridngulo serén
T—T1r Y—h

M=1-— -
1 h, h, 9

r — T

)\2: h )

121



5.2. CALCULO DE LA MATRIZ DEL SISTEMA DE ECUACIONES Y
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Figura 5.7: Curvas de nivel de la funcién ¢4

Figura 5.8: Soporte de la funcién ¢4
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49 50

40 41 42

32 33

Figura 5.9: Estrella asociada a la ecuacion 41

Yy—14
o

)\3:

En efecto, las anteriores funciones verifican \;(a;) = 0;; para i,j = 1,2, 3.

Los gradientes respectivos son:
VA = [-1/h,—1/h]",

V) = [1/h,0],
V)\g - [D, 1/h]t
De donde, los correspondiente productos:

VALV =2/h? VAL.VM =—1/h? VA.VI3=—1/h*

V)\Q.V)\l == —1/h2 V)\QV)\Q - 1/h2 V)\QV)\?, - 0

V3.V = —1/h* VA3.VA =0 VA3.VA3 = 1/h?

Integrando en el triangulo T, teniendo en cuenta que son términos constantes

y que drea(T) = h?/2 resulta,

1 —1/2 —1/2
AT = | —1/2 1/2 0
-1/2 0 1/2
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y analogamente para los otros triangulos del soporte de 4;. Para construir la
matriz global A estas contribuciones se han de sumar adecuadamente en la

posicién fila-columna correspondiente, asi el término A7, ird a sumarse en la
posicién Ay; 41 de la matriz global, el término AIT,Q, se sumara en la posicion
A1 42, el término A1T3, se sumard en la posicién Ay; 50 y asi sucesivamente.

Los términos de A, distintos de cero, correspondiente a la ecuacién nimero
41 seran (fila 41 de la matriz) :

Ao =Asia0 = Asigo = Agiso = —1

Az = A9 =0
Apg=4

Calculemos el segundo miembro. El término de la ecuacion 41 es: by =
fQ fou dxidxsy, la integral la calcularemos utilizando integracién numérica.

La férmula siguiente de Newton-Cotes que integra exactamente polinomios

de grado 1, es suficiente:

[ o) dady = 5 S o

donde a; @ = 1,2,3 son los 3 vértices del triangulo. En nuestro caso, la

funcién a integrar es fpy41, que vale 1 en el vértice 41 y 0 en los otros. Por
tanto,

area(T)

7 f(au)

/ feoa dxdy =~
T

sumando las contribuciones de los seis triangulos de la estrella (ver la figura

[5.9) y teniendo en cuenta que el drea de cada tridngulo es igual a h? /2, resulta

/ f(p41 dl‘d’y ~ h2f(a41)
T

La ecuacién 41 del sistema se escribe:
— Uzp — Ugo + 4Usgy — Ugp — Usp = hZf(a41) (5.2.1)
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5.3. UN METODO GENERAL PARA EL CALCULO DE MATRICES Y
VECTORES ELEMENTALES

que coincide con el método clasico de diferencias finitas. Naturalmente el
método de elementos finitos es mucho mas general pues se aplica sin difi-
cultad a dominios mucho mas generales, con triangulaciones no tan estruc-
turadas como la del ejemplo anterior. Veremos también como se puede, sin
grandes dificultades, utilizar polinomios de grado mas alto, lo que permite
en la practica mejorar la precisiéon del método.

5.3. Un método general para el calculo de
matrices y vectores elementales

Vamos a desarrollar un método de célculo de las matrices y vectores ele-
mentales que se pueda aplicar a situaciones mas generales que la correspon-
diente al caso anterior. Por ejemplo en mallados més generales de dominios
cualesquiera, con elementos finitos de orden mayor que 1, y en problemas
elipticos més generales como los que veremos en el capitulo siguiente. Desa-
rrollaremos con detalle el ejemplo correspondiente al célculo de términos:

8@] 8@2

donde Dy; k,l =1,...,d son funciones reales definidas en 2. Con notacién

matricial se escribe:
Al = / Vi DV, dxy...dz, (5.3.2)
T

El célculo de estos términos se hace generalmente pasando a un elemento
de referencia y utilizando integracién numérica. Supongamos para fijar las
ideas que Q € R2?, es decir d = 2 y consideremos un tridngulo genérico T
de vértices a; = (1,y1), as = (x2,Y2) y as = (23,y3) definido en un plano
ordinario de ejes x — y. Introducimos ahora una transformacion afin cuya
imagen del triangulo 7" de vértices d; = (0,0), dy = (1,0) y d3 = (0,1) en el
plano de ejes £ —n sea precisamente el triangulo dado T'. Dicha transformacion

afin es facil de encontrar, en efecto, utilizando las coordenadas baricéntricas

del triangulo T,
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~

)\sz
5\3:77

la imagen [z,y]" de un punto [, 5]’ viene dada por

- fumeme e R]

HEFSIHEN

Tg1 = T2 — 1, X31 = T3 — Ty,

o bien

donde

Y21 = Y2 — Y1, Y1 =Y3s — W
B— [3721 T31 }
Y21 Y31
X1
C =
"

HREEHE

o bien llamando

resulta

La tranformacién de coordenadas F' induce una tranformacién de funciones,
asi, una funcién ¢ definida en el plano x —y induce una funcién ¢ en el plano

¢ —n mediante la composicion de funciones

P(&,m) = (pol)(&,m) = w(F(&§,n)) = w(z,y)

Por otra parte las derivadas se transformaran segun la regla de la cadena:

22 oz oy
o6 | — | 9 O
£1-|E ||
on on  On

SIFR
—_
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o bien, observando que

Oz Jy
N
o on
con notacién matricial,
Vo =BV
de donde,
Vo=B 'V
Finalmente, teniendo en cuenta que
B! — I Y1  —T3xn ]

det B | —y2a1 221

y por tanto

Bt!— 1 Y1 —Ya ]
det B | —x31  Zan

aplicando el teorema del cambio de variable bajo el signo integral

Az; = /Vtgol-DV@j dxdy
T

1 S| Y —Tm; Dy Do Yst  —Yx R
— Vig; Vy; déd
detB/T 4 l —Ya1 T2 Doy Doy —T31 T2 # ddi

En el caso en que los términos de la matriz D sea funciones constantes por

elemento, introduciendo la matriz

C— [ Y31 —T31 } [Dn D12] [ Y1 —Y2 }

—Y21 T2 Dy Dy —T31  T21

el calculo de A?; se simplifica. En efecto, con la notacién

C:{Cn 012}

Co1 C22

la matriz AT se escribe

2
1 . . 1 0p; 0p;
AT = V6OV, dedn = —— 3 925 990 4e.d

127



5.3. UN METODO GENERAL PARA EL CALCULO DE MATRICES Y
VECTORES ELEMENTALES

donde hemos utilizado la notacion & = &, & = n para poder expresar apro-
piadamente la suma. La ultima integral se calcula una sola vez , pues es una
integral en el elemento de referencia, que se calcula habitualmente mediante
integracion exacta o integracion numérica exacta para los polinomios corres-
pondientes. Si los términos de la matriz D no son constantes , entonces los
términos ¢ no pueden salir de la integral, se utiliza entonces integracién

numérica para calcular la integral intermedia de la expresién anterior.
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Capitulo 6

El Método Multimalla

6.1. Introduccion

Consideremos un sistema lineal de n ecuaciones con n incégnitas
AU=F

con matriz A simétrica definida positiva y que proviene de la discretiza-
cion mediante elementos finitos, diferencias finitas o voliimenes finitos de un
problema en derivadas parciales (se puede también pensar en un sistema

multimalla algebraico).

Si consideramos un método iterativo estandar (p.e. Jacobi, Gauss-Seidel,
Gradiente Conjugado) se observa una convergencia répida en las primeras
iteraciones y después una ralentizacién de la misma. La explicacion es sencilla.

Veamoslo en el caso de un un método iterativo lineal asociado a una matriz
auxiliar B

BU) = BUY + (F — AU®)

donde B viene dada, por ejemplo

= En el método de Jacobi: B = Diag(A)

= En el método de Richardson: $1I siendo A el mayor valor propio de A
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tendremos para los errores E® = U® — U

BE(D — BE® — AE®

o bien

EY = E® —_ B 'AE® = (1-B'A)EO

Si consideramos ahora los valores propios y los vectores propios de B~1A
que supondremos siempre 0 < A} < ... < )\, < 1 y siendo ¢y, vs, ..., 1, una

base de vectores propios, escribiendo

n

EO = vy,

=1

resulta

n

B = (1= \) ot

=1

es decir las componentes v; correspondientes a un valor de | grande (A, ~ 1)

se amortiguan rapidamente.

x
03 04 05 06 07 08 09

Figura 6.1: Error inicial E(©

después de algunas pocas iteraciones v el error E® tiene la forma
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x
03 04 05 06 07 08

Figura 6.2: Error E® después v iteraciones

este error se puede corregir en mallas menos finas.

En este capitulo se ha desarrollado fundamentalmente a partir del articulo

[4] y complementado por los articulos [5], [6], [7], [8], [9].

6.2. Definiciones y Algoritmo Multimalla

6.2.1. Descripcién del problema

Se va a desarrollar la teoria general para sistemas simétricos y definido
positivos. Consideraremos el marco de Elementos Finitos conformes:

= Un espacio de Hilbert H.

= Una conjunto de subespacios de H de dimensién finita

MoyCM C...CMC...CH

= a(.,.): H x H — R una forma bilineal, continua, eliptica y simétrica.
Con estas propiedades af(.,.) es un producto escalar en H. Denotamos
||.|| 1a norma asociada, es decir ||v||> = a(v,v) que es una norma equi-

valente a la norma en H.
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= g(.) : H — R una forma lineal continua.

El problema a resolver es: Hallar u € ‘H tal que
a(u,v) =gv) YveH (6.2.1)

En la practica queremos encontrar una solucién aproximada en un subespacio
M de dimension finita, es decir, la solucion ux € Mg de

a(ug,vk) = g(vg) Yug € Mg (6.2.2)

6.2.2. Descripciéon del algoritmo multimalla

Para distintos valores de k£ = 0,1, ..., K consideraremos problemas del
tipo
a(ug, vr) = gr(vr) Vo, € My (6.2.3)

donde g;, sera definido en la propia descripcion del algoritmo.

Para cada entero k introducimos una forma bilineal auxiliar
bk(., ) : ./\/l]C X ./\/lk — R

tal que

max ka’ Ur)

<1 6.2.4
v EM b(Uk-,Uk) - ( )

Se denota MG(k, v1, va, v, p, Ukp, Ui,) al algoritmo correspondiente a
la resolucion el nivel k, con 1 iteraciones de pre-suavizado, v, iteraciones de
post-suavizado, v es el nimero de llamadas al algoritmo multimalla de nivel
k — 1, p indica el nimero de iteraciones realizadas en este nivel k, u es el

valor inicial, uy, es el valor obtenido despues de p iteraciones.

Vamos a describir una iteracion del anterior algoritmo, es decir, MG(k, v, va, v, 1, ugo, Ug1)

1. Si k = 0 se resuelve el problema ([6.2.3) de forma exacta

132
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2. Si k > 1, entonces

. 0 . . .
a) Pre-suavizado: Sea u,(g) = uy,. Se realizan v; iteraciones de

bk(u,(f) — u,(ffl), vg) = gr(vg) — a(u,&ifl),vk) Yo € My,

y se obtiene u,(:l)

b) Correccion: My_q:

o ge1(v) = g(vn) — aluy”, v 1)

" up_10=0

MG(k—1, v, v2, 7, 7, 0, ugy)

- uZhC — uZI + uk;—L'y
. c,0 , . . .
¢) Post-suavizado: V,i”l o0 = ugjl ) y realizamos v, iteraciones de
(v1,c,i+1) (%) _ (v1,0,1)
br (uy, —uy’,vk) = gr(vg) — aluy, k) Yo € My

y se obtiene uy; = u,(:l’c’”)

En el andlisis de las secciones siguientes consideraremos el problema ge-
neralizado de valores y vectores propios

a(wj,vk) = )\jbk(wj7vk) Yop € My (625)

Bajo la hipétesis (6.2.4]) resulta
O< <A< L1

y se puede elegir una base (¢;); de funciones propias tal que

bu(Vi 1) = 0y (6.2.6)
a(Vi, ;) = Nidy (6.2.7)

Utilizaremos la siguiente escala de normas |||v]||s : Dada v € My, que
se puede escribir en funcién de la base de vectores propios v = Y v,

definimos:
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ol = > Ao}

En particular
Iloll} = [l]|* = a(v,v) Yk

119111 = br(v,0) V&

En lo que sigue utilizaremos para la norma |||v|||; indistintamente las

notaciones |||[v]|| v ||v]|.
Ejemplos:

Consideremos un problema eliptico de segundo orden definido e un con-
junto © C R4=123 donde el espacio H es H'() o un subespacio del mismo
y sea (., .) el producto escalar en el espacio L*(), esto es (u,v) = [yuv y la
norma correspondiente ||v|pq = (v,v). Por otra parte designamos ||.||1.o la
norma habitual en H'({2)

El ejemplo més sencillo de algoritmos de suavizado cumpliendo la condi-

cién (6.2.4) es el método de Richardson:

a(v,v)
(v,0)

Sea A = max,enm, , elegimos

b (u, v) = Ag(u,v)

MA@l — 4@ 0 = ge(v) — a(ul ) ) Vop € My (6.2.8)

Recordemos también que tipicamente en problemas elipticos de segundo
orden donde M, representan subespacios de elementos finitos, caracterizados

por un tamano de elementos hy, se tiene

Ay <Ch? Yk (6.2.9)
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Tendremos las siguientes relaciones entre normas:
Existe una constante C' independiente de k tal que

CHh < lolle < Cllv|ll (6.2.10)
Calllelllo < llellon < Chillfelll (6211)

y en general consideraremos que

C Ol < Mlvlloe < CRNvllle ¥ & (6.2.12)

6.2.3. Interpretaciéon Matricial

En esta subseccién nos restringimos al marco del Método de Elementos
Finitos.

Sea ((bz(k))l- i =1,..., Ny la base de M, asociada al Método de Elementos

Finitos correspondiente. La matriz asociada a la forma bilineal a(.,.) vendra
dada por A®) = (Agf)), con Agg) = a(¢§k), gbgk)) Respectivamente la matriz
asociada a la forma bilineal by(.,.) es B®) = (Bl(jk)) = bk(¢§k),¢§k)). Natu-

ralmente A®) y B®) dependen de k. Cuando no sea necesario omitiremos el

indice k para aligerar la notacion.
Con notacién matricial el problema (6.2.3) se escribe

AU =G

donde U = (U;) € R™ siendo los términos U; los coeficientes del desarrollo

de u, € My, uy =Y Uiy y G = (G;) € R™, con G; = g(¢;)
Suavizado:

La iteracién de suavizado para un vector de partida W € RV se escribird
B(W-W) =G - AW
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Si U € R es la solucién de AU = G y denotamos los errores antes y
despues de la iteracion E = W—U y E = W —U respectivamente, tendremos
BE = BE — AE, o bien E = (I - B 'A)E.

Correccion:

Para un valor aproximado wy = > Wi¢; € M. del correspondiente pro-
blema [6.23) y W = (W;) € R el correspondiente vector asociado. La

correccién en M,_; se escribe
Hallar 6 € M, tal que
a8, 00 ) = g(6" ) —a(wr, ") Vi=1,. N,

(k—1

expresando las funciones de la base (¢; )) de Mj,_; como combinacién lineal

de las funciones de la base de M,

o V= 3" R Vi=1,., N

tenemos G~ = (ng_l)) € RVe-1 con

ngk—n k 1) ZR”g k) ZR”G(k

denotando R = (R ;)i=1,..Ny_y; j=1....N,

Por otra parte, para A= = (A(-fg»_l))i,jﬂ ..... Ni_1
k-1 k-1 k—1
A5V = a(of 6" 7Y)

=33 BiRua(ol, o)
s l

—= Z Z Rj,sRi,lAl(f)
s l

=Y > RuAPR!
s l
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A — RAWR!

Finalmente denotando A = (&;) € R*! definido por § = >, Aigbgk_l) la

correccion se escribe con notacion matricial

AFDA = (RAPRHA = R(GW — AWW)

R es la matriz asociada al operador de restriccién y R! su matriz transpues-
ta es la matriz asociada al operador de prolongacion. Finalmente el valor

corregido en R+ se escribe

W +R'A

Ejemplo: Para ilustrar los operadores de Prolongacién y Restriccion con-
sideraremos ahora un ejemplo sencillo en dimensién 1 que ilustra suficien-
temente el problema. En la figura (6.3]) se representan las tres funciones de
la base de una malla formada por tres elementos finitos de tipo (7, P, %)
donde T es el tridangulo, P es el espacio de polinomios de grado 1 y ¥ es un
intervalo. En la figura (6.4]) se representan las 5 funciones de la base de una
malla formada por 4 elementos finitos. La malla se obtiene de la malla gruesa

anterior por refinamiento de los intervalos en dos subintervalos iguales.
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0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

03

0.2

0.1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

(0) (0) (0) 7
g 49 N\ o
0‘8 0‘6 0‘4 '0‘.2 0 0‘2 0‘4 0‘8 0.‘8 1

Figura 6.3: Funciones de la base de M,

Figura 6.4: Funciones de la base de M
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Para construir los operadores de Prolongaciéon y de Restriccion basta
expresar las funciones de la base de My en funcién de las funciones de la
base de M. Tendremos,

1

O _ §1>+§¢§11> (6.2.13)
1 1

QG +§¢§1>+§¢g> (6.2.14)
1

O - §1>+§¢§> (6.2.15)

Sea ahora una funcién v € My C My,

0= 060+ 00 4 )

que se representada por un vector de R?, V(0 = (v§°’, véo), véo))t. Sustituyendo

s . . 0) . .z
en la expresion de v anterior las funciones gbg )i = 1,2,3, en funcion de la

base de M; utilizando (6.2.13)), (6.2.14), (6.2.15), resulta

(0) (0) (0) (0)
0) (1 0) ,(1 0) ,(1 vyt 1 Uy + 0 1
= o)+ 0 4 o) R 0 7l

de modo que las componentes de v en la base de My son
(1) (0)

o) = 4O
o) = 4O

S U§o) + véO)
4 2
4o
'U5 —_
2
que se representa como un vector de R®, V() = (vg), vél), vél), vil), vél))t. El

operador de restricciéon R es entonces

100 1/2 0
R=(010 1/2 1/2
001 0 1/2

y el operador de prolongacién es R/.
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6.3. Analisis numérico del método multima-
lla

Primeramente analizaremos el método de 2 mallas y a continuacion el
método multimalla como una perturbacion del método de dos mallas. En lo
que sigue haremos uso de algunos resultados previos.

Lema 6.1. En M, se tiene la siguiente desigualdad para valoresde 0 < oo <1

a(u, v) < |[|[ul[lirallllli-a ¥V u,v€e M (6.3.1)

Demostracion:

a(u,v) = Z Zuivja(wi, ;) = Zuivi)\i

_ Z >\1+a)/2_ (1—a)/2

_ \/ (us) 2)\(1+a \/ng)\1 )

= lulllalllv]ll1-a

Observar que la propiedad anterior es una propiedad algebraica.

Lema 6.2.

Demostraciéon
Demostremos (a), y = 2%(1 — x)?, derivando
y =ax® (1 —x2)’ —2*B(1—2)’1 =0

140



6.3. ANALISIS NUMERICO DEL METODO MULTIMALLA

2271 —2) Ha(l —z) — fz) =0

de donde a(1 — z) — fxr = 0 y el maximo se obtiene para el valor de = =

Tonax = a%rﬁ y el valor del maximo ¥,,,, viene dado por

_ Y o P
Ymaz = (a+6) ((Hﬁ)ﬁ (6.3.2)

Las demostraciones de (b) y (c¢) son inmediatas. B

Lema 6.3. Si existe dos constantes k > 1y a > 0 tales que para u € My,

llli-a < &2[[]ul]

entonces
ulllizs < &llul]] V8 0<B<a

Demostracién: Utilizar la desigualdad de interpolacion ([6.5.4]) demostrada
en la seccién ([6.5)

] ot

6.3.1. Meétodo de dos mallas

Sea e el error inicial. Podemos representar una iteracién del algoritmo de
dos mallas de la siguiente manera

5 (c(s(e)))
donde
= S representa una iteracion del algoritmo suavizado.

= C representa la correccién
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Elegiremos para simplificar v; = v = /2 y queremos estimar £ tal que

1172 (e (8 () )11l < €l llell
Observar que al reiterar las iteraciones la secuencia del algoritmo es

S¥2e. . sVesVes® . csv/?

de modo que v = 1 tiene sentido salvo en la primer pre-suavizado y en el

ultimo post-suavizado.

Suavizado, S/? (e):

Sea e = > v;¢0; un error de partida y S(e) = >_ s); el error después de
realizar una iteracion del algoritmo de suavizado tomando como valor inicial

el correspondiente a e y que viene definido por
b(S(e),v;) = ble, ;) — ale, ;) Vj (6.3.3)

sustituyendo la expresion de e y de S(e) en (6.3.3]). Gracias a las propiedades
de ortogonalidad (6.2.6]) y (6.2.7) de la base de funciones propias (1);); resulta

sl =(1— )\j)vj Vi

Observemos las siguientes propiedades de la iteracion de suavizado:
Lema 6.4. Para todo 8 € R

H1S(e)lllo < [llelllo (6.3.4)

Demostracién
11S(e)[]1F =D vi(1 = A)?N
<> 0PN =llelll;
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Lema 6.5. Para valores 0 < o < 1 tendremos :

S22 = D021 = A) AL
A AN,
< fw.a)llell]”
de donde finalmente
115Y2(e)lll1a < f(r/2,a/2)]]lell] (6.3.5)

y también

ISP = D vra -
2.

21_ )\04)\104

Z

IN

fv,a)lllellli o

de donde finalmente

I1SY2 ()l < £(v/2,a/2)lllell[}_q (6.3.6)

Observacién:

Observemos ahora que si denotamos la norma en L?(2) mediante ||v||o.q =
(v,v)"? tendremos

1191115 = bi(v,v) = AellvllG o (6.3.7)

En un problema eliptico de segundo orden utilizando ([6.2.9]) y la relacién

(E217)), de la estimacién ([G.3.6) con o = 1 resulta para la iteracién de
Richardson

T
Vv1+v k
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donde C' es una constante independiente de k. Vemos que el factor de reduc-
cion del error depende de h,;l que es un valor en general muy grande para
las mallas mas finas por lo que en general se necesitarian muchas iteraciones
del algoritmo de suavizado para reducir significativamente el error si perma-
necemos en el nivel k. La idea que subyace en el método multimalla es ir a

corregir el error en mallas menos finas donde el valor de h; es mas grande.

Correccién en la malla inferior, C(S®/?) (e)):

Sea wuy, la solucién exacta en el My y e un error inicial correspondiente

.2 . . 2 . ., .
a una solucion aproximada de partida. Sea ul(:/ ) 1a aproximacién obtenida

depués de realizar v/2 iteraciones de suavizado en la malla k. Sea S®/?)(e) =

v/2)

e,(:/Z) = uk—u/,(C

el error correspondiente a esta aproximacién. La correccion
(correccién exacta en el método de 2 mallas) en el nivel £ — 1 consiste en

resolver el siguiente problema: Hallar 6 € Mj_; tal que

a(8,v-1) = g(vs—1) — alul? ver) = alup — u?  vsy) Vol € My
o bien,

a(0,vp_1) = a(ug — u,(:/Q), Up—1) YV up_1 € My
es decir,

a(0 — e,(:/m,vk,l) =0 Vo € Mj_;

0 es la proyecciéon ortogonal del error e

,(:/ ? en el subespacio Mj_; donde la

ortogonalidad es en el sentido del producto escalar a(.,.). El valor corregido

(v/2,¢) _ Ug//Q

es u, R , por lo tanto el error despues del presuavizado y la

correccion es
C(S¥2(e)) = Cley™) = wi—w = w— (" +0) = e =0 € My,

Podemos considerar que los elementos de Mj- | son de variacién lenta y los

de M._; son de variacion rapida. Tenemos ahora que estimar
v/2 v/2
e =8Il = e
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Teorema 6.1. Supongamos que existe constantes kK > 1 y a > 0 tales que
para todo v € M | N M,

1ollh-a < &2 [][0]] (6.3.8)
entonces
IIS“2(C(ST ()] < Elllelll Ve € My (6.3.9)
donde
k—1 ) k—1
( ) osiv <
- K o
—1
K f(r,a) siv> "
o
Comentario:
Puesto que 4 es la proyeccion ortogonal de e, v/ 2),
v/2 ’ v/2)
e = alll = _tnf lle”” ~ o]l

veEMEk—1

Tenemos para todo v € H ,|||[v]||* = a(v,v). En problemas elipticos de se-
gundo orden donde H es H' o un subespacio del mismo la norma [||.||| es

equivalente a la norma ||.||; de H' con constantes de equivalencia indepen-

dientes de k. La dificultad que tenemos a la hora de encontrar una estimacién

de |, w2 _ s || es que el(C/ ) 1o es en general suficientemente regular para

poder utilizar una estimacién del tipo He,(:/Q) — V1|1 < Chk,1||e,(:/2)H2 para

2
todo vp_1 € Mj_1 puesto que en general eg// ) ¢ H?
Demostracion
Presuavizado y correccion:

Tenemos gracias a la ortogonalidad entre C (e,(:/ 2)) y C (e,(:/ 2)) — e,(:/ 2

e NP = aEc(el”™),cel’))
= alC(e”), ")
< e M h-allled™ 1 1a

« v/2 2
< &2 NMNe M hva
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donde se ha utilizado la hipétesis (€.3.8). Simplificando y utilizando la esti-
macién (6.3.5)
v/2 o
HCe I < & F(v/2,a/2)] el (6.3.10)

Postsuavizado:

Después del postsuavizado, utilizando (6.3.0), resulta
IS“2 eI < F/2, a2l -

utilizando de nuevo (6.3.8)), la estimacion anterior (6.3.10) y las propiedades

de la funcién f(.,.) se obtiene

11SED (e NI < Ko f (v, a)llle]l] (6.3.11)

Finalmente sustituimos « por  con 0 < 8 < a y minimizamos respecto a

0
S5 Fw ) = og (22) 6" (v ) =0
de donde
k3 _1
v+ B
lo que implica
5= v
k—1

Tenemos dos casos si —=5 > « entonces el mnimo se alcanza en el extremo
B=ay
_ L«
§=r"f(v,a)
En el caso % < « entonces el minimo se alcanza para f = - y despues
k—1 k—1
de algunas operaciones elementales resulta

K—1

§=( )"

K
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25 \nu=1, \kappa=10 \nu=1, \kappa=6
y
\1 \nu=1, kappa=4
\ — ]
\ | |_—
S — —
o —~—— |
= — ] \nu=2; kappa=4———
5
25
~—
R e e R N \nu=3, \kappa=4
X
0 0,25 05 0,y5

\ 4

Figura 6.5: Gréfica k® f(v, ) vs o después v iteraciones

Comentario:

Hasta aqui la teoria es puramente algebraica pues en la obtencion de

la estimacion (6.3.9) no se hace uso del problema variacional en dimensién

infinita de partida del que provienen el sistema de ecuaciones algebraico. El

punto clave estd en la hipétesis (6.3.8]). Si el pardmetro x no depende del nivel

k el factor de reduccién del error es independiente de dicho nivel. También

la estimacion de £ serd mejor cuanto mas pequeno sea el valor de k

Veamos en un problema eliptico de segundo orden como se puede estimar

un valor de k independiente del pardametro de la malla hy.

Consideremos un problema eliptico de segundo orden,

—V(aVu)+bu = f inQ

u = 0 onT
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donde € es un dominio acotado y poliédrico de R*=123 y T su frontera que
supondremos suficientemente regular. Suponemos f € L*() y las funciones

a€CHQ) ybe CQ) verificando

0< Qmin S (I(.T) S Amaz Y 0 S bmln S b(ﬂj‘) S bma:v

En este caso tomaremos como espacio H = Hg (). La formulacién débil

del problema es hallar u € H}(Q) tal que

a(u,v) = / aVuVv + buv = / fv YveH)Q) (6.3.14)
Q Q

Consideraremos la aproximacién del problema en una secuencia de espa-
cios de elementos finitos construidos sobre un conjunto de mallas encajadas
formadas mediante triangulaciones regulares Ty, de Q y My = {v; : Q —
R, continuas , vg|r, € Pi(T})}. Si desiganmos hy el tamafio caracteristico del

la malla asociada al nivel k supondremos la relacién hy_1 = 2h;.

Teorema 6.2. Consideraremos en primer lugar el caso mas sencillo en el que

se tienen las hipotesis de regularidad y aproximacion habituales.

1. Hipotesis de regularidad.
Supongamos que la solucién u de (6.3.14) verifica:

[lullz.0 < Cal[ fllog (6.3.15)
donde Cy = Cy(a, b, )

2. Hipdtesis de aproximacion.

Los espacios M}, satisfacen la siguiente propiedad de aproximacion:
para v € H?(Q)

it v =l < Cahel ol 2o (6.3.16)

donde C5 = C3(Q2, Ty)
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Queremos demostrar que para todo v € ./\/lé_1 existe una constante k > 0
tal que
olllo < &[0l (6.3.17)

Demostracién

Observemos que la relacion (6211 da
Ivlllo < CahyHlvllog (6.3.18)
Y tenemos también la equivalencia de normas
Colllvlll < llv]le < Cillfol] (6.3.19)

Para estimar ||v||oq utilizaremos un argumento de dualidad estdndar. Sea

p € L*(Q) y sea z € H la solucién de
a(z,w) = (p,w) Ywe H
Elegimos w = v € M3 . Para todo x € M;_; tendremos

(,v) = a(z,v) =a(z—x,v) < ||z = xllLellvlhe
< Cshi—1l|2]2.0]v]|1.0

< CyCshy—r|| o0l [v]]1,0

de donde
U
(. v) < CoCshy_1||v]]1,0
I 2l]0.2
LU
ol = s % < CoCyhyalollie = 2CCshel /o]l

y utilizando (6.3.18)) y (6.3.19)
[H[olflo < 2C2C3C4][v][1,0 < 2C1C2C3C||[v]]] (6.3.20)
de donde kY2 = 2C,C5C5C,.

149



6.3. ANALISIS NUMERICO DEL METODO MULTIMALLA

Teorema 6.3. Consideraremos el caso general con hipodtesis de regularidad
més débiles. H® = H*(Q)) seran los espacios de Sobolev con las normas co-
rrespondientes ||.|[s0 vy H® = L*(Q) y H' = H}(Q). También H % = H*(Q)
es el espacio dual de H® = H*(Q2) y designamos mediante < .,. > el producto

de dualidad correspondiente.

1. Hipdtesis de regularidad.

Supongamos que la solucién v de (6.3.14) verifica: Para 0 < v <1
[ulliran < Colflla-1,0 (6.3.21)
donde Cy = Cy(a, b, )

2. Hipdtesis de aproximacion.

Los espacios M}, satisfacen la siguiente propiedad de aproximacion:

parave HT ey 0 <a<1

inf [l — xllve < Coh2llollsa (63.22)
XEM

donde C5 = C5(2, T7)

Queremos demostrar que para todo v € Mj- | existe una constante k > 0
tal que
ollli-a < &22l[0]l] (6.3.23)

Demostracién

Observemos que la relacion ([6212) da
ollli-a < Cahy®|v[|1-0,0 (6.3.24)
Y tenemos también la equivalencia de normas
Coll[oll] < [vl[1,0 < CillJvl]] (6.3.25)
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Para estimar ||v||;_q.q utilizaremos un argumento de dualidad. Sea p € H*™*

y sea z € H la solucion de
a(z,w) =< p,w> Ywe H
Elegimos w = v € Mj-_|, para todo x € Mj;_; tendremos

<pv> = a(z,0) =a(z - x,v) <[z = xllelvlhe
< Gshiallzlhiraallvllie

< GGshi_y|lplli-aellvllie

de donde
< v >
=BTZ < o0 olhe
[T
< v >
10]iae = sup —Z < CoCshe[[0]la = 2°CoCshe| ]| 1o

pero—t ||plla—r0
y utilizando (6.3.24) y (6.3.25)
[[v][[1-a < 29C2CsCh][v][1,0 < 27CLCC3C|[[v]]| (6.3.26)

de donde k%% = 2°C,C5C5C4.

6.3.2. Convergencia del Método multimalla, ciclo W
(v=2)

Vamos a considerar el Método multimalla como una perturbaciéon del
método de dos mallas, concretamente el llamado ciclo W que corresponde a
un numero de llamadas v = 2 del algoritmo multimalla de nivel inferior. En
el ciclo W el error e inicial se transformara en

Sw/2) (é(S(Vﬂ) (e)))

con C en lugar de C. Aqui C representa 2 llamadas al algoritmo multimalla

de nivel inferior Mj_;. Queremos calcular é tal que
1SS (D) < Ellfell
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Teorema 6.4. Supongamos

IISY2(C(SY 2 D) < €lllell] Ve € My

donde ¢ estd definida en el teorema (B.1). Entonces existe 0 < £ < 1 inde-
pendiente de k tal que

IS¢ S NI < Elllelll - Ve & M (6.3.27)

Demostracién

Procederemos por induccién. El teorema es cierto para un método de dos
mallas, £k = 2. En efecto, en este caso C es la soluciéon exacta en la malla

inferior £k = 1, £ = & y ([6327) es cierto como consecuencia del teorema

@)

Supongamos ahora que el teorema es cierto para k — 1 mallas. Sea e =
S@/2)(e) el error en M}, después del presuavizado y sea 6 la correccién exacta

en Mj_1, es decir, ¢ es la proyeccién ortogonal de € sobre M;,_; en el sentido

del producto escalar af(.,.). Sea 0 la correccién obtenida después de aplicar
dos veces el algoritmo multimalla (con v = 2) en Mjy_;. Con las mismas

notaciones que en el teorema ([6.I]), € = § + C(€) y de forma correspondiente

& = 0 + C(€). Tendremos por la hipétesis de induccién
116 = a1l < €1l
es decir,
lle—c(e) — (e~ Ce)lll = lIC(e) — C(e)l]| < €[IC(e) — el

Tenemos C(&) — C(€) € My_1 y C(€) — & € My_, y también C(e) € M.

Aplicando el teorema de Pitdgoras
lIC(e) —c(e) + &xc(e)l||” =
lIC(e) —c@]I” + 'lIc@)]]* <
g (lllc@ —elll* + [llc@l1?) = &*llell”
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Tomemos ahora en cuenta el presuavizado y el postsuavizado. Teniendo en

cuenta la propiedad (6.3.4) para 6 =1

SRS N = [I(1 — €S2 (S (e))

+8WA(C — ¢+ 20)(S¥2(e))|]

< (1=)ISP eS|+ ISP (C —C + %) (S ()

< (@ =)+ E)llelll = &lllell]

donde la ultima igualdad es cierta siempre que

E=(1-8)+8=¢-¢e+8
o bien
(1-8&—-E+6=0
Despejando &,
g_ 1+ (26-1)
o 2(1-¢)

de las dos soluciones unicamente la solucién

c_ &

A

da un valor de £ > 0 para valores de £ > 0. Para obtener valores de & < 1

necesitamos tener £ < 0.5, pero siempre podemos elegir ¥ de manera que

£<05 W

6.3.3. Convergencia del Método multimalla, ciclo V

(v=1)

Consideramos en esta subseccion la convergencia del método multimalla

con una sola llamada al algoritmo de multimalla de nivel inferior, es decir, el

llamado ciclo V' que corresponde a v = 1.

El analisis de la convergencia del ciclo V' necesita dos resultados previos

acerca del suavizado.

153



6.3. ANALISIS NUMERICO DEL METODO MULTIMALLA

Lema 6.6. Sea u € M, y 0 < a < 1. Entonces
v v v v/2
SY2 @)1/ ulll < (ISEH2 (w)][]2/]1|SY/2 (u)]|[?) (6.3.28)

el o/ el < (1= [ISY2 @)1/l [2)* (6.3.29)

Demostracién

Para demostrar (6.3.28) veamos primero que
1ISE2 @)|I] < IS+ )|/ |ful | /4D (6.3.30)
En efecto, mediante induccién sobre v, es cierta para v = 1, pues
p p

111SY2 (w)]|]* = a(SY? (1), SY? (u)) = a(S(u), u) < |||Sw)]||-|[|w]|]
ST )1 < (1S () [[1M2 ][l

Supongamos ahora cierta la desigualdad (6.330) para v — 1 y veamos que

entonces es cierta para v,
IIS¥2 @) = (87 (u), 8/ () = a(SC/2) (u), 80D (w)) < [[|SC D (w)] |||l 5

Utilizando ahora la hipdtesis de inducciéon en el segundo factor del ultimo

producto
IS¢ @)l < 1IS© 721118 @] 17 ful 4+

y como 2 — (v — 1)/v = (v + 1)/v resulta simplificando y extrayendo la
raiz (v + 1)/v en los dos miembros de la desigualdad obtenemos (6.3.30)).
Finalmente (6.3.28) se obtiene de (6.3.30) elevando los dos miembros a la
potencia v + 1 y reordenando,

IISY/2 @[] < (|8 (@) [[[]]ul

IS+ (w7 ]
AU
IS@2 W)l

I1SY72 (w)][] <

dividiendo por |||u||| se obtiene (6.3.28)).
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Para demostrar (6.3.29) observemos primero

IISY2 u)lI* = Zu (1=A
= ZuQA - ZuW = [l = 1] lull]3
de donde
lll3 = HHlulll” = 11182 (u)]|? (6.3.31)
Ahora utilizando la desigualdad de interpolacién (65.1H) y la observacién
([6.3.31)) tenemos
—a a/2
ellliea < [l (Hull? = S2 @)]]?)
= [llullP=(Illl2 — Spfat©)

[[Tell]?

= [|Jul]].(1 - w)m

[Tl

Dividiendo por |||ul|| obtenemos (6.3.29). B

Teorema 6.5. Supongamos que existe una constante x > 1 independiente

del nivel k tal que para todo u € Mj , N M, tal que

1ulllo < &2 full (6.3.32)

Supongamos ademéds que para todo v € M, se verifica la siguiente hipotesis
de induccién

11C(v) = C)II] < &JlIC(v) =] (6.3.33)
donde f = . Entonces
118“/2 (8 N)II] < &llfolll (6.3.34)

Demostracién

Procederemos por inducci 6n. Observemos primero que al igual que en

el ciclo W la hipétesis ([6.3.33) es la hipétesis de induccién correspondiente
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a una unica llamada al algoritmo multimalla de nivel inferior. El teorema es

cierto para un método de dos mallas, £ = 2. En efecto, en este caso C es la

solucién exacta en la malla inferior k£ = 1

Supongamos ahora que el teorema es cierto para k — 1 niveles, es decir,

se verifica ([6.3.33)). Tenemos por una parte, para todo v € My, razonando
como en el teorema (B4) C(v) —C(v) € My_1 y C(v) —v € My y también

C(v) € M;-_,. Tenemos entonces las siguientes propiedades:

= Aplicando el teorema de Pitégoras

11C(v) = C(v) +EC)|II* =

11C(w) = C@)I* + EllIC()l]]* <
E(lllc() = ollI> + IC@)II®) = E1lloll?

v extrayendo la raiz cuadrada
11C(v) = C(v) + EC(w)[[| < €]|0]]]
= Sea ahora para v € M,

y(v) = 1—[[|SCH2 ()| [?/]]|SY2 ()]

y denotemos © = S®/?) (v). Entonces tendremos utilizando (6.3.28)) con
u="v

\Ha‘>’(”/2)(v)|l||||U‘H
[l

)" ol = (1= y(w)/2|[v]]|

1o/l = [lIS""2 (@)]|| =

< (SR )2
— ISP

= Aplicando (€3] y la ortogonalidad entre C(v) y v — C(v) para todo
v e M,

HC@)I]* = a(C(v),C(v)) = a(C(v),v) < [[IC@)]loll]v]]]2
teniendo en cuenta la hipétesis (6.3.32)) y simplificando

HC@ < &2 []]v]]]2
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» Utilizando 6329) cona =1y u=7v
eIl < &2(1o]]]

IS 2@
1o}

< w2yt 2 (w)][]o]]

K21~ )llal]]

Ahora, denotemos w € My, y w = S#/? (w). Como C? = C, se tiene

a(C(v),w) = a(C*(v), w) = a(C(v),C(w))
de donde
a(S¥P(C(SY (v))), w) = a(C(v), D)
(1 = &)al(C(v),C(@)) +al(C — € +£C)(0), @)
(1= Ry 2 (0)r! 2y (w) + €) |||

(1= &)y )y (w) + €) (1 = y(@)) (1 = y(w)))"[[[o][|-|[[w]]

IA

IA

y finalmente observando que 0 < y(v) < 1 para todo v € My,

[IS¥2(C(STP I < sup (1= E)rz +E)(1 —2)"||J]]

z€[0,1]

K

< sup (v +1)(1 —x v
K+me$ )(1 =) lo]]

[l

K4V

donde hemos sustituido el valor de é por é =

Observacién: En el anterior teorema se ha utilizado la condicién de regu-
laridad determinada por o = 1.

Observacién: La demostracién anterior también es valida para el ciclo .
En la demostraciéon se sustituye f por §2 y se elige 52 = . De modo que

en el caso a = 1 para el ciclo W tendremos
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Corolario

Con las hip6tesis de los teoremas (6.4]) y (6.5]) para o = 1 tendremos para
el ciclo W
IISY72(C(S"2 ()1 < €]ll]]] (6.3.35)

donde £ = min{¢, &} donde € y € estén definidos como en los teoremas (6.4)
y (63) respectivamente. B

6.4. Complejidad Algoritmica del Método Mul-
timalla

En esta seccion estudiaremos la complejidad algoritmica del método mul-
timalla, es decir, el nimero de operaciones necesario para resolver un sis-
tema de ecuaciones con el método multimalla. Estimemos en primer lugar
el niimero de operaciones necesario para realizar una iteracion del algorit-
mo. Sea ny el nimero de incégnitas (ecuaciones) en el nivel k. Supongamos

Ch = supg<<i "fb—: Llamemos 6 = C'yy < 1. Sea v el nimero de suavizados

(presuavizados y postsuavizados) en cada iteraciéon. Para un ciclo v y para
todo nivel k el nimero de operaciones en cada paso del algoritmo es

Suavizado, §: Cs.ny

Restriccién, R: Cr.ny

Prolongacion, P: Cp.ny

Resolucién exacta en el nivel £ = 0: C

El niimero de operaciones Nop en una iteracién del algoritmo multimalla del
ciclo v sera

Nop = (VCS + C’R + C’p)(ﬂK + g1+ ... + 7K71n1> 4 fYK,lCO
gE-1
= (vCs + Crt Op) (140 + . 4+ 0% e + WCO
H
K—1
< ((st + Cr + Cp) . Cyf
1-6 ny

)nK < Cng
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donde se ha tenido en cuenta
ng_1 < Cpgng

ng_o < Cyng_1 < Chng

T S CI{I(_l’I’LK

Observaciones:

Veamos en que condiciones se cumple la restriccion § < 1 de modo que el
nimero de operaciones de una iteracion del algoritmo multimalla de ciclo ~
sea proporcional al niimero de ecuaciones. Llamando Ay al diametro méaximo

de los elementos de mallado correspondiente al espacio My, en un refinamien-

hik—1
hi

h*d
~ T R L R S
/A 2 y en consecuencia el g 27%=~ Cpy.

to uniforme tendremos

De modo que

§=Cuyr~2% <1

lo que implica la condicién v < 2¢. Por tanto en problemas de dimensién
d = 1, se necesita v = 1. En problemas de dimensién d = 2 la condicién es

0 = vCu = T < 1 que se satisface para v < 3. En problemas de dimensién

d = 3 la condicién es § = yCy = § < 1 que se satisface para 7 < 7. En

un refinamiento adaptativo en problemas en dimension d = 2, tendremos

Nkg—1

£-1 ~ 1/2 = Cp, necesitamos entonces v < 2, es decir v = 1. Para el ciclo
k

< 1 que se satisface

V' tenemos siempre # = Cy < 1, la condicién es "f;l

siempre.

Evaluemos ahora el nimero de operaciones necesarias para obtener una
solucion aproximada del sistema de ecuaciones con un error inferior a una
toleracia prefijada. Sea ug € Mg la soluciéon exacta en el nivel K. Sea

uﬁ?’ € Mg el valor aproximado inicial y u(l? € M, el valor obtenido des-

pues de ¢ iteraciones del algoritmo multimalla. Queremos elegir el nimero de

iteraciones ¢ de manera que

luf) — ucll < ¢'[luf) —uxll, < <e (6.4.1)
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donde ¢ = é paray =2o0¢ = é para v = 1 definido en los teoremas ([6.4])
y (6.0). La tolerancia € esta fijada de antemano. En la préctica si estamos
resolviendo un sistema de ecuaciones que proviene de la aproximacién de
un problema de ecuaciones en derivadas parciales mediante el Método de
Elementos Finitos ( o Diferencias Finitas o Volumenes Finitos) queremos
obtener una soluciéon aproximada dentro de los margenes de error del propio
método, es decir, si suponemos que el método es de orden s, el requerimiento
serd ' = Chi. De modo que si ng = hi?, ¢ = Cng’/® de donde tomando

logaritmos

ilog(s) = log(C) — glog(nK)

es decir el nimero de iteraciones a realizar ¢ es del orden i = O(logng) y el
numero total de operaciones para resolver el problema dentro de la precisiéon
prefijada sera

O(nk log(ng))

Método Multimalla Completo: Iteracion Anidada

En el algoritmo multimalla considerado anteriormente el punto de partida
es el sistema correspondiente a la malla mas fina es decir la correspondiente
al espacio M . Consideremos ahora una modificacion del algoritmo en la que
el punto de partida es el sistema con menor niimero de ecuaciones, es decir
el correspondiente a la malla mas gruesa correspondiente al espacio M. El
algoritmo siguiente se conoce como Método Multimalla Completo (en inglés

“Full Multigrid Method”) y se basa en la iteracién anidada siguiente:

1. @y = ug solucién exacta en M,

2. Parak=1,.., K

a) uko = 1 x(TUg_1)

b) MGM(]{:7 Vv, Va,7, Z.a UE,0, uk,i)

160



6.4. COMPLEJIDAD ALGORITMICA DEL METODO MULTIMALLA

C) ﬂk = Uk,

donde IIj_; ; es el operador de prolongacién
s Mp—y — My,
Vg—1 —7 Vg = Vg—1
y ademas el niimero de iteraciones ¢ es el mismo para todos los niveles k.

Consideremos ahora la resolucién mediante el Método de Elementos Fi-
nitos del problema (6.2.1) con el algoritmo multimalla completo. Podemos

enunciar la siguiente estimacién del error,

Teorema 6.6. : Estimacion del error para la iteracién anidada.
Sean C > 0, s > 0 y hy verificando

g, —u|| < Chhs Yk (6.4.2)

||Hk_17k(uk_1) — uk|| S Clhz \V/k’ (643)

~ ~

donde [|v|| es la norma de v € H. Sea ¢ = ¢ paray =20 ¢ =& paray = 1,
definido en los teoremas (6.4)) y (6.5]), entonces

||t — ugl| < C5C1RE (6.4.4)
con
C ) = ————
3<§72) 1 _ ngl
donde
hk—l s
Cs = sup ( . )
k k

Observacién: Observemos que la unica condicién requerida para el valor
de i es Cyc? < 1.

Demostracién
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Procederemos por recurrencia: Para k = 0 el teorema es cierto. Suponga-
mos cierto el teorema para un nivel k£ — 1, es decir,

|1 — ur—1l] < C5Cihi_,
tendremos para el error en el nivel k£
s = ]| = [ = wall < < — ]| = Ty () = ]|
= ¢! Mgy p (1) — g + g1 g (p—1) — ey g (up_1)]]
< gi(HHk—Lk‘(uk‘—l) — wgl| + [T g ]| ]| G—1 — Uk—1||)
< S (Cibj + CyCriby ) < ' Cib (14 C5Cr)
= C3C1hj,

donde el dltimo paso es cierto si elegimos Cs(s, ) = 1—<ng

Comentario: Hemos utilizado la propiedad ||IIx_1x|| < 1. En efecto si
IT;_1 % es el operador de prolongacién definido por la inyeccién de Mj_; en

M, tenemos ||Ix_qx|| = 1.

Comentario: La estimacion habitual en una aproximaciéon mediante Ele-
mentos Finitos del problema (G.2.1)) es

lue —ul| < Chy Vk
donde podemos suponer que la constante C' es independiente del nivel k.
Utilizando Cy > (hz—;l)s
M1 e (tge—1) = wl| = (-1 — wil| < [luk-1 — ul] + |[ug — ul]

< Chi_ |+ Chi < Chi(1+ C)

Eligiendo ahora C} = (1 4+ C5)C se obtienen las dos propiedades (6.4.2)) y

(643) para la misma constante C del enunciado.

Comentario: El teorema asegura que la cota del error en todos los niveles
k=0,1,..., K difiere respecto al error de discretizacién Ch; inicamente por
factor Cs(s, 7).
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6.4. COMPLEJIDAD ALGORITMICA DEL METODO MULTIMALLA

Coste de la iteracién anidada

Vamos a evaluar el nimero de operaciones en el nivel k£ de la iteracion

anidada. El coste de una iteraciéon del método multimalla en el nivel k, des-
. / . gk—1 . %
preciado el coste del término =—.n; correspondiente a la resolucion exacta

en el nivel £k =0, es
(I/CS + CR + Cp)nk

Wi = 1-0

donde 8 = Cyvy < 1. Puesto que tenemos n;_; < Cyny tendremos en cada

nivel

Wg_1 < CuWgk

Wk_o < CyWg_1 < C{Wy

Wi < OB Mg

El coste de la iteracion anidada sera

Wi+ iWe + W+ L+ iW

1

1-Cy

K
<1 Z CgikWK <

k=1

Wi

También hemos despreciando el coste de la prolongacion u,io) = Iy o (Ug—1).

En consecuencia el nimero de operaciones para realizar la iteracion ani-

dada con i iteraciones en cada nivel es a lo sumo veces mas que 1

1
1—Cx
iteraciones simples en el nivel K.

Corolario

En el contexto anterior, el nimero de operaciones para resolver el sistema

de ecuaciones utilizando la iteracion anidada es proporcional al nimero de
ecuaciones.
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Demostracién

Basta elegir el niimero de iteraciones i a realizar en cada nivel verificando
Cg§i <1.1

6.5. Anexo: Desigualdades de Holder

Teorema 6.7. : Desigualdad de Young
Paral <p,qcon1/p+1/¢=1

1 1
a,b< —-a’+ -0 Ya>0Vb>0 (6.5.1)
p q

Demostracién

La funcién logaritmo es céncava sobre |0, oo,
log(~a” + 1) > — log(a) + - log(q) = log(at)
og(=a? + =b?) > = log(a) + = log(q) = log(a
p q p q

de donde como la funcién logaritmo es también creciente en |0, co[ se obtiene
(E5.1) m
Teorema 6.8. : Desigualdad de Holder

Sean u = (uy, ..., uq)t, v = (v, ..., vq)" € R? con producto escalar (u,v) =
> ww; v las normas |[v]], = (>, |ui|p)1/p para todo p € R con 1 < p.
Tenemos para p,g > 1y 1/p+1/g=1

|(w, )| < [Jullp- [l (6.5.2)

Demostracién

Aplicando la desigualdad de Young (6.5.1)) a los productos |u;|.|v;],
1 py 1 o Lo e
[(w0)] < Y il ol < ];Z i +§Z il = Zllellp + 2 llellg - (6.5.3)
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reemplazando v por Au con A > 0
AP 1
Al(w, 0)| < —[[ully + ~[vl[§
p " g

dividiendo por A

(»-1)
|(u,v)] <

1
[l + 3 101l

minimizando el término de la derecha en la anterior desigualdad con respecto

a A, el valor minimo se alcanza para A = Apin = |[ul];"[|v| |q/p y sustituyendo

este valor se obtiene (6.5.2]). W

Corolario: Desigualdad de interpolacién 1

Para 0 < 8 < « se tiene la siguiente desigualdad de interpolacion

3 1-£
Holll-s < vl ol (6.5.4)

Demostracién

vll]3_s = me
B B(1_a) 21-8) 1-8
— ZUQ"‘)\“(l 2(1 ))\} @

B (0%
llamemos a; = “)\a(l )

desigualdad de Holder (652) parapy gcon 1/p+1/qg=1

Z a;b; < (Z ali’)l/l?(Z b‘il)l/q

2(1-8y 1-2 . .
y by = v, *'A © y apliquemos la siguiente

resultando

oll[2_s = (3w e Xre ) Ve (§0 2070y s

% 7
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eligiendo p y ¢ tales que 1/p = /ay 1/q =1— §/a resulta

g _8 98 s
oll[i- < ZUW “) ZUQA * = [[Jollf ool P

extrayendo la raiz cuadrada en los dos miembros de la desigualdad se obtiene

54). =
Corolario: Desigualdad de interpolacion 2

Para 0 < a <1 se tiene la siguiente desigualdad de interpolacién

ollliea < ol l0l]l5 (6.5.5)
Demostracién
oIl = ZU2A e
=) N2z
llamemos a; = vf (1_O‘)A§1_a) vy b = vf“)\?a) y apliquemos la siguiente

desigualdad de Holder (6.5.2) parapy gcon 1/p+1/g=1
doaibi < (Y a) (Y b

resultando

[[l]13 0 = (3 o pp o) e (57 200 y2aery s

% %

eligiendo p y ¢ tales que 1/p=1—ay 1/q¢ = « resulta
1 «a —a «a
Ivllia < ZUQ)\ sz)\z = ol ol113

extrayendo la raiz cuadrada en los dos miembros de la desigualdad se obtiene

655)
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