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Un ejemplo sencillo

Hallar x = [xy, ..., x4]' € R" verificando

2X1 +1x0+0x3+4x4 = 2
—4x1 — 22X +3X3 —7x4 = -9
4x1 +1x0 —2x3 +8x4 = 2

Oxy —3x —12x3 — 1x4 = 2
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Un ejemplo sencillo

que escribiremos en forma matricial Ax = b con

2 1 0 4 2 Xy
| -4 2 3 7 = | %
A=l 4 1 2 8| BT 2| Tk
h =8 =g =i 2 X
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Un ejemplo sencillo

Ahora realizaremos una serie de transformaciones en el
sistema anterior; poniendo A; = A, b; = b trataremos de
eliminar la incognita x; de la ecuaciones 2,3y 4.
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Un ejemplo sencillo

Primera etapa

Para ello multiplicamos la primera ecuacién por 2y la
anadimos a la segunda ecuacién que se transforma en

0xy +0x> +3x3+1x4 = —5

Analogamente, multiplicamos la primera ecuacion por —2 y la
anadimos a la tercera ecuacion
Oxy —1xo — 2x3 + 0x4 = —2

Puesto que x; no interviene en la cuarta ecuaciéon no
modificamos ésta. Al final de esta primera etapa de eliminacion
de x; obtenemos un sistema equivalente A>x = b, con

2 1 0 4 2
0O 0 3 1 5

=19 1 2o o P=| 2 -
0 -3 —12 —1 2
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Un ejemplo sencillo

Segunda etapa: Eliminacion de xo

Para eliminar x» de las ecuaciones tercera y cuarta, no
podemos utilizar la segunda ecuacién puesto que en ella el
coeficiente de xo, que llamamos pivote, es nulo. Por el
contrario, elijamos, por ejemplo, la tercera. Multipliquemos la
tercera ecuacion por —3 y sumemosla a la cuarta, que se
convierte en

0xq1 +0xo —6X3 — x4 =8

Si permutamos las ecuaciones segunda y tercera, obtenemos
el sistema lineal equivalente Azx = bs con

2 1 0 4 2
0 -1 -2 0 2

A=1o 0 3 1 b=| g J;J~
0 0 -6 —1 8
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Un ejemplo sencillo

Tercera etapa: Eliminacién de x; en la cuarta ecuacion

Como el coeficiente x3 de la tercera ecuacién es no nulo, lo
elegiremos como pivote. Se multiplica la tercera ecuacion por 2
y la ahadimos a la cuarta para obtener

0x1 +0xo + 0x3 + x4 = —2

El sistema de ecuaciones lineales, equivalente, que finalmente
hemos obtenido es Asx = by con

2 1 0 4 2
0 -1 -2 0 -2

Ay = 0 0 3 1 = -5
0 0 0 1

) J;J\
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Un ejemplo sencillo

Resolucién del sistema triangular

La matriz A4 es triangular superior. Para obtener la solucion del
sistema Asx = by, se resuelve primero la cuarta ecuacion,
después la tercera, etc, mediante un proceso llamado de

remonte.
X4 = -2
X3 = (—5 — X4)/3 =—1
Xo = 2 — 2X3 =4
X1 = (2 — Xo —4X4)/2 =3
Hemos obtenido la solucién x =[3 4 —1 —2]%.
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Interpretacion matricial

La transformacion que consiste en multiplicar la primera
componente de a; de un vector por un nimero « y anadirlo a la
segunda componente a, se puede representar mediante la
multiplicacion de una matriz, lamemaosla E; por este vector, en
efecto, poniendo

Ei =

ool —
oo =+ 0O
o =+ OO0
- O O O

tendremos, designando a = [a; a» as ay)’

1 0 0O a ai
a 1 0 0 a ady + a
0010 as as %
0O 0 0 1 as as
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Interpretacion matricial

Analogamente, multiplicar a; por 3y anadirlo a a; se puede

expresar
1 0 0O a a
o1 00| |al|_ ap
Boa=| 501 0| a |~ | sa+as
0O 0 0 1 as as

=~
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Interpretacion matricial

Efectuar las dos transformaciones sucesivas (el orden no tiene
importancia) equivales a multiplicar el vector por el producto de
las dos matrices

1000 1000 1000
0100 a1 00 a1 00
M1_E251_ﬁo10 0010| |B 010
000 1 000 1 000 1

=~
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Interpretacion matricial

Las anteriores transformaciones son invertibles y
1000 1000
E,1:—a100 0100
1 0010 -5 0 10
0 00 1 0 0 0 1
1000
4 _| —« 1.0 0
= - 0 1 0
0 001
con el significado correspondiente: Si a a» + «ay le restamos

—aay volvemos a obtener a,.

=~
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Interpretacion matricial

Primera etapa

Llamemos L a la inversa de M;,
1 _ 11
M =E 'E;

En la primera etapa, a partir del sistema A{x = by, eligiendo
a =2y 8 =—2hemos obtenido el sistema

A2X = b2

con
MiAi=Ax 'y Mibi=bo

De donde deducimos las relaciones

Al = L1Ay by = Liby -
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Interpretacion matricial

Segunda etapa

@ En la segunda etapa, se ha efectuado una permutacion de
las filas segunda y tercera para obtener un pivote no nulo.

0 0O
P=

o oo =

0 1
10
00

—- O O

=
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Interpretacion matricial

Segunda etapa

@ En la segunda etapa, se ha efectuado una permutacion de
las filas segunda y tercera para obtener un pivote no nulo.

1 000

0010

P= 0100

0 0 0 1

@ Después se ha eliminado x»

1 000
0O 100
M=10 01 0
0 -3 0 1

=
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Interpretacion matricial

Segunda etapa

@ En la segunda etapa, se ha efectuado una permutacion de
las filas segunda y tercera para obtener un pivote no nulo.

1 000
0010
i 0100
00 0 1
@ Después se ha eliminado x»
1 0 0O
0 1 00
M=10 010
0 -3 0 1
@ El sistema obtenido es A3x = bs con A

Az = MbPAs b3 = MsPbo



Interpretacion matricial

Resumen de la segunda etapa

poniendo
1000
1|01 00
Le=M"=190 1 0
0 3 0 1

se deduce

PA; = [,bAs Pby = Lobs

=~
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Interpretacion matricial

Ultima etapa

Finalmente, la ultima etapa conduce al sistema A4x = b, donde
Ay = M3As by = Mzbs
o bien

As = L3As by = Lgb,
con

0
Ly=M;" = ?
-2

- O O o

10
0 1
00
00
Llamando U = A4 y ¢ = by hemos llegado al sistema

equivalente
Ux=c -
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Interpretacion matricial

Interpretacion del método de Gauss como
factorizacion LU

1000
Li=PLP =1 _, 010
000 1

donde oo =2 Yﬂ = —2y L= L1IL2L3.
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Interpretacion matricial

Factorizacion LU

@ Un célculo simple da

10 00 10 00 10 00
[ — 2100 0100 01 00|
| -2 010 0 01O 00 10|
0 0 0 1 0 3 01 0 0 -2 1
10 00
21 00
-2 0 10
0 3 -2 1

=
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Interpretacion matricial

Factorizacion LU

@ Un célculo simple da

10 00 10 00 10 00
[ — 2100 0100 01 00|

-2 010 0 01O 00 10
0 0 0 1 0 3 01 0 0 -2 1

10 00

21 00

-2 0 10

0 3 -2 1

@ Observemos que para obtener L basta copiar en su sitio
respectivo los coeficientes bajo la diagonal de L/, Lo y Ls.
Calculemos el producto LU:

LU = Ly'LolgAs = Ly'LoAs = L1'PAy = PL{P'PA; = PLi Ay = PA
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El método de eliminacion de Gauss para un sistema regular N

1a.etapa: Eliminacién de x; de las ecuaciones 2 a N.

@ Permutacion eventual de filas
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El método de eliminacion de Gauss para un sistema regular N

1a.etapa: Eliminacién de x; de las ecuaciones 2 a N.

@ Para i comprendido entre 2 y N restamos de la i-ésima fila
la primera fila multiplicada por

L(i,1) =

Llamando A, a la matriz transformada
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El método de eliminacion de Gauss para un sistema regular N

1a.etapa: Eliminacién de x; de las ecuaciones 2 a N.

@ A, posee la estructura siguiente

X . .. .. x| x
0O x ... ... X

A= 0 x x X
0 x X | X

=~
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El método de eliminacion de Gauss para un sistema regular N

1a.etapa: Eliminacién de x; de las ecuaciones 2 a N.

@ Definimos ahora el vector /; de dimensiéon N y la matriz
cuadrada L de orden N mediante

h(1)=0 h(i)=L(i,1) para2<i<N

10 ... .. 0
h2) 1 0 .. 0

Ly=1| h(B) 0 1 0| =/+he
hN) O .. .. 1

donde e; es el primer vector de la base canénica de RV,
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El método de eliminacion de Gauss para un sistema regular N

1a.etapa: Eliminacién de x; de las ecuaciones 2 a N.

@ L, es triangular inferior.

@ Los coeficientes de su diagonal son iguales a 1, asi pues
det(Ly) =1.

@ Fuera de la diagonal los Unicos términos distintos de cero
son los de la primera columna.

°
PA; = LA, A = PiLA
°
Ay = PiLiA2 by = PiLib2
°

det(Ay) = +det(Ap) -~
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El método de eliminacion de Gauss para un sistema regular N

Eliminacion de xx de las ecuaciones k + 1 hasta N

El calculo que se va a describir monstrara, por induccién que al
final de la etapa (k — 1) la matriz A, posee la estructura

siguiente
[ X ... X X X | X
0 x X
0 0 x X
~ 0 O X
A=Al =1 ¢ ¢ 0 x X
0 O 0 x x X
0 O 0 x x X
U X e
| 0 O 0 x x X xL_"J‘
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El método de eliminacion de Gauss para un sistema regular N

Eliminacion de xx de las ecuaciones k + 1 hasta N

T« X | X
O A | X

det(Ax) = det(Ty).det(A,)
@ Demostraremos mas adelante por induccién que
|det(Ak)| = [det(A)]| # 0.
@ Ello implica que det(A;() # 0 de donde al menos uno de
los coeficientes de la primera columna de A;(,
Ax(i, k) > k esdistinto de cero.

@ Si el k-ésimo pivote, es decir el coeficiente Ax(k, k) es
nulo, se puede permutar la k-ésima fila con una fila de J;J\
indice p > k + 1 tal que A(p, k) # 0.
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El método de eliminacion de Gauss para un sistema regular N

Eliminacion de xx de las ecuaciones k + 1 hasta N

Esta permutacion es equivalente a la multiplicacion del sistema

por una matriz de permutacion elemental Py
- ;
1
o .. 1
1
Py =
1 .
1 0
1 =X
1
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El método de eliminacion de Gauss para un sistema regular N

Eliminacion de xx de las ecuaciones k + 1 hasta N

@ Las k primeras filas no se cambiany parak+1<i< N
se resta de la j-ésima fila la k-ésima fila multiplicada por

o Ak(ia k)

0= Ak k)

@ Se define A, 1 a partir de Ay por las férmulas

@ Los ceros de las k — 1 primeras columnas de las filas k + 1
a N se conservan.

@ Los ceros de las filas 1 a k se conservan pues estas filas
no se modifican.

@ La matriz Z\k+1 tiene pues la estructura de la matriz J;J\
anterior A, cambiando k por k + 1.
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El método de eliminacion de Gauss para un sistema regular N

Eliminacion de xx de las ecuaciones k + 1 hasta N

Como la k-ésima fila de A, y de Ak son iguales podemos
escribir

A(i,f) = L(i, K) Ak 1 (K, )+Ak1(i,j) para k+1 <i<N 1<j<N

Definimos el vector I, de dimensién Ny la matriz cuadrada L
de orden N por

k() =0 para i<k I(i)=L(ik) k+1<i<N

M1
1
Ly = 1 = I+Ike,’(
Ik(k +1)
0 A
L Ik(N) 1]
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El método de eliminacion de Gauss para un sistema regular N

Eliminacion de xx de las ecuaciones k + 1 hasta N

o det(Ly) — 1

® PiAi = LiAiii

@ Como P2 = I, Ay = Py LAk

@ Ay = PxlyAki1 bk = PxLkbk
°

1 si Pe=1
det(A) = cvdet(Ae) =={ | & B

@ Por induccion tenemos |det(Ax)| = |det(A).
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El método de eliminacion de Gauss para un sistema regular N

Resolucién del sistema triangular

Al final de la etapa N — 1, la matriz Ay es triangular superior.
Solo falta realizar la etapa de remonte para resolver el sistema
lineal Ux = c, cuya i-ésima ecuacién se escribe

N
U(’7 i)Xf + Z U(I’j)xj = Gj
j=i+1
Se calculan las componentes de x por orden de indice
decreciente empezando por xy:

_ CN
XN = TN,N)
=N i1 UGi)x

R =
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