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Un ejemplo sencillo
Interpretación matricial

El método de eliminación de Gauss para un sistema regular N×N

Hallar x = [x1, ..., x4]
t ∈ Rn verificando

2x1 + 1x2 + 0x3 + 4x4 = 2
−4x1 − 2x2 + 3x3 − 7x4 = −9

4x1 + 1x2 − 2x3 + 8x4 = 2
0x1 − 3x2 − 12x3 − 1x4 = 2
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que escribiremos en forma matricial Ax = b con

A =


2 1 0 4

−4 −2 3 −7
4 1 −2 8
0 −3 −12 −1

 b =


2

−9
2
2

 x =


x1
x2
x3
x4


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Ahora realizaremos una serie de transformaciones en el
sistema anterior; poniendo A1 = A, b1 = b trataremos de
eliminar la incógnita x1 de la ecuaciones 2, 3 y 4.
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Primera etapa

Para ello multiplicamos la primera ecuación por 2 y la
añadimos a la segunda ecuación que se transforma en

0x1 + 0x2 + 3x3 + 1x4 = −5

Análogamente, multiplicamos la primera ecuación por −2 y la
añadimos a la tercera ecuación

0x1 − 1x2 − 2x3 + 0x4 = −2

Puesto que x1 no interviene en la cuarta ecuación no
modificamos ésta. Al final de esta primera etapa de eliminación
de x1 obtenemos un sistema equivalente A2x = b2 con

A2 =


2 1 0 4
0 0 3 1
0 −1 −2 0
0 −3 −12 −1

 b =


2

−5
−2

2


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Segunda etapa: Eliminación de x2

Para eliminar x2 de las ecuaciones tercera y cuarta, no
podemos utilizar la segunda ecuación puesto que en ella el
coeficiente de x2, que llamamos pivote, es nulo. Por el
contrario, elijamos, por ejemplo, la tercera. Multipliquemos la
tercera ecuación por −3 y sumemosla a la cuarta, que se
convierte en

0x1 + 0x2 − 6x3 − x4 = 8

Si permutamos las ecuaciones segunda y tercera, obtenemos
el sistema lineal equivalente A3x = b3 con

A3 =


2 1 0 4
0 −1 −2 0
0 0 3 1
0 0 −6 −1

 b =


2

−2
−5

8


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Tercera etapa: Eliminación de x3 en la cuarta ecuación

Como el coeficiente x3 de la tercera ecuación es no nulo, lo
elegiremos como pivote. Se multiplica la tercera ecuación por 2
y la añadimos a la cuarta para obtener

0x1 + 0x2 + 0x3 + x4 = −2

El sistema de ecuaciones lineales, equivalente, que finalmente
hemos obtenido es A4x = b4 con

A4 =


2 1 0 4
0 −1 −2 0
0 0 3 1
0 0 0 1

 b =


2

−2
−5
−2


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Resolución del sistema triangular

La matriz A4 es triangular superior. Para obtener la solución del
sistema A4x = b4, se resuelve primero la cuarta ecuación,
después la tercera, etc, mediante un proceso llamado de
remonte.

x4 = −2
x3 = (−5− x4)/3 = −1

x2 = 2− 2x3 = 4
x1 = (2− x2 − 4x4)/2 = 3

Hemos obtenido la solución x = [3 4 − 1 − 2]t .
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La transformación que consiste en multiplicar la primera
componente de a1 de un vector por un número α y añadirlo a la
segunda componente a2 se puede representar mediante la
multiplicación de una matriz, llamemosla E1 por este vector, en
efecto, poniendo

E1 =


1 0 0 0
α 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


tendremos, designando a = [a1 a2 a3 a4]

t

E1a =


1 0 0 0
α 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




a1
a2
a3
a4

 =


a1

αa1 + a2
a3
a4


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Análogamente, multiplicar a1 por β y añadirlo a a3 se puede
expresar

E2a =


1 0 0 0
0 1 0 0
β 0 1 0
0 0 0 1




a1
a2
a3
a4

 =


a1
a2

βa1 + a3
a4


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Efectuar las dos transformaciones sucesivas (el orden no tiene
importancia) equivales a multiplicar el vector por el producto de
las dos matrices

M1 = E2E1 =


1 0 0 0
0 1 0 0
β 0 1 0
0 0 0 1




1 0 0 0
α 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 =


1 0 0 0
α 1 0 0
β 0 1 0
0 0 0 1


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Las anteriores transformaciones son invertibles y

E−1
1 =


1 0 0 0

−α 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 E−1
2 =


1 0 0 0
0 1 0 0

−β 0 1 0
0 0 0 1



M−1
1 =


1 0 0 0

−α 1 0 0
−β 0 1 0

0 0 0 1


con el significado correspondiente: Si a a2 + αa1 le restamos
−αa1 volvemos a obtener a2.
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Primera etapa

Llamemos L1 a la inversa de M1,

M−1
1 = E−1

1 E−1
2

En la primera etapa, a partir del sistema A1x = b1, eligiendo
α = 2 y β = −2 hemos obtenido el sistema

A2x = b2

con
M1A1 = A2 y M1b1 = b2

De donde deducimos las relaciones

A1 = L1A2 b1 = L1b2
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Segunda etapa

En la segunda etapa, se ha efectuado una permutación de
las filas segunda y tercera para obtener un pivote no nulo.

P =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1


Después se ha eliminado x2

M2 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 −3 0 1


El sistema obtenido es A3x = b3 con

A3 = M2PA2 b3 = M2Pb2
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Segunda etapa

En la segunda etapa, se ha efectuado una permutación de
las filas segunda y tercera para obtener un pivote no nulo.

P =
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Resumen de la segunda etapa

poniendo

L2 = M−1
2 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 3 0 1


se deduce

PA2 = L2A3 Pb2 = L2b3
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Última etapa

Finalmente, la última etapa conduce al sistema A4x = b4 donde

A4 = M3A3 b4 = M3b3

o bien
A3 = L3A4 b3 = L3b4

con

L3 = M−1
3 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 −2 1


Llamando U = A4 y c = b4 hemos llegado al sistema
equivalente

Ux = c

que es triangular superior.
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Interpretación del método de Gauss como
factorización LU

L1
′ = PL1P t =


1 0 0 0

−β 1 0 0
−α 0 1 0

0 0 0 1


donde α = 2 y β = −2 y L = L1

′L2L3.
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Factorización LU

Un cálculo simple da

L =


1 0 0 0
2 1 0 0

−2 0 1 0
0 0 0 1




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 3 0 1




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 −2 1

 =


1 0 0 0
2 1 0 0

−2 0 1 0
0 3 −2 1


Observemos que para obtener L basta copiar en su sitio
respectivo los coeficientes bajo la diagonal de L1

′, L2 y L3.
Calculemos el producto LU:

LU = L1
′L2L3A4 = L1

′L2A3 = L1
′PA2 = PL1P tPA2 = PL1A2 = PA1 = PA
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Factorización LU
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1a.etapa: Eliminación de x1 de las ecuaciones 2 a N.

Permutación eventual de filas

P1 =



0 ... ... 1
... 1 ... ...
... ... 1
1 ... ... 0
... ... ... ... 1
... ... ... ... ... ... ... ...

1


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1a.etapa: Eliminación de x1 de las ecuaciones 2 a N.

Para i comprendido entre 2 y N restamos de la i-ésima fila
la primera fila multiplicada por

L(i , 1) =
A1(i , 1)

A1(1, 1)

Llamando Ã2 a la matriz transformada

Ã2(i , j) = Ã1(i , j)−L(i , 1)Ã1(1, j) 2 ≤ i ≤ N 1 ≤ j ≤ N+1
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1a.etapa: Eliminación de x1 de las ecuaciones 2 a N.

Ã2 posee la estructura siguiente

Ã2 =


x ... ... ... x
0 x ... ... x
0 x x ... x
... ... ... ... ...
0 x ... ... x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x
.
.
.
x


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1a.etapa: Eliminación de x1 de las ecuaciones 2 a N.

Definimos ahora el vector l1 de dimensión N y la matriz
cuadrada L1 de orden N mediante

l1(1) = 0 l1(i) = L(i , 1) para 2 ≤ i ≤ N

L1 =


1 0 ... ... 0

l1(2) 1 0 ... 0
l1(3) 0 1 ... 0

... ... ... ... ...
l1(N) 0 ... ... 1

 = I + l1et
1

donde e1 es el primer vector de la base canónica de RN .
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1a.etapa: Eliminación de x1 de las ecuaciones 2 a N.

L1 es triangular inferior.
Los coeficientes de su diagonal son iguales a 1, así pues
det(L1) = 1.
Fuera de la diagonal los únicos términos distintos de cero
son los de la primera columna.

P1Ã1 = L1Ã2 Ã1 = P1L1Ã2

A1 = P1L1A2 b1 = P1L1b2

det(A1) = ±det(A2)
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Eliminación de xk de las ecuaciones k + 1 hasta N

El cálculo que se va a describir monstrará, por inducción que al
final de la etapa (k − 1) la matriz Ãk posee la estructura
siguiente

Ãk = [Ak , bk ] =



x ... ... ... x x x
0 x ... ... x
0 0 x ... x
... ... ... ... ...
0 0 ... ... x
0 0 ... ... 0 x ... ... ... ... x
0 0 ... ... 0 x x ... ... ... x
0 0 ... ... 0 x x ... ... ... x
... ... ... ... ... ... ... ... ... ... x
0 0 ... ... 0 x x ... ... ... x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x
.
.
.
.
.
.
.
.
x


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Eliminación de xk de las ecuaciones k + 1 hasta N

[
Tk X
O A

′

k

∣∣∣∣ X
X

]

det(Ak ) = det(Tk ).det(A
′

k )

Demostraremos más adelante por inducción que
|det(Ak )| = |det(A)| 6= 0.
Ello implica que det(A

′

k ) 6= 0 de donde al menos uno de
los coeficientes de la primera columna de A

′

k ,
Ak (i , k) i ≥ k es distinto de cero.
Si el k -ésimo pivote, es decir el coeficiente Ak (k , k) es
nulo, se puede permutar la k -ésima fila con una fila de
índice p ≥ k + 1 tal que Ak (p, k) 6= 0.
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Eliminación de xk de las ecuaciones k + 1 hasta N

Esta permutación es equivalente a la multiplicación del sistema

Akxx = bk

por una matriz de permutación elemental Pk

Pk =



1
... ... ... ... ... ... ... ... ...

1
0 ... ... 1
. 1 .

... ... ... . ... ... . ... ...
. 1 .

1 ... ... 0
1

... ... ... ... ... ... ... ... ...
1


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Eliminación de xk de las ecuaciones k + 1 hasta N

Las k primeras filas no se cambian y para k + 1 ≤ i ≤ N
se resta de la i-ésima fila la k -ésima fila multiplicada por

L(i , k) =
Ak (i , k)

Ak (k , k)

Se define Ãk+1 a partir de Ãk por las fórmulas

Ãk+1(i , j) = Ãk (i , j)−L(i , k)Ãk (k , j) k+1 ≤ i ≤ N 1 ≤ j ≤ N+1

Los ceros de las k − 1 primeras columnas de las filas k + 1
a N se conservan.
Los ceros de las filas 1 a k se conservan pues estas filas
no se modifican.
La matriz Ãk+1 tiene pues la estructura de la matriz
anterior Ãk cambiando k por k + 1.
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Eliminación de xk de las ecuaciones k + 1 hasta N

Como la k -ésima fila de Ãk y de ˜Ak+1 son iguales podemos
escribir

Ãk (i , j) = L(i , k)Ãk+1(k , j)+Ãk+1(i , j) para k+1 ≤ i ≤ N 1 ≤ j ≤ N+1

Definimos el vector lk de dimensión N y la matriz cuadrada Lk
de orden N por

lk (i) = 0 para i ≤ k lk (i) = L(i , k) k + 1 ≤ i ≤ N

Lk =



1
1

... ... ... ... ... ... O ...
1

lk (k + 1)
O ...

lk (N) 1


= I + lket

k
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Eliminación de xk de las ecuaciones k + 1 hasta N

det(Lk ) = 1
Pk Ãk = Lk Ãk+1

Como P2
k = I, Ãk = PkLk Ãk+1

Ak = PkLkAk+1 bk = PK LK bk+1

det(Ak ) = εkdet(Ak+1) εk =

{
1 si Pk = I

−1 si Pk 6= I

Por inducción tenemos |det(Ak )| = |det(A)|.
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Resolución del sistema triangular

Al final de la etapa N − 1, la matriz AN es triangular superior.
Solo falta realizar la etapa de remonte para resolver el sistema
lineal Ux = c, cuya i-ésima ecuación se escribe

U(i , i)xi +
N∑

j=i+1

U(i , j)xj = ci

Se calculan las componentes de x por orden de índice
decreciente empezando por xN :{

xN = cN
U(N,N)

xi =
ci−

PN
j=i+1 U(i,j)xj

U(i,i)
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