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1. Introducciéon

Consideremos un sistema lineal de n ecuaciones con n incognitas
AU =F

con matriz A simétrica definida positiva y que proviene de la discretiza-
ciéon mediante elementos finitos, diferencias finitas o voliimenes finitos de un
problema en derivadas parciales (se puede también pensar en un sistema

multimalla algebraico).

Si consideramos un método iterativo estandar (p.e. Jacobi, Gauss-Seidel,
Gradiente Conjugado) se observa una convergencia répida en las primeras
iteraciones y después una ralentizacién de la misma. La explicacién es sencilla.

Veamoslo en el caso de un un método iterativo lineal asociado a una matriz
auxiliar B

BU) = BUY 4 (F — AUY)

donde B viene dada, por ejemplo

» En el método de Jacobi: B = Diag(A)
» En el método de Richardson: 31 siendo A el mayor valor propio de A
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tendremos para los errores E®) = U® — U

BE(*) = BE® — AE(®)

o bien

EMD = EO - B'AE® = (I - B"'A)E®

Si consideramos ahora los valores propios y los vectores propios de B~ A
que supondremos siempre 0 < A} < ... < )\, < 1 y siendo 9y, s, ..., 1, una
base de vectores propios, escribiendo

E© = Zvlwz
=1

resulta

n

E0 = Z(l — X)) vy

=1

es decir las componentes v; correspondientes a un valor de [ grande (A, ~ 1)

se amortiguan rapidamente.

Figura 1: Error inicial E©

después de algunas pocas iteraciones v el error E®) tiene la forma



Figura 2: Error E®) después v iteraciones

este error se puede corregir en mallas menos finas.

En este capitulo se ha desarrollado fundamentalmente a partir del articulo

[1] y complementado por los articulos [2], [3], [4], [5], [6].

2. Definiciones y Algoritmo Multimalla

2.1. Descripciéon del problema

Se va a desarrollar la teoria general para sistemas simétricos y definido

positivos. Consideraremos el marco de Elementos Finitos conformes:

= Un espacio de Hilbert H.
» Una conjunto de subespacios de ‘H de dimensién finita

MgC M C..CM,C...CH

» a.,.) : H X H — R una forma bilineal, continua, eliptica y simétrica.

Con estas propiedades af(.,.) es un producto escalar en H. Denotamos

I

[|.|| l1a norma asociada, es decir ||v||* = a(v,v) que es una norma equi-

valente a la norma en H.



2.2 Descripcién del algoritmo multimalla

» g(.) : H — R una forma lineal continua.

El problema a resolver es: Hallar v € ‘H tal que
a(u,v) =gv) YveH (2.1)

En la practica queremos encontrar una solucién aproximada en un subespacio
M de dimension finita, es decir, la solucion ux € Mg de

a(ug,vk) = g(vg) Yug € Mg (2.2)

2.2. Descripcién del algoritmo multimalla

Para distintos valores de k£ = 0,1, ..., K consideraremos problemas del
tipo
a(ug, vp) = gr(ve) Yo € My, (2.3)

donde gj sera definido en la propia descripcion del algoritmo.

Para cada entero k& introducimos una forma bilineal auxiliar
be(ey.) : M x My = R

tal que

max —CL(vk’ V)

<1 2.4
v EM b(Uk,Uk) - ( )

Se denota MG(k, v1, va, v, p, ukp, Uryp) al algoritmo correspondiente a
la resolucion el nivel k, con 1 iteraciones de pre-suavizado, v, iteraciones de
post-suavizado, 7 es el nimero de llamadas al algoritmo multimalla de nivel
k — 1, p indica el nimero de iteraciones realizadas en este nivel k, uy es el

valor inicial, uy, es el valor obtenido despues de p iteraciones.

Vamos a describir una iteracion del anterior algoritmo, es decir, MG(k, v, va, v, 1, ugp, ug

1. Si k = 0 se resuelve el problema (2.3) de forma exacta
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2.2 Descripcién del algoritmo multimalla

2. Si k > 1, entonces

. 0 . . .
a) Pre-suavizado: Sea u,i) = uy. Se realizan v; iteraciones de

bk(u,(j) — u,(j_l), k) = gr(vk) — a(u,(f_l),vk) Yo, € My

y se obtiene u\""

b) Correccién: My_q:

= gk—l(vk—1) = g(vk—l) - G(U;(Cyl), Uk—1)

" Up_10=10

n MG(k— 1, Vi, V2, %, 7, 07 uk,'y)

vi,e v
= U= U Uy
. 0 . . . .
¢) Post-suavizado: v"*” = (") y realizamos 15 iteraciones de

bi (ul(cul,c,i—&-l) (1)

—uy’,vg) = gr(vg) — a(u,iyl’c’i),vk) Y, € M,

: _ ()
y se obtiene uy; = u,,

En el andlisis de las secciones siguientes consideraremos el problema ge-
neralizado de valores y vectores propios

a(wj,vk) = )\jbk<'¢j,vk) Yo, € Mk (25)

Bajo la hipétesis (2.4) resulta
0<A\<A<..<1
y se puede elegir una base (¢;); de funciones propias tal que

br(i, ;) = 04 (2.6)
a(Vi, ;) = Nidy (2.7)

Utilizaremos la siguiente escala de normas |||v|||s : Dada v € My, que
se puede escribir en funcién de la base de vectores propios v = Y v,
definimos:



2.2 Descripcién del algoritmo multimalla

[olllf = Ao}

En particular

o[l = [lvl* = a(v,v) ¥k
11ll1§ = br(v,v) V&

En lo que sigue utilizaremos para la norma |||v|||; indistintamente las

notaciones |||[v]|| v ||v]]-
Ejemplos:

Consideremos un problema eliptico de segundo orden definido e un con-
junto 0 C R¥=123 donde el espacio H es H*(2) o un subespacio del mismo
y sea (.,.) el producto escalar en el espacio L*(9), esto es (u,v) = [,uv y la
norma correspondiente ||v||oo = (v,v). Por otra parte designamos ||.||1.o la
norma habitual en H'(Q)

El ejemplo més sencillo de algoritmos de suavizado cumpliendo la condi-
cién (2.4) es el método de Richardson:

Sea A = max e, %, elegimos

bi(u,v) = Ag(u,v)

Ak. (ul(cljl,c,i-i-l) (Z)

—ul” ) = gelor) — a(w v Vo, € My, (2.8)

Recordemos también que tipicamente en problemas elipticos de segundo
orden donde My, representan subespacios de elementos finitos, caracterizados
por un tamano de elementos hy se tiene

Ay < Chi® Yk (2.9)
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2.3 Interpretacion Matricial

Tendremos las siguientes relaciones entre normas:

Existe una constante C' independiente de k tal que

CHllll < llhe < CllvIL (2.10)
C hll[vlllo < vlloe < Challvlllo (2.11)

y en general consideraremos que

C Ol < Mlollog < Chy°l[ollle ¥ & (2.12)

2.3. Interpretacion Matricial

En esta subseccién nos restringimos al marco del Método de Elementos
Finitos.

Sea (gb(k))i 1 =1,..., N la base de M, asociada al Método de Elementos

(2

Finitos correspondiente. La matriz asociada a la forma bilineal af(.,.) vendra

dada por A®) = (Ag?)), con Agf) = a(¢§k), ¢(k)). Respectivamente la matriz

7

)

asociada a la forma bilineal by(.,.) es B*) = (Bl(jk)) = bk(gbgk),gb(k)). Natu-

ralmente A®) y B®) dependen de k. Cuando no sea necesario omitiremos el

indice k para aligerar la notacion.
Con notacién matricial el problema (2.3) se escribe
AU =G

donde U = (U;) € R™ siendo los términos U; los coeficientes del desarrollo
de up, € My, u, = > Uiy y G = (G;) € RN con G; = g(¢)

Suavizado:
La iteracion de suavizado para un vector de partida W € R+ se escribird
B(W-W) =G - AW
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2.3 Interpretacion Matricial

Si U € R es la solucién de AU = G y denotamos los errores antes y
despues de la iteracién E = W—U y E = W —U respectivamente, tendremos
BE = BE — AE, o bien E = (I - B'A)E.

Correccion:

Para un valor aproximado wy = > W;¢; € M, del correspondiente pro-
blema (2.3) y W = (W;) € R el correspondiente vector asociado. La
correccién en Mj,_; se escribe

Hallar 6 € Mj_; tal que
a(6, 6% = g(6* ) — awy, 6*Y) Vi=1,.., N,

expresando las funciones de la base (gbgk_l)) de Mj,_; como combinacién lineal

de las funciones de la base de M,

o V= > R vi=1,.. Ny
tenemos G*-1 = (GF7Y) € RM-1 con
k1 k-1 k k
Gz( ) = g(¢§ )) = ZRi,jg(¢§‘ )) = ZRi,ng‘ )
J J

denotando R = (R, ;)i=1,.. Ny_,: j=1,...Nx

-----

Por otra parte, para A*~1D = (A(k»_l))m_l ,,,,, No_y
A = ol 60)
— Z Z Rj,sRi,la<¢gk)7 gbl((k))
s l

=2 RisRuAl
s l

=2 RuAlR
s l



2.3 Interpretacion Matricial

Al = RAWR!

Finalmente denotando A = (§;) € Rt definido por § = Y, 5i¢§k_l) la

correccion se escribe con notacion matricial

AF DA = (RAPRHA = R(GW — ABW)

R es la matriz asociada al operador de restriccién y R! su matriz transpues-
ta es la matriz asociada al operador de prolongacién. Finalmente el valor

corregido en RV* se escribe

W+ R'A

Ejemplo: Para ilustrar los operadores de Prolongacion y Restriccion con-
sideraremos ahora un ejemplo sencillo en dimensién 1 que ilustra suficien-
temente el problema. En la figura (3) se representan las tres funciones de
la base de una malla formada por tres elementos finitos de tipo (T, P, X)
donde T es el triangulo, P es el espacio de polinomios de grado 1 y ¥ es un
intervalo. En la figura (4) se representan las 5 funciones de la base de una
malla formada por 4 elementos finitos. La malla se obtiene de la malla gruesa
anterior por refinamiento de los intervalos en dos subintervalos iguales.
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2.3 Interpretacion

Matricial

(0) (0) (0) 7
G 80\ o
| | | | | | | |

0.8 0.6 0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3: Funciones de la base de M,

Figura 4: Funciones de la base de M,
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2.3 Interpretacion Matricial

Para construir los operadores de Prolongacién y de Restriccion basta
expresar las funciones de la base de M en funcién de las funciones de la
base de M. Tendremos,

o _ <1>Jr ¢4 (2.13)
1
8 = o+ o+ ot (2.14)
1
o) = 0§+ 5ot (2.15)

Sea ahora una funcién v € Mgy C My,
(0) (0 (0
v = 0060 4 050 4 (040

que se representada por un vector de R?, V(0 = (v§ ), véo), Uy ) Sustituyendo

en la expresion de v anterior las funciones ¢i i = 1,2,3, en funcién de la
base de M; utilizando (2.13), (2.14), (2.15), resulta

oO 0@ 0 4 O

v = o6 + o6 0P ¢ B T

de modo que las componentes de v en la base de M7 son
(1) (0)

1)1 - Ul
SO0
BONINO)

0
oy _ v 4o

4 2
o NOBINO
5 2

que se representa como un vector de R%, V() = (v§ ), vél), vé ), vil), "Ué )) . El
operador de restriccion R es entonces
100 1/2 0
R=[0 10 1/2 1/2
001 0 1/2

y el operador de prolongacién es R'.
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3. Analisis numérico del método multimalla

Primeramente analizaremos el método de 2 mallas y a continuacion el
método multimalla como una perturbacion del método de dos mallas. En lo
que sigue haremos uso de algunos resultados previos.

Lema 1. En My, se tiene la siguiente desigualdad para valores de 0 < o <'1

a(u,v) < [[ullliralllvllh-a ¥V u,ve My (3.1)

Demostracion.

a(u,v) = Zzui%’a(%,%) = Zuivi/\i

i

_ Z UMEHQ)/QUV\EI_Q)/z

- ¢z<mw+&>¢zusxgl—a>

= llulllsalllvfli-a

Observar que la propiedad anterior es una propiedad algebraica.

Lema 2. Sean p,a, 5 > 0 entonces,

Demostracion. Demostremos (a). Pongamos y = 2%(1 — 2)?; derivando
y =z 1 —2)’ — 2Bl —2)P 1 =0
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3.1 Método de dos mallas

2271 —2)Ha(l —x) — B2) =0

de donde a(1 — z) — Sz = 0 y el maximo se obtiene para el valor de x =

Tomaw = QLJDB y el valor del maximo ¥,,q, viene dado por

a B s
max — “ 3.2
e = (" (L) 32)
Las demostraciones de (b) y (c¢) son inmediatas. |

Lema 3. S5i existen dos constantes k > 1 y o > 0 tales que para u € My,

[ullli—a < &°7|[]ull
entonces

lulllis < #*2[llull] V8 0<B<a

Demostracion. Utilizar la desigualdad de interpolacién (5.4) demostrada en

la seccion (5)

B —
ellli-g < Nl 75 =2

3.1. Meétodo de dos mallas

Sea e el error inicial. Podemos representar una iteracion del algoritmo de

dos mallas de la siguiente manera

Sr2) <C (S(Vl) (€>) )
donde
= S representa una iteracion del algoritmo suavizado.

= C representa la correccion

14



3.1 Método de dos mallas

Elegiremos para simplificar 1y = v, = /2 y queremos estimar & tal que

1152 (e (S () Il < €llfel

Observar que al reiterar las iteraciones la secuencia del algoritmo es

S¥2e. . sVesVesy . s/

de modo que v = 1 tiene sentido salvo en la primer pre-suavizado y en el

ultimo post-suavizado.

Suavizado, S®/?(e):

Sea e = Y v;1; un error de partida y S(e) = >~ s't); el error después de
realizar una iteracién del algoritmo de suavizado tomando como valor inicial
el correspondiente a e y que viene definido por

b(S(e),v;) = ble,¥;) —ale, ;) Vj (3.3)

sustituyendo la expresién de e y de S(e) en (3.3). Gracias a las propiedades

de ortogonalidad (2.6) y (2.7) de la base de funciones propias (1;); resulta

= (L=’ V)

Tenemoss las siguientes propiedades de la iteracion de suavizado:

Lema 4. Para todo 0 € R

1S (e)llle < [llellls (3-4)

Demostracion.

1S5 =D vi (1= X)*N!
Szvfkf=|llel|lﬁ

15



3.1 Método de dos mallas

Lema 5. Para o > 0 tendremos:

1152 (@)lli4a < F(v/2,0/2)][lell] (3.5)
Demostracion.
S R = D wi(=A)" A"
= ) vf(1 = X) AN
< fwa)lllelll®
de donde finalmente se obtiene (3.5) [

Lema 6. Para o > 0 tendremos:

11S“2 ()] < f(v/2,a/2)[lell]} - (3.6)
Demostracion.
ISP = Y of (1= )"\
= Y U1 = A)AATC
< f(r,a)lllellli-
de donde finalmente se obtiene (3.6) [ |
Observacién:

Observemos ahora que si denotamos la norma en L*(Q2) mediante ||v||o.q =

(v,v)"? tendremos

1191115 = br(v,v) = Axl[vllg q (3.7)

En un problema eliptico de segundo orden utilizando (2.9) y la relacién

(2.11), de la estimacion (3.6) con o = 1 resulta para la iteraciéon de Richard-
son

¢
\/H—th ||6H07Q

16
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3.1 Método de dos mallas

donde C' es una constante independiente de k. Vemos que el factor de reduc-
cién del error depende de h,;l que es un valor en general muy grande para
las mallas mas finas por lo que en general se necesitarian muchas iteraciones
del algoritmo de suavizado para reducir significativamente el error si perma-
necemos en el nivel k. La idea que subyace en el método multimalla es ir a
corregir el error en mallas menos finas donde el valor de h; es més grande.

Correccién en la malla inferior, C(S®/?(e)):

Sea uy la solucion exacta en el My, y e un error inicial correspondiente

., . . 2 . ., .
a una solucién aproximada de partida. Sea u,(:/ ) 1a aproximacién obtenida

depués de realizar v/2 iteraciones de suavizado en la malla k. Sea S®/?)(e) =

QWD W) g dient ¢ acion. L y
v =ur—u,; '~ el error correspondiente a esta aproximacion. La correccién
(correccién exacta en el método de 2 mallas) en el nivel £ — 1 consiste en

resolver el siguiente problema: Hallar 6 € M,_; tal que

a(d,vp_1) = glvp_1) — a(u,(:/Q), vp_1) = alug — u,(:/Q), vp—1) Vop 1 € My
o bien,

a(d,vk_1) = a(ux — ulgy/z),vk_l) Vg1 € My
es decir,

a(0 — e,&ym, Vp1) =0 Vo1 € My,

(v/2)
k

0 es la proyeccion ortogonal del error e en el subespacio Mj_; donde la

ortogonalidad es en el sentido del producto escalar a(.,.). El valor corregido

es u,(:/ 29 — ug'/ 2 4+ 5, por lo tanto el error despues del presuavizado vy la

correccion es
C(SA(e)) = C(ey"™) = wp—u ) =y — (P +8) = " =5 € My,

Podemos considerar que los elementos de Mj-_; son de variacién lenta y los

de Mj._; son de variacion rapida. Tenemos ahora que estimar
2 2
ek =81l = lle eI

17



3.1 Método de dos mallas

Teorema 1. Supongamos que existe constantes k > 1 y o > 0 tales que para

todo v € M, N M,

olll—a < &°2[]]0]]] (3.8)
entonces
8“2 (S NI < Elllell] Ve € My, (3.9)
donde
—1 —1
E2y siv< D
- K a
-1
K f(v,a) siv> il
o
Comentario:
Puesto que d es la proyeccién ortogonal de ek v/ 2),
v/2 ; v/2
ey —dlll = tmf lley”” —oll

117

Tenemos para todo v € H | |||[v]||* = a(v,v). En problemas elipticos de se-

gundo orden donde H es H! o un subespacio del mismo la norma [||.||| es
equivalente a la norma ||.||; de H! con constantes de equivalencia indepen-

dientes de k. La dificultad que tenemos a la hora de encontrar una estimacién

de |, (v/2) — d||| es que eé “/2) 1o es en general suficientemente regular para

poder utilizar una estimacién del tipo ||e (+/2) — 1|1 < Chk,lHe,(:p)Hg para

todo v,_1 € Mj_; puesto que en general ek”/2) ¢ H?

Demostracion. Presuavizado y correccion:

Tenemos gracias a la ortogonalidad entre C(el"/?) y C(e!"/?) — ¢!*/?

Cle™))

leE™ NP = a(ce™),c
(#/2)y /2y
(

a(Cle
HeE ) ialllel I sa

a v/2) 2
2ll1e e N ed | 1ta

IAN

IN

18



3.1 Método de dos mallas

donde se ha utilizado la hipdtesis (3.8). Simplificando y utilizando la estima-
cién (3.5)
e(e ™I < w7 f (v /2, a/2) el (3.10)

Postsuavizado:

Después del postsuavizado, utilizando (3.6), resulta

1“2l < Fv/2.a/2)lIC( ) -

utilizando de nuevo (3.8), la estimacién anterior (3.10) y las propiedades de

la funcién f(.,.) se obtiene

11S“2 el NI < K f (v, a)l[le]] (3.11)

Finalmente sustituimos a por g con 0 < f < « y minimizamos respecto a 3

d &
a3 0) =log (7 5)w" 1 (v.6) =0
de donde
K[ _q
v+ 5
lo que implica
= v
k—1

Tenemos dos casos si =5 > « entonces el miimo se alcanza en el extremo
f=ay

é = ’iaf (V ) a)
En el caso %5 < a entonces el minimo se alcanza para = 5 y despues

de algunas operaciones elementales resulta

Kk—1

§=(—)"

K

19



3.1 Método de dos mallas

A
25 \nu=1, \kappa=10 \nu=1, \kappa=6
y
\j \nu=1, kappa=4
\ — 7
\ [T |_—T
/
N Se— I
-
== — \nu=2; kappa=4———
5
725
[E—
R e \nu=3, \kappa=4
X
0 0,25 05 0,75

Figura 5: Grafica k* f(v, «) vs a después v iteraciones

Comentario:

Hasta aqui la teoria es puramente algebraica pues en la obtencién de la
estimacion (3.9) no se hace uso del problema variacional en dimensién infinita
de partida del que provienen el sistema de ecuaciones algebraico. El punto
clave estda en la hipdtesis (3.8). Si el pardmetro x no depende del nivel k
el factor de reduccion del error es independiente de dicho nivel. También la
estimacion de £ serda mejor cuanto mas pequeno sea el valor de k

Veamos en un problema eliptico de segundo orden como se puede estimar
un valor de k independiente del parametro de la malla hy.

Consideremos un problema eliptico de segundo orden,

—V(aVu) +bu = f inQ (3.12)
u = 0 onl (3.13)

20



3.1 Método de dos mallas

donde  es un dominio acotado y poliédrico de R*=123 y I" su frontera que
supondremos suficientemente regular. Suponemos f € L*(€) y las funciones

a € CYQ) ybe C%Q) verificando

0 < Amin S CL(JZ) S Amaz Y 0 S bmzn S b(.T) S bmaz

En este caso tomaremos como espacio H = Hj (). La formulacién débil

del problema es hallar v € H}(Q) tal que

a(u,v) = /QaVqu + buy = /va Vo€ Hy(Q) (3.14)

Consideraremos la aproximacién del problema en una secuencia de espa-
cios de elementos finitos construidos sobre un conjunto de mallas encajadas
formadas mediante triangulaciones regulares Ty, de Q y M = {v; : Q —
R, continuas , vi|r, € Pi(T})}. Si desiganmos hy, el tamaifio caracteristico del
la malla asociada al nivel £ supondremos la relacién hy_; = 2h;. Considera-
remos en primer lugar el caso mas sencillo en el que se tienen las hipotesis

de regularidad y aproximacion habituales.

Teorema 2. Supongamos que se verifican las siguientes:

1. Hipdotesis de reqularidad.

Supongamos que la solucion u de (3.14) verifica:
lull2.0 < Cal| fllog (3.15)
donde Cy = Cy(a, b, )

2. Hipotesis de aproximacion.

Los espacios My satisfacen la siguiente propiedad de aprorimacion:
para v € H*(Q)

it v =Xl < Cahilvl o (3.16)

donde C3 = C5(2, T)
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3.1 Método de dos mallas

Entonces para todo v € My | existe una constante k > 0 tal que

I[olllo < &*[[]v]]]x (3.17)

Demostracion. Observemos que la relacién (2.11) da
11lllo < Cahy*llvllo (3.18)
Y tenemos también la equivalencia de normas
Col[[v]]l < lvllLe < Cilfv]] (3.19)

Para estimar ||v]|oq utilizaremos un argumento de dualidad estdndar. Sea

p € L*(Q) y sea z € H la solucién de
a(z,w) = (p,w) Ywe H
Elegimos w = v € Mj-_ . Para todo y € Mj_; tendremos

(m,v) = a(z,v) =a(z —x,v) < ||z = x|lLe|v]L0
< Cshi—1]|2]l2.0]v]|1.0

< GoGshyllpllogllvlle

de donde
,U
’?5”0){2 < CyCshg—1||v]|1.0
,U
olloe = sup 2 < ol lolla = 20sChhil ol

pEL2(Q) ||M||0,Q
y utilizando (3.18) y (3.19)
[[v][lo < 2C2C5Cy]v|[1,0 < 2C1C,CsCyl||v]|] (3.20)

de donde /2 = 2C,C,C5C4. [ |

Consideraremos ahora el caso mas general con hipétesis de regularidad
mas débiles.
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3.1 Método de dos mallas

Teorema 3. Sean H® = H*(Q2) los espacios de Sobolev con las normas co-
rrespondientes ||.||sq, H® = L*(Q) y H' = Hg(Q). También H™5 = H*(Q)
es el espacio dual de H®* = H*(Q)) y designamos mediante < .,. > el producto

de dualidad correspondiente.

1. Hipotesis de reqularidad.

Supongamos que la solucién u de (5.14) verifica: Para 0 < a <1
[ull1a0 < Collflla-1.0 (3.21)
donde Cy = Cy(a, b, Q)

2. Hipdtesis de aproximacion.

Los espacios My satisfacen la siguiente propiedad de aprorimacion:
parav € HIT* y0<a <1

(nf . < Ch® N 3.22
Xé%k]]v Xlle < Cshi||v]|14a0 (3.22)

donde C3 = C5(Q, T1)

Queremos demostrar que para todo v € /\/l,i_1 existe una constante kK > 0

tal que

[ollli-a < &[]0l (3.23)

Demostracion. Observemos que la relacién (2.12) da

Hvllh-a < Cahy [0l li-a0 (3.24)
Y tenemos también la equivalencia de normas

Coll[ol]| < [lvlle < Cillvl]] (3.25)

Para estimar ||v]]1_q.q utilizaremos un argumento de dualidad. Sea y € H*™*

y sea z € H la solucién de
a(z,w) =< p,w> Ywe H
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3.2 Convergencia del Método multimalla, ciclo W (y =2)

Elegimos w = v € Mj-_ |, para todo x € M;_; tendremos

<pv> = a(z,v) =a(z = x,v) <]z = xl|lelv]|e
< Gshyyllzllitaellv]]ie

< GGshi[lulli-aellvllie

de donde
< v >
T S CeCabillelle
e
< v >
[v][icae = sup —mrZ < CoCshy||v][1,0 = 2°CoCshy]|v] |10

pere ||Hlla—1.0
y utilizando (3.24) y (3.25)

v]|[1-a < 2°CoC3C||v]|1,a < 2°CLCO,C3Cy|||v]|] (3.26)

de donde k%2 = 2°C,CyC5Cy. [ ]

3.2. Convergencia del Método multimalla, ciclo W (y =

2)

Vamos a considerar el Método multimalla como una perturbacion del
método de dos mallas, concretamente el llamado ciclo W que corresponde a
un nimero de llamadas v = 2 del algoritmo multimalla de nivel inferior. En

el ciclo W el error e inicial se transformard en
Sw/2) (é(S(V/2) (e)))

con C en lugar de C. Aqui C representa 2 llamadas al algoritmo multimalla

de nivel inferior Mj,_1. Queremos calcular € tal que
[18“2(C(S2 eI < Elllelll
Teorema 4. Supongamos
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3.2 Convergencia del Método multimalla, ciclo W (y =2)

IS¢ ST NI < Elllelll Ve € My,

donde & estd definida en el teorema (1). Entonces existe 0 < é < 1 indepen-
diente de k tal que

IS¢ S NI < Elllelll Ve € My, (3.27)

Demostracion. Procederemos por induccion. El teorema es cierto para un
método de dos mallas, k = 2. En efecto, en este caso C es la solucion exacta
en la malla inferior k = 1, £ = £ y (3.27) es cierto como consecuencia del

teorema (1).

Supongamos ahora que el teorema es cierto para k — 1 mallas. Sea e =
S®/2)(e) el error en M), después del presuavizado y sea 6 la correccién exacta

en Mj,_1, es decir, ¢ es la proyeccién ortogonal de € sobre Mj,_; en el sentido

del producto escalar af.,.). Sea 6 la correccién obtenida después de aplicar
dos veces el algoritmo multimalla (con v = 2) en Mj_;. Con las mismas

notaciones que en el teorema (1), € = § + C(€) y de forma correspondiente

& = 0 + C(€). Tendremos por la hipétesis de induccién
116 = ol < E11sl|
es decir,

lle —c(e) — (e~ C@)lll = lICe) —ce)lll < ElIC(e) —elll

Tenemos C(€) — C(€) € My, y C(€) — & € My, y también C(€) € M} ,.

Aplicando el teorema de Pitagoras
IIC(e) — (&) +ECc@|I* =
lIC(@) = c@IIP? + Elic@II? <
' (lllc@ —ell* + llic@111?) = &'llelll®
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3.3 Convergencia del Método multimalla, ciclo V (y =1)

Tomemos ahora en cuenta el presuavizado y el postsuavizado. Teniendo en

cuenta la propiedad (3.4) para 6 =1
[ISY2CS2 (Dl = 1lI(1 = E)STD(C(SY2 (e) + SVD(C —C + ) SY ()]
< (L=IS“PCS I + IS“P(C — €+ ) SY2 (e
< (@ =e+E)llelll = Elllell]
donde la ultima igualdad es cierta siempre que
E=(1-)p+&=¢-e+&

o bien
1-98—-E+¢=0

Despejando f,

g 1+ (26 —-1)
2(1 =)
de las dos soluciones tnicamente la solucién
=&

da un valor de f > 0 para valores de & > 0. Para obtener valores de f <1
necesitamos tener £ < 0.5, pero siempre podemos elegir ¥ de manera que

£ <0.5. [ ]

3.3. Convergencia del Método multimalla, ciclo V' (v =

1)

Consideramos en esta subseccién la convergencia del método multimalla
con una sola llamada al algoritmo de multimalla de nivel inferior, es decir, el
llamado ciclo V' que corresponde a v = 1.

El anélisis de la convergencia del ciclo V' necesita dos resultados previos
acerca del suavizado.
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3.3 Convergencia del Método multimalla, ciclo V (y =1)

Lema 7. Sea u € My, y0 < a < 1. Entonces
v v v v/2
IS @)/1ulll < (HS@2 @12/ (w)][2)” (3.28)

el e/l [] < (1= IS @)/l )*? (3.29)

Demostracion. Para demostrar (3.28) veamos primero que
IS8T ()] < IS 2 ()| a1/ (3.30)

En efecto, mediante induccion sobre v, (3.30) es cierta para v = 1, pues
ST @)|* = a8V (u), Y2 (w)) = a(S(w),u) < |[IS)][].||[ul]
11SY2 @[] < S [ul ]2

Supongamos ahora cierta la desigualdad (3.30) para v — 1 y veamos que

entonces es cierta para v,
ISUD @I = a(S®/2(w), S/2(w) = a( S+ (u), S©/2 ()
< [[[STEDR )| [JISH2 (w)]]

Utilizando ahora la hipdtesis de induccién en el segundo factor del ultimo

producto
IS/ I < [+ 1S¢ () = ull

y como 2 — (v —1)/v = (v + 1) /v resulta simplificando y extrayendo la raiz
(v+1)/v en los dos miembros de la desigualdad obtenemos (3.30). Finalmente
(3.28) se obtiene de (3.30) elevando los dos miembros a la potencia v + 1 y

reordenando,

|||S(”/2)(u)|||”+1 < |||3((v+1)/2)(u)|||V,|||u|||

1S+ ()]}

|HS(V/2)(U)|||S ]S/ (u)]|| Nl

dividiendo por [||u||| se obtiene (3.28).
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3.3 Convergencia del Método multimalla, ciclo V (y =1)

Para demostrar (3.29) observemos primero

11812 () ||? = Zu
_Zu2A —ZuW— el | = [[]ull]3
de donde

[ulll3 = lllall* = 1182 ()l (3.31)

Ahora utilizando la desigualdad de interpolacién (5.5) y la observacién (3.31)
tenemos

_a a/2
ellliea < =1l = 111822 (w)]]2)
— |l (]| 2(1 =SSy

Mull?
_ SW/2 (w)]||2\ /2
= [[ull]-(1 = =)

Dividiendo por [||u||| obtenemos (3.29). [ |

Teorema 5. Supongamos que existe una constante k > 1 independiente del

nivel k tal que para todo u € M- | N M, tal que

ulllo < &"2[]]ull] (3.32)

Supongamos ademds que para todo v € My, se verifica la siguiente hipdtesis
de induccion

11C(v) = C)II| < &ll[C(v) — vl (3.33)
donde f = . Entonces
8“2 (S @)l < &Il (3.34)

Demostracion. Procederemos por induccion. Observemos primero que al igual
que en el ciclo W la hipétesis (3.33) es la hipdtesis de induccién correspon-
diente a una unica llamada al algoritmo multimalla de nivel inferior. El teo-
rema es cierto para un método de dos mallas, k = 2. En efecto, en este caso

C es la solucién exacta en la malla inferior k =1
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3.3 Convergencia del Método multimalla, ciclo V (y =1)

Supongamos ahora que el teorema es cierto para k — 1 niveles, es decir,

se verifica (3.33). Tenemos por una parte, para todo v € My, razonando

A

como en el teorema (4) C(v) — C(v) € My_1 y C(v) —v € My, y también

C(v) € M3 ;. Tenemos entonces las siguientes propiedades:

= Aplicando el teorema de Pitagoras
11C(v) = C(v) + EC(w)[||* =
11C(w) = C)III” + ElIC)I]* <
E(llic() =l + HIC@)II?) = Elloll?

y extrayendo la raiz cuadrada
11C(v) = C(v) + EC()]]] < &][Jo]]]
= Sea ahora para v € M,
y(v) = 1= ISR )| ]2/[||S¥2 ()| *

y denotemos v = S*/?(v). Entonces tendremos utilizando (3.28) con
U=

. ) S/ (y
el = 1152 ) = ISy
el
SN2 ()12, )
< (B3 By 2l = 3 = wtoy 2ol

» Aplicando (3.1) y la ortogonalidad entre C(v) y v — C(v) para todo
v e My

HICW)III* = a(C(v),C(v) = a(C(v),v) < [[IC()[lo]l[v]l|2
teniendo en cuenta la hipétesis (3.32) y simplificando
He@IE < &2[l[v]]]2
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3.3 Convergencia del Método multimalla, ciclo V (y =1)

» Utilizando (3.29) cona=1yu=0
He@II < &*2[[[o]]]2

gy IS
=

< w2y 2 ()|

)2l1ll]

Ahora, denotemos w € M, y w = S®/?(w). Como C? = C, se tiene
a(C(v), ) = a(C*(v), w) = a(C(0v),C(w))
de donde
a(§VP (S (v))), w) = a(C(v), D)
(1= €)a(C(v),C(w)) + a((C - € +£C)(v), w)
(1 = )2y 2 ()" 2y 2 (w) + )| [o]]].[@|l]

(1= &)my )y (w) + €) (1 = () (1 = y(w)))"*[[[o]||-[[w]]

IA

IN

y finalmente observando que 0 < y(v) < 1 para todo v € M,

[[S¢2 @S2 ()l < sup (1= E)rz +E)(L —2)”|||o]]

z€[0,1]

< sup (va + 1)(1 —2)”[|[v]||

’i—f_yxe[ﬂ 1]

1]l

<
K+Uv

donde hemos sustituido el valor de é por é = |

K
K+v
Observacion: En el anterior teorema se ha utilizado la condicién de regu-

laridad determinada por a = 1.

Observaciéon: La demostracién anterior también es valida para el ciclo .
En la demostracién se sustituye f por 52 y se elige 52 = . De modo que

en el caso a = 1 para el ciclo W tendremos
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Corolario 1. Con las hipdtesis de los teoremas (4) y (5) para o =1 tendre-
mos para el ciclo W

1S/ (C(S"2 () ]| < &[]l (3.35)

donde € = min{¢, €} donde € y € estdn definidos como en los teoremas (4) y

(5) respectivamente.

4. Complejidad Algoritmica del Método Mul-
timalla

En esta seccion estudiaremos la complejidad algoritmica del método mul-
timalla, es decir, el nimero de operaciones necesario para resolver un sis-
tema de ecuaciones con el método multimalla. Estimemos en primer lugar
el nimero de operaciones necesario para realizar una iteracion del algorit-
mo. Sea ny el nimero de incognitas (ecuaciones) en el nivel k. Supongamos

Ch = supg<kp<i nfl—;l Llamemos § = Cyy < 1. Sea v el nimero de suavizados

(presuavizados y postsuavizados) en cada iteraciéon. Para un ciclo v y para

todo nivel k el nimero de operaciones en cada paso del algoritmo es

Suavizado, S: Cs.ny

Restriccion, R: Cr.ny

Prolongacion, P: Cp.ny,

Resoluciéon exacta en el nivel k& = 0: C

El niimero de operaciones Nop en una iteracién del algoritmo multimalla del
ciclo v sera

Nop = (vCs + Cr + Cp)(nk + yng—1 + ... +7% ') + 571Gy
K-1

0
= (VCS + Cr + Cp)(l +0+ ...+ 9K71>71K + FCO

< ((I/CS + Cr + Cp) n COHK_l

1-6 nq )TZK S CTLK
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donde se ha tenido en cuenta
ng_1 < Cyng

ng_o < Cyng_1 < Cing

ny < Cg_an

Observaciones:

Veamos en que condiciones se cumple la restriccion € < 1 de modo que el
numero de operaciones de una iteracién del algoritmo multimalla de ciclo y
sea proporcional al niimero de ecuaciones. Llamando hy al didmetro maximo
de los elementos de mallado correspondiente al espacio My, en un refinamien-

—d
hye . hd
k-1 ~ 2 y en consecuencia “+=t = ﬁ
k

hi

to uniforme tendremos o ~ 27~ .

De modo que

§=Chy~27% <1

lo que implica la condicién v < 2¢. Por tanto en problemas de dimensién
d = 1, se necesita v = 1. En problemas de dimensiéon d = 2 la condicién es
0 = vCn = 7 < 1 que se satisface para v < 3. En problemas de dimensién

d = 3 la condicién es § = yCy = § < 1 que se satisface para v < 7. En

un refinamiento adaptativo en problemas en dimensién d = 2, tendremos

nfl—;l ~ 1/2 = Cpy, necesitamos entonces v < 2, es decir v = 1. Para el ciclo

< 1 que se satisface

V' tenemos siempre § = Cy < 1, la condicién es =2

siempre.

Evaluemos ahora el niimero de operaciones necesarias para obtener una
solucion aproximada del sistema de ecuaciones con un error inferior a una
toleracia prefijada. Sea ux € Mg la solucién exacta en el nivel K. Sea

uf,?) € Mk el valor aproximado inicial y uﬁ? € M, el valor obtenido des-

pues de i iteraciones del algoritmo multimalla. Queremos elegir el nimero de

iteraciones 7 de manera que

) —ug|| < Slluf) —ukl], ¢ <e (4.1)
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donde ¢ = £ paray =20 = £ paray = 1 definido en los teoremas (4) y (5).
La tolerancia € esta fijada de antemano. En la practica si estamos resolviendo
un sistema de ecuaciones que proviene de la aproximacién de un problema de
ecuaciones en derivadas parciales mediante el Método de Elementos Finitos
( o Diferencias Finitas o Volimenes Finitos) queremos obtener una solucién
aproximada dentro de los margenes de error del propio método, es decir, si

suponemos que el método es de orden s, el requerimiento serd ¢* = Chs,. De

modo que si ng = hp?, ¢¢ = Cn;(s/ * de donde tomando logaritmos
, s
ilog(s) = log(C) — p log(ng)

es decir el numero de iteraciones a realizar ¢ es del orden i = O(lognk) y el
nuamero total de operaciones para resolver el problema dentro de la precisién
prefijada serd

O(ng log(ng))

Método Multimalla Completo: Iteracion Anidada

En el algoritmo multimalla considerado anteriormente el punto de partida
es el sistema correspondiente a la malla méas fina es decir la correspondiente
al espacio M. Consideremos ahora una modificacion del algoritmo en la que
el punto de partida es el sistema con menor niimero de ecuaciones, es decir
el correspondiente a la malla mas gruesa correspondiente al espacio M. El
algoritmo siguiente se conoce como Método Multimalla Completo (en inglés

“Full Multigrid Method”) y se basa en la iteracién anidada siguiente:

1. @y = ugp solucién exacta en M,

2. Parak=1,...,K

a) o = g1k (Uk—1)

b) MGM(k7 v, V2,7, i7 Uk,0, uk,i)
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C) ﬂk = u;w

donde 1I_; ; es el operador de prolongacién
kal,k : Mk,1 — Mk
Vg—1 —7 Vg = VUg—1

y ademas el niimero de iteraciones ¢ es el mismo para todos los niveles k.

Consideremos ahora la resolucion mediante el Método de Elementos Fi-
nitos del problema (2.1) con el algoritmo multimalla completo. Podemos

enunciar la siguiente estimacion del error,

Teorema 6. (Estimacion del error para la iteracion anidada) Sean Cy > 0,
s > 0 y hy verificando
llup, — ul|| < Cihy,  VEk (4.2)

HHk_l,k(uk_l) — uk|| S Clhz Vk’ (43)

donde ||v|| es la norma de v e H. Sea ¢ =& paray =2 0 ¢ =& para y = 1,
definido en los teoremas (4) y (5), entonces

||t — ug|| < C5C1hy, (4.4)
con
C ) = ———
3(§7 Z) 1— ngz
donde
02 = sup (hk—l)s
ko g

Observacién: Observemos que la unica condicién requerida para el valor
de 7 es Cy¢" < 1.

Demostracion. Procederemos por recurrencia: Para k = 0 el teorema es cier-
to. Supongamos cierto el teorema para un nivel k£ — 1, es decir,

[|tg—1 — ug—1|| < C5C1h;_,
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tendremos para el error en el nivel k£
[ = il = [ = wll < 67l — ]| = ] Thgo () = ]|
= ¢!y (1) — g + Ty g (tip—1) — Ty p(up_1)]]
< (| (wn—1) — wel | 4 e ]| —1 — wr—a]])
< '(Cihy + C3C1hy_,) < 'Cihi (14 C5Cy)
= C3C1hy,

donde el 1ltimo paso es cierto si elegimos Cs(s,1) = [ ]

G
1—Cag?

Comentario: Hemos utilizado la propiedad ||IIx_14|| < 1. En efecto si
II;_1 % es el operador de prolongacién definido por la inyeccién de Mjy_; en

M, tenemos ||I_q x|| = 1.

Comentario: La estimacién habitual en una aproximacion mediante Ele-
mentos Finitos del problema (2.1) es

|lup —ul| < Chy VEk
donde podemos suponer que la constante C' es independiente del nivel k.
. Bk 1\s
Utilizando C > (5=)

ML 1 e (ui—1) = wiel| = [|ue—1 = wpl] < [lue—1 = uf| + [Jux — ul]

< Chi_,+Chi < Chi(1+ Cy)

Eligiendo ahora C = (1 + C3)C' se obtienen las dos propiedades (4.2) y (4.3)
para la misma constante C; del enunciado.

Comentario: El teorema asegura que la cota del error en todos los niveles
k=0,1,..., K difiere respecto al error de discretizaciéon Ch; inicamente por

factor Cs(s,1).

Coste de la iteracion anidada

Vamos a evaluar el nimero de operaciones en el nivel £ de la iteracién
anidada. El coste de una iteracion del método multimalla en el nivel k, des-
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. L k-1 . .
preciado el coste del término en—l.nk correspondiente a la resolucion exacta
en el nivel £k =0, es

(I/CS + CR + CP)TL

W = 1-0

donde # = Cyy < 1. Puesto que tenemos ny_; < Cyny tendremos en cada
nivel

Wg_1 < CygWg

Wk_o < CpWik_1 < CEWk

Wi < OE Wk

El coste de la iteraciéon anidada sera

Wi+ il + .+ iW 4+ .o+ Wk

K-k i
<ZZ(J Wi < 7=~ Wi

También hemos despreciando el coste de la prolongacion u,io) = Iy g (Ug—1)-

En consecuencia el nimero de operaciones para realizar la iteracién ani-

dada con i iteraciones en cada nivel es a lo sumo ﬁ veces mas que 1©

iteraciones simples en el nivel K.

Corolario 2. En el contexto anterior, el numero de operaciones para resolver
el sistema de ecuaciones utilizando la iteracion anidada es proporcional al
numero de ecuaciones.

Demostracion. Basta elegir el nimero de iteraciones ¢ a realizar en cada nivel

verificando Chs? < 1. [ |
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5. Anexo: Desigualdades de Holder

Teorema 7. (Desigualdad de Young)

Para 1 <p,qconl/p+1/g=1

1 1
a,b<—-a’4+-b? Ya>0Vb>0 (5.1)
p q

Demostracion. La funcién logaritmo es concava sobre |0, 0o,

1 1 1 1
log(—a? + —b%) > —log(a) + —log(q) = log(ab
g(p q) pg() qg() g(ab)

de donde como la funcién logaritmo es también creciente en |0, co[ se obtiene

(5.1) |
Teorema 8. (Desigualdad de Hélder)

Sean u = (uy,...,uq)’,v = (v, ...,v5)" € R? con producto escalar (u,v) =
w;v; Y las normas ||v||, = g [P e para todo p € R con 1 < p.
% p 7
Tenemos para p,q>1y1/p+1/g=1

|(w, 0)| < [fullp- [l (5:2)

Demostracion. Aplicando la desigualdad de Young (5.1) a los productos

|uil-[oil,
1 p 1 q 1 p 1 q
[(w,0) <Y el ol < =D fwslP + = ol = = lullp + = (Il (5.3)
reemplazando v por Au con A > 0

AP p 1 q
Allw, o)l < ==l + 1ol
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dividiendo por A
(p-1)

1
[lullp + = lvllg

(a,0)] < v

minimizando el término de la derecha en la anterior desigualdad con respecto
a A, el valor minimo se alcanza para A = A = |[ul[; .| |v] |77 v sustituyendo

este valor se obtiene (5.2). [

Corolario 3. (Desigualdad de interpolacion 1)

Para 0 < 8 < « se tiene la siguiente desigualdad de interpolacion

5 1-£
ollli-p < ol Tlol]= (5.4)

Demostracion.
1—
|||v|||%_5=2m< 7
B B(1_qg _By 1_8
_Z QaAa(l ) 2(1 )A;l a
o _By 1_8B
llamemos a; = v, ‘*)\“(1 ) y b = v?(l ”‘))\j “ y apliquemos la siguiente

desigualdad de Holder (5.2) parapy gcon 1/p+1/g=1
Yo aib < (Y al) (Y bt

resultando

|||U|||%76 — (vapg)\fg(l—a))l/p(zvfﬂl )\Q(l ))1/q

% 7

eligiendo p y ¢ tales que 1/p = 5/ay 1/q =1 — (/a resulta

-4 1_£
Ps < (Do uaa) (e e = Il el
][]
extrayendo la raiz cuadrada en los dos miembros de la desigualdad se obtiene

(5.4). ]
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Corolario 4. (Desigualdad de interpolacion 2)

Para 0 < a <1 se tiene la siguiente desigualdad de interpolacion

11olll14a < Mol (0]l (5.5)

Demostracion.

o[} 10 = > v2ATY
1

=> 217 \(17 00 20 )20

Namemos a; = v20 YA v b, = 02002 y apliquemos la siguiente

desigualdad de Hélder (5.2) parapy qgcon 1/p+1/g=1

Zaibi < (Z af)l/p(z b1y

% %

resultando

[olll2 0 = (S o ON ) (N7 2o\ 2ae e

) )

eligiendo p y ¢ tales que 1/p=1—a y 1/q = a resulta

o1 < (30 o22) (D2 02X = lllelIP =il

7

extrayendo la raiz cuadrada en los dos miembros de la desigualdad se obtiene
(5.5) ]
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