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Sobre la obtencidon de la ecuacion de
Clapeyron-Clausius

S. Velasco y C. Fernandez-Pineda

La ecuacion de Clapeyron-Clausius es la ecuacion fundamental en el estudio de las transiciones de
fase de primer orden. Esta ecuacion proporciona la pendiente de la curva de coexistencia de dos fases
en equilibrio en el diagrama PT. Se presentan en este trabajo once posibles formas de obtener dicha
ecuacion, discutiendo su nivel de aplicabilidad en cursos de Termodindmica.

Un cambio de fase de primer orden de una sustancia
pura viene caracterizado por discontinuidades en la entro-
pia y en el volumen, teniendo lugar tal cambio de fase
a una temperatura 7, fijada, que a su vez fija la presion,
P, = P(1,). La transicion s6lido-liquido es un ejemplo de
transicion de este tipo. Experimentalmente, la discontinui-
dad en la entropia viene reflejada por la existencia de un
cambio (medible) en la entalpia de la sustancia manifestado
por una transferencia de energia en forma de calor (la ental-
pia actiia como un potencial para el calor en los procesos
isobaros; antiguamente tal cambio de entalpia se conocia
como calor latente de cambio de fase). La pendiente de la
curva de coexistencia, (dP/dT),, entre dos fases 1 y 2 viene
entonces dada por la denominada ecuacién de Clapeyron-
Clausius [1-3],

PANLEL S 0
dal'le = =W T,(0h - W)

donde (5'1, Sz)y(V, 172) son las entropias y los volumenes
molares de cada una de las fases en equilibrio, y 4Hi2 la
entalpia molar de cambio de fase. La ec. (1) es probablemen-
te la ecuacion de la Termodindmica que se puede obtener
con un mayor numero de métodos. Se presentan en este tra-
bajo once de estos métodos, algunos de ellos con diferentes
variantes, indicando su grado de dificultad y el nivel del
curso en el que pueden ser utilizados.

1. Métodos del ciclo infinitesimal de Carnot

1.A) Supdngase que n» moles de una sustancia pura rea-
lizan un ciclo infinitesimal de Carnot entre las temperaturas
T,y T,- dT, en el interior de la curva de coexistencia o bino-
dal, tal y como se indica en la fig. 1 en un diagrama PV
o diagrama del indicador (La invencion del diagrama del
indicador fue debida a James Watt, manteniéndose durante
muchos afios como un secreto industrial [4]. Clapeyron
utilizé por primera vez este diagrama para representar
graficamente el ciclo de Carnot por lo que frecuentemen-
te, e incorrectamente, se le denomina como diagrama de
Clapeyron). El estado a corresponde a un estado saturado
de la fase 1 y el estado b a un estado saturado de la fase 2.
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En tal ciclo los procesos isotermos son también isobaros. El
rendimiento de este ciclo viene dado por:

UE’WEiCIO‘Zl_E_dI;Zd]; (2)
‘ Qabs | T‘; ];
. curva de
P ) 1 coexistencia
Lo
| 1
| |
| 1
| 1
| 1
P
€
P -dP
€ €

Figura 1. Ciclo infinitesimal de Carnot dentro de la curva de coexis-
tencia en un diagrama PV (método 1.A).

donde W1, ¥ Oabs SON, Tespectivamente, el trabajo realiza-
do y el calor absorbido en el ciclo. Por otra parte se tiene
que

|Om|=|0(a — b;P = R)| = ndi, 3)

| Wigo| = n(V; — V))dP,, 4)

donde AH;> se ha tomado, por definicion, como positivo y se
ha efectuado la aproximacion Area(abcd) ~ Area(abc'd’). La
sustitucion de la ec. (3) y de la aproximacion (4) en la ec. (2)
conduce a la ecuacion de Clapeyron-Clausius (1).

1.B) Una version alternativa del método utiliza el ciclo
infinitesimal de Carnot en un diagrama 7S, tal y como se
muestra en la fig. 2. En este diagrama el calor neto inter-
cambiado en el ciclo viene dado por el area del ciclo, es
decir,
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| Quao| = 1S, = §)dT, > 0, Q)

mientras que el trabajo realizado en el ciclo viene dado
aproximadamente por la ec. (4). Por otra parte, la aplicacion
a este ciclo del Primer Principio conduce a

%dU = ‘ Qciclo ‘ - ‘ I/Vciclo ‘ =0 (6)
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Figura 2. Ciclo infinitesimal de Carnot dentro de la curva de coexis-
tencia en un diagrama 7'S (método 1.B).

La sustitucion de las ecs. (4) y (5) en la ec. (6) permite
obtener

(8, — 8))dT, =~ (75 — %)dP. (N

de donde se obtiene la ecuacion de Clapeyron-Clausius (1).

El método (1.A) es esencialmente el utilizado por
Clapeyron [5] sobre la base del trabajo de Carnot, aunque la
forma de la ec. (1) fue propuesta por Clausius [6-8]. Estos
métodos requieren Unicamente conocimientos basicos de
Termodinamica, por lo que son recomendables en cursos
introductorios de Termodinamica.

2. Métodos de las areas

2.A) La aplicacion de los Principios Primero y Segundo
a un ciclo reversible de un mol de un sistema hidrostatico
cerrado conduce a

f 18 = § Pav. (8)

De esta forma, el area encerrada por un ciclo en el diagra-
ma 7S es igual al 4rea encerrada por dicho ciclo en el
diagrama PV . La ec. (7) se obtiene al aplicar la ec. (8) al
ciclo infinitesimal de Carnot representado en las figs.1 y
2. Pero el método también se puede aplicar a otros ciclos
en el interior de la curva de coexistencia entre fases. En
particular, supéngase que un mol de una sustancia pura
realiza un ciclo infinitesimal entre dos procesos isotermos
entre los estados saturados de las dos fases que coexisten
completandose el ciclo mediante procesos a lo largo de
la curva de coexistencia, tal y como se indica en la fig.3.
Despreciando infinitésimos de orden superior al primero, la
ec. (8) conduce a [9]
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(8, = 8)dT, = (7, = W)dP.. ©)
de donde se obtiene la ecuacion de Clapeyron-Clausius
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Figura 3. Ciclo infinitesimal formado por dos procesos isotermos y
dos procesos a lo largo de la curva de coexistencia en un diagrama
PV y en un diagrama TS (metodo 2).

2.B) Una forma alternativa de proceder a partir de la
preservacion de 4reas en los diagramas PV y TS es usar que
dicha preservacion equivale a que el jacobiano de la trans-
formaciéon (P,¥) — (T,8) es igual a la unidad, es decir,
[10, 11]

oT

8- 5, -3

o(r.5) ~\orslas ar)-

Puesto que para las transiciones de fase de primer orden la
presion de equilibrio P, depende tinicamente de 7, P,= P(T,),
se tiene que (P/AT)g = (dP/dT), y (3P/3S); = 0, porlo
que la ec. (10) toma la forma

(ar.(55),

de donde se obtiene que

aP)T(aV

(11)
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que es la ecuacion de Clapeyron-Clausius (1).
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Figura 4.

a) Ciclo infinitesimal triangular con base isoterma.

b) Ciclo infinitesimal triangular dentro de la curva de coexistencia
(método 3).

Estos métodos son también muy sencillos y pueden con-
siderarse como equivalentes a los métodos anteriores. La
segunda variante requiere el conocimiento de jacobianos y
de que en un cambio de variables si el jacobiano de la trans-
formacion es la unidad se mantiene el tamafio del elemento
de volumen, por lo que resulta mas adecuado en un curso
mas avanzado de Termodindmica.

3. Método del ciclo infinitesimal triangular

Sobre la base del teorema de Carnot se demuestra el
denominado teorema del ciclo triangular de base isoterma
[12]. Este teorema establece que dados, en un diagrama PV,
un estado de equilibrio C de temperatura 7 y un arco de
isoterma 4B, proximo a dicho punto, que corresponde a la
temperatura 7' + dT (fig. 4a), entonces el calor Q (4 — B)
recibido en el proceso 4B en el sentido tal que el ciclo ABC
realiza trabajo para d7 > 0, cumple la expresion (salvo infi-
nitésimos de segundo orden)

1
—2dW,q0 = TQ(A — B;T = cte)dT, (13)
donde dW., es el trabajo realizado en el ciclo (area del
tridangulo).

Supdngase que n moles de una sustancia pura realizan
un ciclo infinitesimal triangular 123 entre las temperaturas
T,y T,+ dT, en el interior de la curva de coexistencia, tal y
como se indica en la fig. 4b (los puntos 1 y 2 se encuentran
en la curva de coexistencia). Para tal ciclo, el trabajo reali-
zado viene dado por

Wy =— Ln(Vy — 7)dP
ciclo — 2 2 1 e (14)
mientras que el calor absorbido en el proceso isotermo (que
es a la vez isobaro) es

O(1 - 2;T = cte, P = cte) = ndH» (15)
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Sustituyendo las ecs. (14) y (15) en la expresion (13), se
obtiene

T,

(7 — R)dp. = =724, (16)
que conduce a la ecuacion de Clapeyron-Clausius (1).

Este método es similar a los anteriores métodos de las
areas, aunque es algo mas complicado al requerir demostrar

previamente el teorema del ciclo triangular.
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Figura 5.

a) Procesos isotermos infinitesimalmente proximos utilizados para
demostrar la ec. (17).

b) Procesos isotermos infinitesimalmente proximos dentro de la cur-
va de coexistencia a los que se aplica la ec. (17) (método 4).

4. Método de la isocora de van't Hoff

Supoénganse los dos procesos isotermos infinitesimal-
mente proximos representados en la fig. 5a, de forma que
V,=V,y Vy,="Vy Si Wpy Wy + dWy son los trabajos
correspondientes a los procesos isotermos de temperatura 7
y T + dT, respectivamente, teniendo en cuenta que la funcion
de Helmbholtz F actiia como un potencial para el trabajo en
los procesos isotermos reversibles, AF = F, - F, = Wy, se
demuestra que [13, 14]

awr _
Wr = T4 = AU, (17)

donde AU = U, - U,,. Esta ecuacion fue obtenida por primera
vez por Lord Kelvin y utilizada por Horstman, Hembholtz y
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Nernst en aplicaciones de Termodindmica Quimica. La ec.
(17) no es mas que una variante de las denominadas ecua-
ciones de Gibbs-Helmholtz.

Fermi [14] denominé a la ec. (17) la isocora de van't
Hoff, e hizo uso de ella para obtener la ecuacion de
Clapeyron. Para ello aplico la ec. (17) a dos procesos iso-
termos infinitesimalmente proximos dentro de la curva de
coexistencia extendidos entre los estados saturados de las
dos fases que coexisten, tal y como se muestra en la fig. 5b.
Suponiendoque Vi =V, = V, y V4 =V, = V, y teniendo
en cuenta que Wr, = -P,(V, - V1), la ec. (17) permite obte-
ner [15],

dP,
dr

R N OR TR EN

=H2 - ]—117

de donde, dividiendo ambos miembros por 7, se obtiene la
ecuacion de Clapeyron-Clausius (1).

Este método es mas complicado que los anteriores al
requerir demostrar la ec. (17). No parece adecuado para un
curso introductorio de Termodindmica pero puede presen-
tarse como una aplicacion de la ec. (17) en un curso mas
avanzado.

5. Metodo de las diferenciales exactas

Considérense dos fases, 1 y 2, de una sustancia pura en
equilibrio a una temperatura 7,. La regla de la palanca per-
mite escribir para la energia interna molar, el volumen molar
y la entropia molar del sistema las expresiones:

U=Q1-x)U0(L) +x0,(T,) = U(T,.x), (19)
V=00-xV(T)+V(T) = V(T,x) (20)
S=0—x)5(T) + x5,(T) = S(T., x), (21)

donde x = n, / n es la fraccion molar de la fase 2, siendo 7,
los moles en la fase 2 y n los moles totales del sistema. De
esta manera puede interpretarse que, conocidos los moles
totales, las variables (7,x) determinan el estado del sistema
total. Considérese ahora un proceso infinitesimal reversible
caracterizado por un cambio infinitesimal (d7,,dx) de estas
variables manteniéndose el equilibrio entre las fases. El tra-
bajo y el calor transferidos por mol en este proceso vendran
dados por:

dw=—PdV =— P|(1 —x) 9 4 D2l gr.
dl, = dL|, (22)
_Pe<1;é - Vl)dxa
< ds, ds.
dg = T,dS = 7;[(1 —x) 5L+ x—z] di, +
dr dT |, (23)

+T,(8, — §)dn,

donde las derivadas estan calculadas a lo largo de la corres-
pondiente curva de coexistencia entre fases. Definiendo los
coeficientes de dilatacion y los calores molares para cada
fase a lo largo de la curva de coexistencia como:
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@ _ 1 (d]) @ _ 1 (de)
o= =\l o = =\ 24
1 : T o 2 VZ dT eq ( )
(e) d_S]) ~le) _ (d_sz)
C = (dT eq, C2 = T dT eq, (25)

respectivamente, las ecs. (22) y (23) toman la forma:

dw =—P[(1 = 0Vial? + xihal?]dr -

26
BTy - R 0

dq =1 = 00\ + xCOar + Afnodx,  @7)

donde se ha tenido en cuenta que AHy, = Tg(Sz — 51). A
partir de las ecs. (26) y (27) se obtienen, para los cambios de
energia interna molar y de entropia molar en el proceso de
transicion, las expresiones:

(1 -0 - p7al)+

J = d =
dU = dw + dq +x(C‘(€) _ P a(e)) (28)
2 e’2% )
-I—[AHn AU Z)]dx,
4 (e = (e AH,
ds = G = 7[00 =00l + xCar, + 2 @9)

Al ser las diferenciales (28) y (29) exactas debe cumplirse
la condicion de igualdad para las derivadas cruzadas de los
correspondientes factores de las diferenciales independientes
[16]. A partir de la ec. (28) resulta:

(€ = RRal) - (67 - RTial) =

dAH,, dP, ;. - N €1
=~ =) = R(nal) — hay?)
de donde
dAH, ) Ale)  dP, 5 _
dTe12 = (Cz -G ) + dT, (Vi - Vl)’ (31
mientras que a partir de la ec. (29) se obtiene:
~(e) ~(e) _ _
(CZ - G )_ | dAH,  AHy, (32)
T T dr 2
ecuacion que puede escribirse en la forma:
dAH, AH, ~(e) ~(e)
dTeu _ 7;12 " (Cz el )’ (33)

que recibe el nombre de ecuacion de Clausius y que propor-
ciona la variacion de la entalpia molar del cambio de fase
con la temperatura. La sustitucion de la ec. (33) en la ec. (31)
permite obtener la ecuacion de Clapeyron-Clausius (1).

Este método es algo largo y complicado para desarrollar
en clase por lo que puede ser mas conveniente dejarlo como
problema [17]. Presenta la ventaja de obtener simultanea-
mente la ecuacion de Clausius (33).
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6. Método del ciclo infinitesimal en la curva de
coexistencia entre fases.

Considérese [18, 19] un mol de una sustancia pura que
realiza un ciclo, representado en la fig. 6, consistente en los
cuatro procesos siguientes:

i) desde un estado saturado a de la fase 1 experimenta a la
temperatura 7, una transicion a un estado saturado b de la
la fase 2;

i1) se disminuye su temperatura hasta 7, - d7, a lo largo de
la curva de saturacion de la fase 2, desde el estado b al
estado c;

iii) a la temperatura 7, - d7, experimenta una transicion

desde el estado saturado ¢ de la fase 2 al estado saturado

d de la fase 1;

iv) se regresa al estado inicial @ a lo largo de la curva de

saturacion de la fase 1.

curva de
P coexistencia

1+2

I
I
I
Vi A v

Figura 6. Ciclo infinitesimal dentro de la curva de coexistencia
(método 6).

El calor transferido durante este ciclo viene dado por:

dq = Alzllz(];> — C(ZE)dT;; - A[:[12<7:3 - dT;‘) + (34)
+C\dr,

siendo AH12(T,) y AH2(T, — dT,) los cambios de entalpia
molar de cambio de fase a las temperaturas 7, y T, - dT,, res-
pectivamente, y C‘F) y 5‘56) los calores molares de las fases
1 y 2 en equilibrio mutuo o en saturacion, respectivamente
[véanse las ecs. 25]. El trabajo tranferido durante el ciclo
sera:

aw =—P,( e>[_2(72) - _1(7;)] -
~P.(T)[(T, - dT) — T5(T,)] - 35
—P.(T, — dT)[}(T, — dT,) — W5 (T, — dT)] - >

siendo P, (T,) y P, (1, - dT,) las presiones de equilibrio
de fases a las temperaturas 7, y 7, - dT,, respectivamente.
En primer orden en d7, y dP, las ecs. (34) y (35) toman la
forma:

aq = (¢ = ¢ )ar, + 9402 o, (36)

e
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dw = dP. [ (T.) - T(T.)]. (37)

Haciendo uso de las ecs. (36) y (37), el cambio de energia
interna a lo largo del ciclo viene dado por:

dU = dw + dq =i (T,) — 75 (T,)|dP, +

dr;

e - e + o

dT,.

Por otra parte, el cambio de entropia a lo largo del ciclo
sera:

2 2 _ ~le) Al
as = alTe) _ AT db) | O Gl ar, 39)
que en primer orden en d7 toma la forma:
g AH;, | dAf,, CF) - C(ze)
ds =— 7 d7;+Te dT. dT9—i—Td7;. (40)

Ahora bien, por ser S y U funciones de estado, sus cam-
bios en un ciclo son nulos. Igualando la ec. (40) a cero, se
obtiene:

~(e) ~(e)
dTe - ]; Cz - Cl )’

(41)

que es la ecuacion de Clausius (33), mientras que igualando
la ec. (38) a cero y haciendo uso de la ec. (41) se obtiene la
ecuacion de Clapeyron-Clausius (1).

Este método es de dificultad similar al anterior. También
parece mas adecuado para proponer como problema.

7. Método geométrico de Gibbs

En 1873 Gibbs [20] propuso un método para obtener
la ecuacién de Clapeyron-Clausius (1) sobre la base de
simples consideraciones geométricas de la superficie de
los estados de equilibrio para una sustancia pura en el
espacio termodindmico (U, S, 7). Considérese, tal y como
se muestra en la fig. 7, el plano tangente que toca a dicha
superficie en los puntos 4, y 4, , con coordenadas (U1, S, ;)
y (Uz, S5, 172), que se supone que representan a dos fases
en equilibrio. Considérese el plano que, perpendicular al
eje V, pasa por el punto 4, y el plano que, perpendicular
al eje S, pasa por el punto 4,. Estos dos planos son per-
pendiculares entre si y se cortan en la recta 4B paralela
al eje U. Tracemos las rectas 4,8 y A,C perpendiculares
a AB. Puesto que T = (30/3S);y P =— (3U/V)g, la
temperatura y la presion de coexistencia vienen dadas por:
T, = AB/BA,y P, = AC/A,C, respectivamente. Supdngase
que el plano tangente rueda sobre la superficie girando
alrededor del eje 414, un angulo infinitesimal de forma que
corte a la recta AB en el punto 4’ (véase la fig. 7). La tempe-

ratura y la presion habran cambiado a T, + dT, y P, + dP,,
siendo dT, = A’A/BA,y dP, = A'A/A,C.
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Al

Figura 7. Método geométrico de Gibbs (método 7).

Se tiene entonces que:

dP, _ B4, _Sp—5 _
dl, — 4,C V- V¢

5 -5
=N

(42)

puesto que todos los puntos del plano ABA; tienen la misma
entropia molar y todos los puntos del plano ACA, tienen el
mismo volumen molar. La ecuacion (42) es, una vez mas, la
ecuacion (1) de Clapeyron-Clausius

Este método supone un cierto grado de abstraccion y
requiere demostrar previamente que el giro del plano tangen-
te es fisicamente posible, por lo que parece mas apropiado
para un curso avanzado de Termodinamica.

8. Métodos de los potenciales quimicos

8.A) Método analitico de Gibbs [21].

El potencial quimico x de una sustancia pura inicamente-
depende de la temperatura 7'y la presion P, de forma que si
Ty P cambian infinitesimalmente se cumple que

du =— SdT + VdP, (43)

que es la ecuacion de Gibbs-Duhem en la representacion
energética para una sustancia pura. En un equilibrio de dos
fases de una sustancia pura, los potenciales quimicos i; y u»
son iguales:

H (7:?’ Pe) = M (Tea Pe)’

de forma que, si 7, y P, cambian infinitesimalmente en d7, y
dP, respectivamente, para que las dos fases permanezcan en
equilibrio debe cumplirse que

(44)

ﬂl(Te+dY;sPe+dPe)=ﬂ2(7;+d];9Pe+dPe)' (45)

Restando la ec. (44) de la ec. (45) y haciendo uso de la ec.
(43), a primer orden en d7, y en dP, se tiene que

—81dT, + VidP, = — 8,dT, + V»dP, (46)

de donde se obtiene la ecuacion de Clapeyron-Clausius (1).
Este es el método preferido por la mayoria de libros de
Termodindmica y el que normalmente se usa en los cursos
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de Termodinamica en las licenciaturas de ciencias [22]. Una
variante [23] de este método utiliza un desarrollo en serie de
Taylor de los dos miembros de la ecuaciéon (45) en torno a
un punto de la curva de coexistencia, que truncado a primer
orden en d7, y dP, permite llegar a la ecuacion (46).

8.B) El punto de partida de este método es también la
igualdad (44) para los potenciales quimicos de las dos fases
en equilibrio. Derivando esta igualdad respecto a 7, y tenien-
do en cuenta la ecuacion de Gibbs-Duhem (43) se tiene que
[24]

dP,
dT,’

dPe—d'u2——S'2+Vz

dﬂlz‘&*vldT = dT, T

dT, 47

de donde se obtiene de forma directa la ecuacion de
Clapeyron-Clausius (1).

Este método puede considerarse como una variante del
anterior, aunque es mucho menos frecuente en los textos de
Termodinamica.

8.C) Nuevamente el punto de partida de este método es la
igualdad (44) para los potenciales quimicos de las dos fases
en equilibrio. Teniendo en cuenta que para una sustancia
pura el potencial quimico coincide con el potencial molar
de Gibbs, para las dos fases que coexisten en equilibrio a la
misma temperatura 7, y presion P, se tiene que

=G =U - LS + RV, (48)

Uy =G =0 = T,S + RVs. (49)

Sustituyendo las ecs. (48) y (49) en la ec. (44) se obtiene la
expresion

0. —0)-T(5 - 8)+P(lh—T)=0. (50

Hallando la derivada de la ecuacion anterior respecto a 7,
resulta

dU, - U o = d(S, - §
%_(SZ_SI)_E%_F
e i i e (51)
dP, 1 - A, — W,
tar - )+ p A0 vy oo
Por otra parte, teniendo en cuenta que
du ds av
dE:EdE_PeTTe, (52)
la ec. (51) toma la forma
~(8=8)+ g (=) =0, (53)

de donde se obtiene la ecuacion de Clapeyron-Clausius (1).

Este método es equivalente a los dos anteriores y aparece
en el libro de Fermi [25], no necesitando el uso explicito de
la ecuacion de Gibbs-Duhem (43).
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9. Métodos de las relaciones de Maxwell

Considérense dos fases, 1 y 2, de una sustancia pura en
equilibrio a una temperatura 7, y a una presion P,. Para cada
una de las fases se cumplen las ecuaciones de Gibbs

dU, = T,dS; — PdV; + tydn, (54)

dU, = TydS, — PydVs + [ydn,, (55)

siendo 7n; y n, los moles de las fases 1 y 2, respectivamente.
Puesto que en el equilibrio se cumplen las relaciones

T=h=T, RP=P =P, =iL=H (5)
la suma de las ecuaciones (54) y (55) conduce a
dU = dU, + dU, = T,(dS, + dS,) — P,(dV; + dV;) + 57

+,ue(dn1 + dnz) = T,dS — P,dV + U.dn,

siendo U = U1 + Uz,S:Sl +Sz, V= Vl + sz}’l =m +n213
energia interna, la entropia, el volumen y los moles, respec-
tivamente, del sistema bifasico. Efectuando transformadas
de Legendre de la ecuacion (57) se obtienen las expresiones
diferenciales de los potenciales F'y H,

dF =— SdT, — P,dV + i dn, (58)

dH = T,dS + VdP, + l,dn. (59)

A partir de las ecuaciones (57), (58) y (59) se obtienen las
siguientes relaciones de Maxwell para el sistema bifasico

oT,\ _ (0P,

(W)S,n—‘(ﬁm’ (60)
aS _ [9F,

135), .= (3%, . (1)
a7, _(31)

(ape)s’n S ) p (62)

A continuacion se exponen los diferentes métodos de
obtencion de la ecuacion de Clapeyron-Clausius que hacen
uso de las relaciones de Maxwell anteriores para un sistema
bifasico:

9.A) Método de la entropia

Este método se basa en que el proceso de transicion
desde el estado a (fase 1) al estado b (fase 2) en la fig. 1 es
un proceso isotermo, para el que es particularmente sencillo
el calculo del cambio de entropia. Tomando (¥, 7,, n) como
variables independientes, el cambio de entropia en un pro-
ceso infinitesimal de transicion de fase isotermo y a n cons-
tante viene dado por

(dS)z;,n=(£)T dV:(aPe) av,
ol V,n

P14 a7, (63)
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donde se ha hecho uso de la relacion de Maxwell (61)
obtenida del potencial de Helmholtz F. Como en un
cambio de fase de primer orden P, = P,(1,), se tiene que
(OF,/ o1 )y, = (dP / dT),, por lo que la integracion de la
ec. 63) a lo largo del proceso ¢ — b en la fig. 1 permite
obtener:

S =8 = (di)e(% - "), (64)

dT
de donde, dividiendo ambos miembros por n, se obtiene la
ecuacion de Clapeyron-Clausius (1).

9.B) Método de la entalpia

Este método se basa en que el proceso de transicion de
fase @ — b en la fig. 1 es un proceso isobaro. Usando la
expresion diferencial (59) para la entalpia y cambiando a las
variables independientes (¥, P, n), el cambio de entalpia en
un proceso infinitesimal de transicion de fase isobaro y con
n constante viene dado por

(s _ [P,
(dH)Pe,n - Tg(W)PE,ndV_ Te(a];)s ndV,

(65)

donde se ha hecho uso de la inversa de la relacion de
Maxwell (62) correspondiente a la funcién H. A partir de
aqui se procede de forma analoga al método anterior. La
integracion de la ec. (65) a lo largo del proceso a — b de
cambio de fase permite obtener:

(66)

Aty =t~ = () (- 1)

que, después de dividir ambos miembros por 7, coincide con
la ec. (1).

Este método es similar al anterior. Permite incidir sobre
el hecho de que la entalpia actlia como un potencial para el
calor en los procesos isobaros.

9.C) Método de la energia interna

Usando la expresion diferencial (57) para la energia
interna y cambiando a las variables independientes (¥, T,, n),
el cambio de energia interna en un proceso infinitesimal de
transicion de fase isotermo y con n constante viene dado por

(dU),, :(8—U)T dV=[Te(85)T —plav, (67

n =\ 9V F14

e

de donde

oU _ (98 _p _ 79 _
(BV)TE,,,_Te(aV)TM P@‘Te(are)w P (68)

donde se ha hecho uso de la relacion de Maxwell (61)corres-
pondiente a la funcion F.

La definicion de entalpia conduce en un proceso a P,
constante a

U, — Uy = 4Hy, — P,(h — V). (69)
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donde U, y U, son las energias internas molares de cada una
de las fases. Ademas, por ser la transicion de fase un proceso
isotermo puede escribirse

29, - (30, - %4 -

o al\or), T h -7,
] (70)
_ AI_I]2 —pP
A G

donde se ha hecho uso de las ecs. (19) y (20) y de la ec. (69).
La comparacion de las ecs. (68) y (70), teniendo en cuenta
que (9P, /3T,),, = (dP/dT),, permite obtener la ec. (1).

Este método es de dificultad parecida a los dos anteriores.
Este método es utilizado, por ejemplo, por Fermi [26].

Los métodos basados en el uso de las relaciones de
Maxwell son apropiados para un curso de Termodinamica de
primer ciclo y aparecen con frecuencia en libros basicos de
Termodinamica [27]. Sin embargo, no es usual encontrar tex-
tos de Termodinamica en los que estos métodos se apliquen
de forma rigurosa, al no precisar la validez de las relaciones
de Maxwell para sistemas heterogéneos en equilibrio.

10. Método de Baylin

Baylin [28] ha demostrado que la ecuacion de Clapeyron-
Clausius puede también obtenerse, entre otras cosas, a partir
de las propiedades del potencial de Gibbs G para un sistema
bifasico. Para ello supongase que en el diagrama 7P existe
la curva de coexistencia 7, = T,(P) de forma que en el lado
de bajas temperaturas se encuentra la fase 1 con potencial de
Gibbs G1(7T, P) y en el lado de altas temperaturas se encuen-
tra la fase 2 con potencial de Gibbs G,(7, P), de forma que
para cualquier valor de T'y P se puede escribir

G(T.P)=[1 - 6W]G(T.P) + 6() G, (T.P),  (71)
donde
t=T-T,(R) (72)
y O(¢) es la funcidn paso
0sit<O;
o) = {1 sit>0. (73)

Si ¢ es negativo, entonces 7'< T, y el punto (7, P) estd en la
fase 1; si, por el contrario, ¢ es positivo entonces 7> 7,y el
punto (7, P) esta en la fase 2. Ademas, la funcion de Gibbs
es continua en la curva de transicion

G/ (L(P).P) = G, (T (P.).P.). (74)

Por otra parte, a partir de la definicién (72), teniendo en
cuenta que la derivada de la funcion paso es la delta de
Dirac, d@ / dt = 6(%), se tiene que

0 dr,
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Entonces, para las derivadas parciales de primer orden de la
funcién (71) resulta

_s = (gLT?)P =~ 8 (G, - G,) + o
+(1 - 0) (%)P ; e(%)P ——(1—-0)s 65,
_ (3G ar,
V: (W)T:5(t)(Gl— Gz)d—P+ (78)

_ ﬁ) (@) —(—
+( 9)<ap T+9 5P T—(l 0)V; + 015,
donde los términos en d(f) han desaparecido debido a la
condicién de equilibrio (74). A partir de las ecuaciones (77)
y (78) las derivadas cruzadas de segundo orden de la funcion
G vienen dadas por

°G _ @) s,
opor =~ 1 = 9)(8P ;T e(aP)T *
. (79)
+6UM&—SUE§
3’G N v,
9ToP — (1-6) (TTI)ID + 6(8772)}) + (80)

+8(0) (1 = W),

donde se ha hecho de nuevo uso de las ecuaciones (75) y
(76). Igualando la derivadas cruzadas dadas por las ecuacio-
nes (79) y (80) resultan las igualdades entre los correspon-
dientes coeficientes del - @, @ y J(f). Las igualdades entre
los coeficientes de 1 - @ y de @ conducen a las relaciones
de Maxwell para G| y G,, mientras que la igualdad entre los
coeficientes de d(¢) conduce directamente a la ecuacion de
Clapeyron-Clausius (1).

Como el método anterior, este método es muy elegante,
sobre todo desde un punto de vista matematico, y apropiado
también para un curso de Termodindmica de primer ciclo.

11. Metodo de la constante de equilibio

Una transiciéon de fase puede considerarse como una
reaccion quimica gobernada por la ecuacion

81)

en la que la fase inicial B; juega el papel de reactivo y la fase
final B, juega el papel de producto de la reaccion. Es usual
escribir la reaccion (81) en la forma

B = B,

0=—B + B, (82)

con coeficientes estequiométricos vi = -1y v, = 1. La afini-
dad de la reaccion viene entonces dada por

2
A=—- 2vili(TR) = (L. P.) — 4o (T, R). (83)
i=1

La condicion de equilibrio quimico (equilibrio de fases)
Ay = 0 conduce a la condicion (44). De esta forma la cons-
tante de equilibrio para la reaccion (81) satisface la relacion
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A,
In Ky (T, P) = 77 = 0, (84)
o bien
Keq(];»Pe> = 1’ (85)

que es otra forma de expresar el hecho de que en el equilibrio
de fases existe una relacion unica entre la temperatura y la
presion. Teniendo en cuenta que para una reaccion quimica

(86)

(amK) AT
oP |, = RT

donde 4,V es el cambio de volumen molar en la reaccion, y que

(8 In K ) _AH

or Jp  RT*
donde 4,H es el cambio de entalpia molar en la reaccién, a
partir de la ecuacion (84) resulta que

@87

dln K, d1n K,
— eq eq _
dInK,, = T, PdT6+( ap, )poe_
AH e AN P (85)
_4f _ 4o —
= RTez drT, RT, dP, = 0,

donde se han usado las ecs. (86) y (87) particularizadas para
el cambio de fase. De la ec. (88) se obtiene de forma directa
la ecuacion de Clapeyron-Clausius (1).

Este método es utilizado, por ejemplo, por Planck [29]
y por Kestin [30]. El método necesita conocimientos de la
Termodinamica de las reacciones quimicas por lo que parece
mas adecuado plantearlo como un problema cuando se reali-
ce el estudio de los sistemas reactivos.

Conclusiones

Se han presentado once métodos, algunos de ellos con
diferentes variantes, para la obtencion de la ecuacion de
Clapeyron-Clausius de las transiciones de fase de primer
orden. Los cuatro primeros métodos, numerados del 1) al
4) en dificultad creciente, utilizan conocimientos basicos de
Termodinamica. Los métodos 5) y 6) permiten también obte-
ner la ecuacion de Clausius para el estudio de la variacion
con la temperatura de la entalpia molar del cambio de fase.
El método 7) tiene un cardcter marcadamente geométrico
y puede resultar algo abstracto. Los métodos del 8) al 11)
utilizan el concepto de potencial quimico y las condiciones
de equilibrio para dos sistemas que intercambian materia.
En particular, el método 8.A), con sus variantes, es el mas
utilizado en los libros de Termodinamica. Los métodos 9)
estan basados en la utilizacion, de forma correcta, de las rela-
ciones de Maxwell para un sistema bifasico, mientras que el
método 10) utiliza las propiedades del potencial G para este
tipo de sistemas. El método 11) considera una transicion de
fase como un caso particular de una reaccion quimica. Como
se ha comentado a lo largo del trabajo algunas de las formas
aqui presentadas (es probable que existan algunas mas) son
equivalentes entre si pero, en cualquier caso, muestran como
la obtencion de la ecuacion de Clapeyron-Clausius propor-
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ciona un ejemplo de la riqueza y flexibilidad de los métodos
de la Termodindmica. El origen de todo se encuentra en la
enorme versatilidad de calculo termodinamico que propor-
ciona la combinacion de los principios Primero y Segundo.
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