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aplicaciones novedosas y creativas del temario que estdn
aprendiendo. Esto les puede ayudar a ser conscientes de que
lo que se les explica en clase es parte de los fundamentos
necesarios para cientificos, técnicos y médicos, lo cual puede
servirles de motivacion.

La resolucion de estos problemas utiliza ecuaciones y ra-
zonamientos que los alumnos conocen o que se encuentra un
pequefio paso por delante. En este sentido, sus enunciados
podrian interpretarse como una continuacion del enfoque
de los enunciados que PI1SA ha realizado en cursos inferiores.

Finalmente, creemos que los problemas de Fisica de Mate-
riales y Fisica Médica pueden constituir un material didactico
especialmente valioso para aquellos estudiantes que cursan
los bachilleratos de excelencia o el Bachillerato Internacional.

Perspectivas

Estos dos problemas son un ejemplo de un proyecto mas am-
plio. La propuesta consiste en la elaboracion de boletines de
problemas relacionados con las mas novedosas areas de la
investigacion en la que actualmente trabajan los cientificos.
Actualmente se han desarrollado, junto con los dos proble-
mas tratados en este articulo, otros siete problemas, cuyas
versiones actualizadas se pueden consultar en la pagina web
de la Seccién Local de Alicante de la RSEF, la cual es de libre
acceso [8].

En la columna 1 de la tabla I se relacionan los temas a
los que se refieren estos siete problemas, con el campo del
que proceden: Fisica de Materiales* o Fisica Médica**. En la
columna 2 se citan los principales conceptos del curriculum
de Bachillerato que refuerzan.

Tabla 1. Lista de problemas y conceptos de fisica de Bachillerato que
refuerzan

Tema

Conceptos reforzados

Efecto fotoeléctrico, niveles electronicos
en un metal

Efecto fotoeléctrico (*)

Difraccién de electrones (*) | Dualidad onda-particula, interferencia

Principio de incertidumbre de Heisenberg,

Laser (* . .
) ondas estacionarias

Efecto Hall (* y **) Electricidad y magnetismo

Efecto de los campos magnéticos sobre

Fuerza de Lorentz (**) .
cargas en movimiento

Ecografia Doppler (**) Efecto Doppler

Desintegracién radiactiva | Ley de decaimiento exponencial, cadenas
(%) de desintegracién

Nuestra intencion es seguir trabajando en enriquecer su con-
tenido y que éste se utilice en las aulas por los profesores de
Bachillerato.
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A vueltas con la ecuacion
de Clausius-Clapeyron
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La ecuacion de Clausius-Clapeyron es la ecuacion mas sencilla
posible para describir la dependencia de la presion de va-
por con la temperatura a lo largo de la curva de coexistencia
liquido-vapor. Esta ecuacion se explica en todos los cursos de
Termodinamica y es usual obtenerla con ayuda de hipétesis muy
simples pero que, a su vez, parecen restringir su aplicabilidad
a temperaturas lejanas de la temperatura critica. Sin embar-
go, la comparaciéon con datos experimentales muestra que la
ecuacion de Clausius-Clapeyron permite describir sorprendente-
mente bien la presién de vapor a lo largo de toda la curva de
coexistencia incluyendo temperaturas préximas a la critica, lo
que proporciond a Guggenheim la posibilidad de escribir dicha
ecuacion en el esquema del principio de estados correspon-
dientes. En este articulo se discute este hecho y se presenta la
ecuacion de Clausius-Clapeyron dentro de la teoria de estados
correspondientes de Pitzer, la cual permite caracterizar a un
fluido por su factor acéntrico. Se utiliza dicha ecuacién para
el anélisis de algunas funciones caracteristicas de la curva de
presion de vapor, aportando informacion que puede ser (til en
la elaboracién de una clase de Termodinamica sobre este tema.
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Introduccion
La ecuacién de Clapeyron para la vaporizacién
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proporciona la pendiente de la curva de coexistencia liquido-
vapor en un diagrama PT en términos de la entalpia molar
de vaporizacién, A pH y del cambio del volumen molar,
AvapV VY-V siendo V" y V' los voltimenes molares del
vapor y liquido saturados, respectivamente. La Ec. (1) es el
punto de partida natural para la obtencién de la ecuacién de
la presion de vapor, P = P(T), de un fluido, es decir, la ecua-
ciéon que describe la curva de coexistencia liquido-vapor
en un diagrama PT. Esta curva se extiende, para cualquier
fluido, desde el punto triple, punto de menor temperatura
y presion de la curva, en el que coexisten en equilibrio las
fases solida, liquida y vapor, hasta el punto critico, punto de
mayor temperatura y presion de la curva, en el que las fases
liquida y vapor se hacen indistinguibles. Para la mayoria de
los fluidos las presiones de los puntos triple y critico difieren
en varios 6rdenes de magnitud y son, en general, dificiles de
medir experimentalmente, la del punto triple por su pequefio
valor y la del punto critico por las conocidas dificultades de
estabilidad térmica y mecdnica del fluido en este punto y su
enorme sensibilidad a la presencia de impurezas. Experimen-
talmente se comprueba ademads que la pendiente de la curva
de presion de vapor es siempre positiva y finita en cualquier
punto de la curva, incluido el punto critico. El que la pen-
diente sea positiva se deduce de la Ec. (1) al ser, para cualquier
fluido, A pH >0y A, V >0, mientras que el hecho de que
la pendlente enel punto critico sea finita implica que A | H
y A EJV deben tender a cero con la misma ley cuando uno se
aproxima al punto critico.

Si para un determinado fluido se conociese la dependencia
con la temperatura de A Hy A V la integracién de la
Ec. (1) permitiria obtener Ta ecuacion de la presion de vapor
de dicho fluido. Desafortunadamente, tales dependencias
no se conocen a lo largo de toda la curva de coexistencia.
Por ello, la obtencién de la ecuacion de presion de vapor se
aborda usualmente mediante el uso de: 1) ecuaciones de es-
tado; 2) hipdtesis sobre la dependencia con la temperatura
de A, H y A, V y 3) ecuaciones fenomenoldgicas con
coeficientes a determinar mediante ajuste con datos experi-
mentales o el conocimiento de algunos puntos de referencia
(punto critico, punto triple, punto de ebullicién normal, pun-
to acéntrico, etc.) o condiciones que se imponen a la ecuacién
o a sus derivadas.

La ecuacién de presién de vapor es probablemente la
ecuacion de la fisica para la que se han propuesto un mayor
numero de formas analiticas diferentes. La mdas simple de
ellas es la ecuacion de Clausius-Clapeyron, que proporcio-
na el logaritmo neperiano de la presién de vapor como una
funcion lineal del inverso de la temperatura Termodindmica.
Esta ecuacion aparece en todos los cursos de Termodindmi-
ca en los que, en general, se la presenta como un ejemplo
sencillo de integracién de la Ec. (1) pero con poco interés
practico debido a las limitaciones de validez de las hipotesis
empleadas para su obtencién. En este trabajo presentamos
dos aspectos que, a nuestro juicio, pueden contribuir a un
mejor uso y conocimiento de esta ecuacién. Uno de ellos

es su forma en términos de variables reducidas dentro del
esquema de estados correspondientes de Pitzer y el otro su
interés para el estudio de algunas propiedades y funciones
caracteristicas de la curva de presion de vapor.

La ecuacion de Clausius-Clapeyron

En la mayoria de libros de texto de Termodindmica, la curva
de presion de vapor viene dada por la denominada ecuacion
de Clausius-Clapeyron [1]

B
InP=A—= 2
T (2)

donde Ay B son constantes caracteristicas del fluido. La Ec. (2)
suele obtenerse a partir de la integracién de la Ec. (2) supo-
niendo que: 1) el volumen molar del liquido es despreciable
frente al del vapor ( Vi<<VV),2)el vapor se comporta como
un gasideal ( VYV ~RT /P, siendo R la constante de los gases),
y3) Avapﬁ esindependiente de la temperatura. Estas aproxi-
maciones son razonables a bajas temperaturas, cuando la pre-
sién de vapor es pequefia. La ecuacidn de Clausius-Clapeyron
suele también escribirse en la forma [2]

p A
2 —wepz) 11 3)
B R T, T,

donde Avalez es la entalpia molar media de vaporizacion
en el intervalo (T3, T5) [3].

Sorprendentemente, la ecuacién de Clausius-Clapeyron
es capaz de predecir la presién de vapor de algunos fluidos
a lo largo de toda la curva de coexistencia con una aproxi-
macién bastante buena, incluso cerca del punto critico don-
de las hipotesis realizadas para la obtencion de la Ec. (3) no
son consistentes. Con objeto de comprender este hecho es
conveniente usar el factor de compresibilidad Z= PV /RT
y reescribir la Ec. (1) en la forma [4]

dinP Avapﬁ
d1/T) RA_Z

vap
donde RAvapZ es la diferencia entre las compresibilidades
de las fases vapor y liquida. Suficientemente lejos del punto
critico las aproximaciones anteriormente realizadas son ra-
zonables, de forma que AvapZ ~1y A H= constante,yla
integracién de la Ec. (4) conduce a la Ec. (3).
Sin embargo, aunque A H y A, an? dependen de la
temperatura, debido aun efecto de compensac1on el cocien-
te A H/A 7 enlaEc. (4) permanece bastante constante
para algunos fluidos en todo el intervalo de temperaturas
desde el punto triple al punto critico. Esto sugiere definir un
valor aparente del cociente, A _H/A, apZ » POT

vap

(4)

—\ap

1A, H
_AZ
vap

dInP
d(1/T)

= constante (5

Comparando entonces las Ecs. (4) y (5) se tiene
_ A g7

A H(T)=|—2

vap A Z

vap

A (1) (6)

que puede utilizarse para calcular la entalpia molar de vapo-
rizacion, AvapH (T), en términos de AvapZ (T), o viceversa.
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Tomando el punto critico como referencia, la integracion de
la Ec. (5) conduce a

ap
Inp =L | v

AT )

vap

que es la ecuacién de Clausius-Clapeyron en términos de las
variables reducidas P, = P/P.y T, = T/T.. Mediante un ajuste de
datos experimentales para la presion de vapor de un conjunto
de siete fluidos (argén (Ar), kriptén (Kr), xendn (Xe), mondxido
de carbono (CO), nitrégeno (N,), metano (CH,), y oxigeno (O,)),
Guggenheim propuso la ecuacion de presion de vapor [5, 6]

InP :5.3[1—%] (0.55<T.<1) (8)

T

es decir, la Ec. (7) con un valor de (AvapH /A, Z)" = 5.3RT,.
La Ec. (8) no contiene ningtin parimetro caracteristico del
fluido, siendo por tanto, una ecuacién dentro del principio
de estados correspondientes.

La discusion anterior se puede apreciar en las graficas de
la Fig. 1. En la Fig. 1(a) se representa InP, frente a 1/T, para el
argon. Los simbolos corresponden a datos tomados del Natio-
nal Institute of Standards and Technology (NIST) [7] y la linea
continua corresponde a la ecuacién de Clausius-Clapeyron en
la forma de Guggenheim, Ec. (8). En la Fig. 1(b) se representan,
también para el argén, la dependencia con T, de A ol /RT,
linea a trazos,y de A H/RT A 7 linea continua, ]unto
con el valor constante 5 3 en linea de puntos. Nétese en la
Fig. 1(b) que es la aproximacién (A H /A, wl )* ~ 5.3RT,,
atin cuando A H varie aprec1ablemente conla temperatura
reducida, la que justifica el buen acuerdo entre la ecuaciéon
de Clausius-Clapeyron, Ec. (8), y los datos del NIST para la
presién de vapor del argén mostrados en la Fig. 1(a).
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Fig. 1. (a) Curva de presion de vapor para el argon (Ar). Los simbolos re-
presentan datos del NIST [7] mientras que la linea continua representa la
ecuacion de Guggenheim, Ec. (3). (b) Variacion con la temperatura reducida
de Avapﬁ /RT, (linea a trazos) y Avapﬁ / RTCAWPZ (linea continua) a partir
de datos del NIST. La linea de puntos representa el valor de Guggenheim
A=B=53.
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La ecuacion de Clausius-Clapeyron en la teoria de
estados correspondientes de Pitzer
La Ec. (8) no contiene ningin pardmetro caracteristico del
fluido y satisface el principio de estados correspondientes.
Este principio constituyé un bello intento de unificar la
conducta Termodindmica de los fluidos. Pitzer [8] y, poste-
riormente, Guggenheim [9] establecieron sus bases meca-
nico-estadisticas. Los fluidos que satisfacian este principio
estaban formados por moléculas esféricas no polares con in-
teracciones intermoleculares similares. Los gases nobles son
fluidos paradigmaticos dentro de este principio. Analizando
datos de presion de vapor para gases nobles, Pitzer encontrd
que P,=0.1a T, =0.7. Entonces, tomando estos gases como
referencia, definié el factor acéntrico [10]
wzflflogloPraTr=0.7 9)
como una medida de la desviacion del fluido respecto de la
conducta de estados correspondientes. Los fluidos con w =0
se denominan fluidos simples. Aunque originalmente el fac-
tor acéntrico se asociaba a la desviacién de las moléculas de
la forma esférica, hoy dia se utiliza como una medida de la
complejidad de la molécula con respecto a su tamafio, for-
ma y polaridad. En cualquier caso, es el principal factor de
correlacion para diversas magnitudes asociadas a la curva de
presion de vapor y esta tabulado para muchos fluidos [11].
En la extension de Pitzer del principio de estados corres-
pondientes, una ecuacién de presién de vapor tiene la forma
InP = f(T,,w) (10)
con f(1,w) = 0. Ademads, teniendo en cuenta la definicion (9),
la funcién f(T.,w) debe satisfacer la condicion
f(0.7, w)=—(1+ w)In10 (1
con objeto de ser autoconsistente [12]. Aplicando la con-
dicién (11) a la ecuacién de Clausius-Clapeyron, Ec. (7), se
obtiene

P =A(w)|1 —1] (12)
' T
con
1 |A,H|" 710
Alw)=—— 1+
(w) T A 7 1+ w) (13)
c vap
En particular, para w =0, la Ec. (13) da A(0) = 7 In(10/3) ~ 5.37

y la Ec. (12) se convierte en la ecuacién empirica de Gugg-
enheim, Ec. (8), es decir, la Ec. (12) amplia la Ec. (8) dentro
del esquema de estados correspondientes de Pitzer. La Fig. 2
muestra una representacion de InP, frente a 1/T, para el ar-
gon, el propano y el agua con datos tomados del NIST [7]
y donde las lineas continuas representan la Ec. (12) con el
correspondiente valor de w para estos fluidos.

Mucho antes de que Guggenheim propusiese la Ec. (8), ya
se habian establecido varias reglas empiricas dentro del prin-
cipio de estados correspondientes. Las dos mas conocidas
son las reglas de Trouton y de Guldberg. La primera de ellas,
formulada por Trouton en 1884 [13], establece que, para mu-
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T,
Fig. 2. Curva de presién de vapor para argén (circulos), propano (tridngulos)

y agua (cuadrados) con datos del NIST [7]. Las lineas continuas representan
la Ec. (12) con w = -0.0022 (argdn), 0.1521 (propano) y 0.3443 (agua).

chos fluidos, la entropia molar de vaporizacién a la tempe-
ratura de ebullicién normal T es practicamente constante,
Avz:1])§‘t) _ Avapl-_Ib ~105

R RT,

La segunda. formulada simultineamente por Guldberg [14]
y por Guye [15] en 1890, establece que el cociente entre la
temperatura de ebullicién normal T y la temperatura critica
T. es muy similar para una gran variedad de fluidos,

(14)

T, 2
T —lb 2 (15)
br T 3

Aun cuando las reglas de Trouton y Guldberg se habian ob-
tenido sobre la base de datos experimentales para un buen
numero de fluidos, otros muchos presentaban desviaciones
significativas de las mismas. Por ello, Guggenheim [16] pun-
tualiz6 que dichas reglas no se ajustaban a la idea del prin-
cipio de estados correspondientes y, sobre la base de datos
experimentales obtenidos para sus siete fluidos ideales, pro-
puso las reglas

= L 0.58 (16)
st 7—; ~
y
Ava §s Ava I-_Is
T’ T s g 05 (17)
R RT

S
donde T, es la temperatura a la cual la presion de vapor es
P, =P,./50. Los fluidos ideales de Guggenheim son los fluidos
que Pitzer denominé como simples y que en su esquema de
estados correspondientes se pueden identificar con fluidos
con valores de w préximos a 0. Tomando en la Ec. (12) el valor
P, =1/50 se obtiene

A(w) (7In10)(14 w)
T (w)= Vi = (18)
(w)+1In50 (7In10)(1+ w)+3In50

que proporciona la temperatura reducida T, en funcién del
factor acéntrico w. En particular, para w = 0, la Ec. (18) da

___ 710458 (19)
7In10+3In50
es decir, el valor de Guggenheim (16) para los fluidos ideales.
La Fig. 3(a) muestra una representacion de T, frente a w. Los
simbolos corresponden a datos tomados del NIST [7] para
105 fluidos, la linea continua representa la Ec. (18) y la linea
discontinua el valor de Guggenheim dado por la Ec. (19).

T, (0)

Puede observarse un buen acuerdo entre los datos del NIST
y los proporcionados por la ecuacion de Clausius-Clapeyron
excepto para valores negativos de w que corresponden a flui-
dos cudnticos.

(b)

Fig. 3. (a) Temperatura reducida T vs. w. Los simbolos representan datos
del NIST [7], la linea continua representa la Ec. (18) y la linea a trazos el
valor de Guggenheim dado por la Ec. (16). (b) Entropia molar de vaporiza-
cién adimensional A S /R vs. w. Los simbolos representan datos del
NIST [7], la linea continua representa la Ec. (20) y la linea a trazos el valor
de Guggenheim dado por la Ec. (17).

Haciendo uso de las Ecs. (6), (13) y (18), la entropia molar
de vaporizacion a Tviene dada por
e Ava‘ﬁs In50]A In50 (20)
——=———=[A(w)+In50 Z ~ A(w)+1n50

R S0l 7~ ()
donde se ha realizado la aproximacion AvapZ ~ 1, razonable
al estar la temperatura T, lejos de la temperatura critica T, y,
por tanto, suponer que el volumen molar del liquido a dicha
temperatura es mucho menor que el volumen molar del va-
por y que éste se comporta como

7In10

A
%SszA[OH—lnSO: +In50~9.28 (21)
es decir, proximo al valor de Guggenheim (17) para los fluidos
ideales. La Fig. 3(b) muestra una representaciénde A §S /R
frente a w. Los simbolos corresponden a datos tomados del
NIST [7] para 105 fluidos, la linea continua representa la Ec.
(20) y la linea discontinua el valor de Guggenheim dado por
la Ec. (17). El acuerdo entre los datos del NIST y los propor-
cionados por la ecuacién de Clausius-Clapeyron es ahora un
poco peor que en el caso de T, (véase la Fig. 3(a)), pero bas-
tante bueno en el intervalo 0 < w < 0.5.

Las Ecs. (18) y (20) pueden utilizarse para predecir la en-
talpia reducida de vaporizacién en el punto de Guggenheim.
En efecto, a partir de dichas ecuaciones se obtiene

AvapI?Is _ Vap§s - 7In10

R, R 3

1+ ) (22)
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que para w =0 tomaelvalor A HS / RT, =5.37 muy préximo
al valor AvapHs / RT, =5.25 propuesto por Guggenheim [16]
para los fluidos ideales. L.a Fig. 4 muestra una representacion
de la entalpia molar reducida de vaporizacion Avapl'-_lS /RT,
frente a w. Los simbolos corresponden a datos tomados del
NIST [7], 1a linea continua representa la Ec. (22) y la linea
discontinua el valor de Guggenheim para esta entalpia. Por
ejemplo, para el agua (w=0.3443y T.=647.1K)laEc. (22) da
el valor de 7.22 ( Ava 1?15 =~ 38.8 kJ/mol) mientras que el valor
proporcionado por eI NIST esde 7.11 (A, H =382Kk]/mol),
lo que supone una desviacion del 1.5%.

vaj

25F
=05 0. 0.5 1.

Fig. 4. Entalpia molar reducida de vaporizacion A | FIS /RT, vs. w. Los sim-
bolos representan datos del NIST [7], lalinea continua representa la Ec. (22)
y lalinea a trazos el valor de Guggenheim.

La funcion de Srinivasan para la curva de presion de
vapor
En 1994, Khan y Srinivasan [17] analizando los datos de pre-
sién de vapor para el metano observaron que la funcién
o, =(-T)P (23)

presenta un maximo a una temperatura reducida T, = 0.86.
En 2002, Srinivasan [18] analiz6 esta funcién para 55 flui-
dos, desde gases monoatdémicos hasta fluidos polares con
alto punto de ebullicién, encontrando la presencia en todos
los casos de un maximo con una temperatura reducida en
el intervalo Ty, = 0.85 - 0.90 que iba aumentando con la
complejidad molecular. Algunos afios mas tarde, Velasco et
al. [19] ampliaron el andlisis de Srinivasan a mas de 1200
fluidos y analizaron la correlacion de este punto con el fac-
tor acéntrico w, escogido como una medida de la compleji-
dad molecular del fluido. Ademads de su interés intrinseco
como un punto caracteristico de la curva de presidn de
vapor de un fluido, el punto de Srinivasan puede utilizarse
como referencia para comparar ecuaciones de presion de
vapor.

El hecho de que la funcién ¢, presente un maximo a la
temperatura T, viene expresado por la relacion

L 2 R S P
dT - 1r 1r dT -
TT=T, YT=T,
con Py, = P(T},). A partir de la Ec. (24) resulta
dInP 1
- = (25)
dT 1-T
rJT=T, 1r
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que permite obtener la derivada con respecto de la tempe-
ratura reducida T, del logaritmo neperiano de la presion de
vapor en el punto de Srinivasan en términos de la tempera-
tura de dicho punto. En particular, aplicando la Ec. (25) ala
ecuacion de Clausius-Clapeyron, Ec. (12), se obtiene

2

LI A(w) (26)
1-T,
con A(w) dada por la Ec. (13), y de donde
1/2
Tlr(a)):M 1+i -1 27)
2 Al(w)

que proporciona la dependencia con w de la temperatura de
Srinivasan, T;,, para la ecuacién de Clausius-Clapeyron en
el esquema de Pitzer. En la Fig. 5(a) se muestra la variacién
de la funcién de Srinivasan (23) con T, para el argén, el pro-
pano y el agua. Los simbolos corresponden a valores de ¢,
obtenidos a partir de datos de la presién de vapor tomados
del NIST, mientras que las lineas continuas corresponden
ala funcién ¢(T,), dada por la Ec. (23), obtenida a partir de
la ecuacion de Clausius-Clapeyron, Ec. (12), con los corres-
pondientes valores de w para dichos fluidos. Como puede
verse, las curvas tedricas reproducen muy bien los datos
del NIST. Este hecho se refuerza en la Fig. 5(b), en la que
se muestra una representaciéon de T, frente a w. Los sim-
bolos corresponden a valores obtenidos a partir de datos
tomados del NIST [7] para 105 fluidos y la linea continua
representa la Ec. (27). Se puede observar un buen acuerdo
entre los datos del NIST y los proporcionados por la ecua-
cién de Clausius-Clapeyron, especialmente en el intervalo
0<w<0.5.

=05 0. 0.5 1.
w

Fig. 5. (a) Variacion con la temperatura reducida T, de la funcion de
Srinivasan ¢, = (1-T,)P, para el argoén (circulos), el propano (tridngu-
los) y el agua (cuadrados) con datos del NIST [7]. Las lineas continuas
representan la funcién ¢, con P, dada por la ecuacién de Clausius-
Clapeyron, Ec. (12), con w =-0.0022 (argén), 0.1521 (propano) y 0.3443
(agua). (b) Temperatura reducida de Srinivasan T, vs. w. Los simbolos
representan datos del NIST [7] y las lineas continuas corresponden a
la Ec. (27).
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Curvatura de la presion de vapor

La curva de presién de vapor es monétona creciente desde el
punto triple al punto critico sin ningtin punto especial de refe-
rencia, salvo los puntos de ebullicién normal (punto de presion
de vapor igual a la presion estandar, P, = 101325 Pa), el punto de
Guggenheim (punto a una presion P, = P,/50) y el punto acéntrico
(punto de temperatura reducida T, = 0.7), puntos que, aparte de
su interés practico, no presentan ninguna peculiaridad de tipo
matematico. Hace algunos afios, Srinivasan [20] propuso el es-
tudio de la curvatura (inverso del radio de curvatura) como una
forma de caracterizar la curva de presién de vapor. Esta curvatura

se define como
k B dzi)r /dY‘rZ

(28)
1+(dP. /dT ) i

en donde la derivada primera puede obtenerse experimental-
mente a partir de la ecuacion de Clapeyron-Clausius, Ec. (2),y
la derivada segunda a partir de la ecuacién de Yang-Yang [21]
dz_P _ €Yy — C\lfz
ar* TWw'-vh
donde E\Vlz y 5\1/2 son los calores molares a volumen cons-
tante de las fases vapor y liquida en la regién bifésica. Alter-
nativamente, las derivadas primera y segunda de la presion
de vapor pueden obtenerse a partir de datos de la presién
de vapor bien numéricamente o bien a partir de una forma
funcional dada para la ecuacién de presion de vapor.
Analizando datos de presion de vapor para un grupo de 17
fluidos (entre los que se encontraban algunos refrigerantes,
dioxido de carbono, algunos liquidos criogénicos y agua), Sri-
nivasan [20] observd la existencia de un maximo en la curva-
tura, dada por la Ec. (28), para todos los fluidos considerados
(excepto para el didéxido de carbono), en el intervalo de tem-
peraturas reducidas T, = 0,6 - 0,7, y también la existencia de
un minimo cerca del punto critico para la mayoria, pero no
para todos, los fluidos considerados. Recientemente [22], he-
mos extendido el trabajo de Srinivasan analizando la curva-
tura de la curva de presion de vapor de 105 fluidos a partir de
datos obtenidos del NIST. Nuestro trabajo corrobord las ob-
servaciones de Srinivasan, a la vez que justifico tedricamente
la existencia de los puntos maximo y minimo de la curvatura.
En particular, el maximo puede describirse de forma bastante
adecuada a partir de la ecuacién de Clausius-Clapeyron en
la forma de la Ec. (12). En efecto, un sencillo célculo permite
obtener para la curvatura de Clausius-Clapeyron la forma

(29)

cc ,  Alw)-2T
ko (T;w)=A(w)PT— soran (30)
[T+ A(w)"P7]
con P, y A(w) dadas por las Ecs. (12) y (13), respectivamente.
La curvatura dada por la Ec. (30) presenta solo un maximo
cuya posiciéon depende de w y no presenta ningtin minimo,
tendiendo a un valor finito en el punto critico (P,=1y T,=1),

(o _ A)IA®)-2]

c 23/2 (31)
[1+A(w)’]

En la Fig. 6(a) se muestra la variacién con T, de la curvatura

(28) de la curva de presiéon de vapor para el propano. Los

simbolos corresponden a valores de k(T,) obtenidos a partir

de datos tomados del NIST, mientras que la linea continua
corresponde a la funcién kCC (Tr ;w), dada porlaEc. (30), con
el factor acéntrico del propano, w = 0.1521. Como puede
verse, la curva tedrica reproduce muy bien el maximo que se
obtiene de los datos del NIST. Este hecho se refuerza en la
Fig. 6(b), en la que se muestra una representacion de la tem-
peratura de maxima curvatura T, frente a w. Los simbolos
corresponden a valores obtenidos a partir de datos tomados
del NIST [7] para 105 fluidos y la linea continua representa
la dependencia con w de la temperatura reducida correspon-
diente al maximo de la Ec. (30). De nuevo, se puede observar
un buen acuerdo entre los datos del NIST y los proporciona-
dos por la ecuacién de Clausius-Clapeyron.

Sin embargo, la presencia de un minimo en las proximi-
dades del punto critico requiere el andlisis de las derivadas
primeray segunda de la presién de vapor en las proximidades
de dicho punto. Mientras que la derivada primera permanece
finita en el punto critico, la teoria del grupo de renormaliza-
cién establece que la derivada segunda, y por tanto la curva-
tura, diverge en dicho punto siguiendo laley de escala [23, 24]

2

k- (T
cuando T, se aproxima a 1 (punto critico) y donde a (= 0,11)
es el exponente critico asociado a la divergencia del calor
molar a volumen constante, C v »en el punto critico. En otras
palabras, la existencia de un minimo de la curvatura cerca del
punto critico solo se puede obtener a partir de ecuaciones
de presion de vapor Termodindmicamente consistentes con
laley de escala dada por la Ec. (32), lo que no es el caso de la
ecuacion de Clausius-Clapeyron.

(32)

T, max

w

Fig. 6. (a) Variacion con la temperatura reducida T, de la curvatura k de
la curva de presion de vapor para el propano. Los simbolos representan
datos del NIST [7] mientras que la linea continua representa la Ec. (30) con
 =0.1521. (b) Temperatura reducida de maxima curvatura T, ,,, vs. . Los

simbolos representan datos del NIST [7], mientras que las linea continua
corresponde a la temperatura reducida del maximo de la Ec. (30).

Conclusiones
La ecuacién de Clausius-Clapeyron proporciona el logaritmo
neperiano de la presién de vapor como una funcién lineal del
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inverso de la temperatura Termodindmica. Es probablemente
la ecuacién mas conocida en la Termodindmica de las transi-
ciones de fase de primer orden. En los cursos de Termodina-
mica es usual obtenerla a partir de la ecuacién de Clapeyron
para la vaporizacion haciendo uso de hipétesis muy simples
sobre las fases liquida y vapor que permiten la integracion de
esta ecuacion de forma sencilla. Tales hipotesis parecen limi-
tar fuertemente la aplicabilidad de tal ecuacién a la region
de bajas temperaturas de la curva de presion de vapor. Sin
embargo, una de las ecuaciones paradigmaticas de presién
de vapor, la ecuacion de Guggenheim, es una ecuacién del
tipo de Clausius-Clapeyron escrita en términos de variables
reducidas y que pasa por el punto critico. El poder extender la
ecuacion de Clausius-Clapeyron hasta el punto critico no se
basa en las hipétesis usuales sino en un hecho afortunado: el
cociente entre la entalpia de vaporizacién y el cambio del fac-
tor de compresibilidad en la transicién no varia mucho con la
temperatura y permanece finito en el punto critico. La ecua-
cién de Guggenheim es una ecuacién dentro del principio de
estados correspondientes pero que se aplica a un conjunto
reducidos de fluidos ideales. Su aplicacién puede ampliarse
de forma significativa mediante su extensién al esquema de
estados correspondientes de Pitzer mediante el uso del factor
acéntrico, caracteristico de cada fluido. Esta extensién hace
mucho mds practica la ecuacion de Clausius-Clapeyron para
su aplicacion en clases de Termodindmica. La re-obtenciény
ampliacion de las reglas empiricas de Guggenheim, el criterio
de la funcion de Srinivasan y el andlisis de la curvatura de
la curva de presion de vapor son algunos ejemplos de tales
aplicaciones.
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