
SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS DE LA LIII OME (SALAMANCA) 









Problema

Determinar los valores  reales de a para los que la ecuación

x a x a a

tiene dos raíces, una de las cuales es el cuadrado de la otra. 

Solución

El discriminante de la ecuación es D a a a a .

Entonces las dos raíces de la ecuación son x a x a .

Si x x a a a a , de donde a .

Si x x a a a  de donde a .

Problema

Encontrar razonadamente los números primos p, q, r sabiendo que 
uno de los números pqr y p+q+r es 101 veces el otro. 

Solución

Podemos suponer que el mayor de los tres primos es r. Entonces 
p q r r  y pqr r , así que la suma de los tres primos is siempre menor 
que su producto. Entonces de acuerdo con el enunciado, 

pqr p q r .

Pero 101 es primo, de manera que uno de los tres primos debe ser 101. 

Supongamos que r = 101. Entonces pq p q . Esto se puede escribir 

como p q . Ya que , las

posibilidades para p q  son . Pero el único caso

en que ambos números son primos es el primero. Luego la única solución 
del problema es p q r .

Problema

Sea ABC un triángulo rectángulo en C, con hipotenusa AB y cateto 
más largo BC. Sea D el pie de la altura desde C. La circunferencia k



de centro D y radio CD corta a BC en el punto Q y a la recta AB en 
dos puntos distintos, E y F, donde F está en la hipotenusa AB. El 
segmento QE corta al cateto AC en un punto P. Demostrar que PE = 
QF.

1ª Solución (Euclídea) 

EF es el diámetro de la circunferencia k. El triángulo EFC es rectángulo 
isósceles, de manera que EC = CF. Demostraremos que los triángulos EPC y 
FQC son congruentes, lo que terminará el problema. 

En la figura, P AC EQ . Los ángulos CEQ y CFQ son iguales porque son 
ángulos inscritos que abarcan la misma cuerda, CQ, de k. Los ángulos ECF y 
ACB son los dos rectos, así que son iguales. Por lo tanto los terceros 
ángulos de los dos triángulos son iguales también. Como además CE = CF, 
los dos triángulos son iguales y EP = FQ.

2ª Solución (Analítica) 

No hay pérdida de la generalidad en suponer D como el origen de 
coordenadas, y el radio de k igual a 1. Las coordenadas de algunos de los 
puntos relevantes en el problema son entonces 

E(-1,0); A(-m,0); D(0,0); F(1,0); B(n,0); C(0,1). 

Observemos que -1<-m<0 y que 1<n. 

El teorema de la altura en el triángulo ABC (altura desde C) nos da 

1=mn   (*). 

Este hecho, que se puede también obtener aplicando el teorema de 
Pitágoras en ABC, es importante porque nos permitirá expresar todo en 
función de uno de los parámetros m y n. Elegiremos n.



La ecuación de BC es 
xy
n

. La ecuación de k es x y . Los puntos de 

intersección de k con BC son C y Q. Resolviendo el sistema formado por las 
dos ecuaciones y teniendo en cuenta que la solución x = 0 corresponde al 
punto C, se obtiene para la abscisa de Q el valor 

Q
nx

n
, y para la ordenada, Q

ny
n

.

Entonces, la ecuación de la recta EQ, en sus términos más simplificados, es 

nEQ y x
n

Por su parte, la ecuación de la recta AC es  

xy nx
m

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones de EQ y AC obtendremos 
las coordenadas de P: 

P P

n
x y

n n
.

Calculando, finalmente, EP2 y FQ2 se obtiene 

n
EP FQ

n
.



Problema


