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Sobre el estilo utilizado

Mathematica las salidas (Output) por defecto las muestra utilizando € estilo: St andar dFor . En su lugar preferiamos utilizar el estilo
Tradi ti onal For m que da una apariencia a las salidas (Output) coincidente con el habitualmente utilizado en la notacidn clésica
utilizadaen las mateméticas.

En cuanto a las entradas (input) hemos optado por escribirlas utilizando StandardForm y después la convertimosa Traditional Form (esto se
hace marcando lacelday en el labarra de menu:> Cell:>Convert To:>Traditional Form)

En el caso de las matrices lo més comodo es escribirlas como una lista (también puede escribirse directamente como matriz utilizandondc
unade |as paetasincluidas en la barra de menu, pero es mas engorroso):

Si en una celda el input esta en notacion TraditionalFormy quiere ver la forma de estandar de Mathematica conviertala celda a Standard-
Form marcando la celday en la barra de menu:> Cell:>Convert To:>Traditional Form)

Sistemas de ecuaciones lineales

Sistema de ecuaciones lineales en notacién matricial
Sea el sistemade ecuacionesdonde :
ap Xy +appXo+a;gXg=bh
Ay X1+ axp Xo+axnXs =h
az1 X1+ a8z X2 +agz3 X3 = b3
donde x; son variables que se desean determinar.
Observese que el sitemaanterior podemosexpresarlo en notacion matricial como sigue
ann app a3 X1 by
A=laxn ax axz [ X=|x [[B=]|b |
8z az as3 X3 bs
A.X =B
a1 Xp + A X2 + 413 X3 by
QX +anX +azxs|[=|b
agy X3 + agp X2 + az3 X3 b3
También podemosreferirnosal sistemaanterior como sistema S(A,b).

Si junto alamatriz A le afladimos el vector b tenemos|o que se denominamatriz ampliadade A, que denotamospor Am (a veces se donote
por Ao A%)

ann axn as by
az ap ax b
a3 a3 asz bs

Si es posibleencontrar losvaloresde x;: {coni =1, 2, 3}, que son solucidn del sistemadecimos que el sistema es compatible, en otro caso
esincompatible.

Si tomamostodoslosb; = 0 tenemosun sistemahomogeneo.
0
B = [0 ] ;
0
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A_X =

g1 X1 + g2 X2 + 13 X3
Az1 X1 + @2 X + A3 X3
ag1 X1 + @z2 X2 + agzz X3

{9

Al menostendremoscomo solucion x; = 0{coni =1, 2, 3} (frecuentementellamada solucion trivial)

Pararesolver el sistemade ecuacioneshay distintos métodos. Por jemplo.:
El método de Gauss que consiste en transformar lamatriz en otra cuya matriz de coeficientes sea escal onada.

El método delamatriz inversa. Consisteen calcular laecuacion A.X =B es: A LAX =X =A"1B

Expresa el siguiente sistema de ecuaciones en forma de matrices

yl=21+2z2;
y2=2271-22;
y3=21+ 322,

yl 1 2
[al-(: 32
y3 1 3

yl z1+2272
[yZ]:[Zzl—zZ]

y3 71+ 322

Resuelva el siguiente sistema: x-3y+5 z==1,2x-7y+2z==3,5x-11y+9z==7 con Mathematica.
Las funciones de Mathematica: Sol ve y Reduce permiten resolver directamente el sistemacuando se define explicitamente. La funcién
Li near Sol ve loresuelve cuando este se expresaen notacion matricial, esto esenlaforma: A X = B.

Solve[{x-3y+5z=1,2X-7y+2z2=3,5%X-11y+9z =7}, {X, Y, Z}]
13 1
(fr= 5o y=0 =)
8 8
Reduce[{X-3y+5z2=1,2X-7y+22=3,5Xx-11y+92z2 =7}, {X, VY, Z}]
1

x=1§3/\y=0/\z=——

8
A={{1, -3, 5}, {2, -7, 2}, {5, -11, 9}}

1 -3 5
[2 -7 2 ]
5 -11 9

B = {1, 3,7}

{1, 3,7}
LinearSolve[A, B]
13 1

{503

Calcular por el método de Gauss y por el de la matriz inversa el siguiente sistema:
X+y-z=1;x-y+z=1; -Xx+y+ 2z =1;

1 1 -1 X 1
1 —11];X=(y;B=[1

-11 1 z 1

A =

e Comprobamos que las matrices anteriores respresentan el sistema.
A - X ==

X+y-2 1
-X+Yy+2z 1
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Mediante operacioneselementalesel sistemaanterior se trasformaen:

[ L)

Cuyasolucinesx=1,y=1, z=1;

Al mismo resultado llegamos aplicando € método de lamatriz inversaX =A1.B

1 1 -1yt
AI:[l -1 1]

-1 1 1

O NIk NP
NIk O NIk
NIk NIk O

Por tanto : {x, y, z}
Al_B

H

A lamismasolucién habriamos |legado dierectamentecon Mathematica :
Solve[{X +Yy -2z2Z==1, X -y +2Z ==1, -X+Yy +2Z ==1}, {X, VY, 2} ]
{{(x-1,y-1 z->1}}
Reduce[{X + Y -z == 1, X -y +2 ==1, -X+Yy + 2 == 1}, {X, VY, 2} ]
x=1Ay=1Az=1
Estudiar la compatibilidad del siguiente sistema
3X—y+z+t-2u =1,
—2X+y-2z2+6t-7u=2;
X+ 7t-9u =3;

a) Lo expresamosen formade matrices

X
3 -1 1 1 -2 y 1
A:[—2 1 -16 —7];X= z ;B:[Z}
t
u

1 0 0 7 -9

A_X =

t—2u+3x-y+z
6t—7u-2x+y-z
7t-9u+Xx

{3

b) Contruimosla matriz ampliadaAm
3 -1 11-21
-2 1 -16 -7 2
1 0 07 -93

¢) Calculamosel rango de Am

Vemosque que unadelasfilasdela A puede hacerse O por operacioneselementalescon |as otras, por tanto el rango es 2
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3 -1 1 1 -21
RowReduce[[-Z 1 -16 -7 2]]
1 0 O 7 -9 3

01 -120 -25 8

[1007—93]
00 0 O 0 O

e Tambien podemos obtenerlo directamente utilizando lafuncién Mat r i xRank .

3 -1 1 1-21
MatrixRank[[ -2 1 -16 -7 2]]

1 0 0 7 -9 3
2

Que es el mismorango que A

MatrixRank[A]
2

Cuando rango[A] = Rango[ A ] & sistema es compatible (Teorema de Rouché-Frébenius). Como Rango[ A] = 2, indica que tenemos dos
ecuacionesindependiente. Por tanto tenemos5 variables con 2 ecuaciones lineal menteindependientes. Es decir: el sitematiene 2 variables
(las que eligamos) que podemos expresarla en funcion de las otras 3, que denominamos pardmetros (a veces se dice quue el sistematiene 3
grados de libertad). El sistemaes indeterminado pues al existir mas incdgnitas que ecuaciones lineamente independientes, y como consecua
cias tiene muchas soluciones(de hecho infinitas).

El resultado del sistemapodemosexpresarlo como sigue (utilizamosla matriz escal onada que obtuvimospara calcular el rango):
100 7 -9 3 x Oy 0z 7t -9u 3 0
[O 1 -120 -25 8]:[0x ly -1z 20t -25u 8] :[O]
00 0O 0O O O 0 O 0 0 0 0 0
De donde obtenemosel resultado del sistema (degjamos las variables a la derechay €l resto de los términos pasan a la izquierda cambiados
designo):

X=9u-7t+3;

y=25u-20t+z+ §;

Cuando e numero de variables coincide con el de ecuaciones lineal mente independientes entonces el sistema tiene una Unica solucidn, se
dice que €l sistemaes determinado.

Dado el sistema, ¢ Tiene solucién?¢ Cual es?

X+y+2z+3t+=-1,
-X—-2y-3z2-4t=0;
2X+3y+5z+7t=1,;
2X+2y+4z+4+6t=0;
Contruimoslas matrices A y lamatriz ampliada Am y cal culamos | 0s rangos respectivos.

A={{1,1,2,3}, {-1, -2, -3, -4}, {2,3,5, 7}, {2, 2, 4, 6}}

1 1 2 3
-1 -2 -3 -4
2 3 5 7
2 2 4 6

Por operacioneselemental esllegamosa:
101

2
1
0
0

o O O
o O -

1
0
0
Por tanto el rango es
2
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Am = {{1,1, 2, 3, -1}, {-1, -2, -3, -4, 0}, {2,3,5,7, 1}, {2,2,4,6, 2}}

11 2 3 -1
-1 -2-3-40
2 3 5 7 1
2 2 4 6 2

Por operacioneselemental esllegamosa:
10120

o O O
o O
O O
o - O

1
0
0
Por tanto el rango es
3

Como € rango delamatriz A y Am son distintosel sistemaesincompatibley no tiene solucion.

Discutir el sistema para distintos valores de a.
X+ay+3z=2

X+ y-z=1;

2x+3y+az=3;

Solucién
Lamatriz de coeficientesy la matriz ampliada son las siguientes:

Clear[a]

1 3
2 a

1 3 2
[—1 -1 1]
2 3 a 3

Por medio de varias operaciones elementales (i) F1<->F2;(ii)F2->F2-F1, F3->F3-2F1;(iii) F2<->F3; (iv) F3->F3+(1-a)F2 se llega a la
siguiente matriz ampliada escal onada.

11 -1 1
[O 1 a+2 1 ]

00 -a2-a+6 2-a

P WkFE o

Para estudiar la compatibilidad del sistema necesitamosdeterminar el rango de A1 (la matriz formada por las 3 primeras columnas de A1m)
y el deAlm.

El rango de A1 dependedesi valor de —a? — a + 6 = 0 o tomaotro valor. Por ello lo primero es obtener las solucionesde —a? — a + 6 = 0.
Reduce[-a®-a +6 == 0, X]
a=-3Va=2

Si a¥2 0 a#—3entoncesRango[A] = Rango[Am] =3, entoncesel sistemaes compatibley determinado. Es decir, tiene solucion.

Con Sol ve obtenemoslasolucién (esvaidapara a+-3) :

Solve[{x + ay + 3Z2 == 2, X +y -z == 1,
2X + 3y +az == 3}, {X, Y, Z}]

1 1
txotyo -z )

Si a= 2 Rango[A] = Rango[Am] =2 el sistema es compatible indeterminado. Es decir: el sistematiene infinitas soluciones, pues tiene dos
ecuaciones linealmente independientesy tres variables. Tomanos las dos primeras ecuacionesy la resolvemosdejando |a variable x comao
parametro.

Solve[{Xx + ay + 32 == 2, X +Yy -z == 1}, {y, 2}]

5-4x a(-x)+a+x-2
{{y—> a+3’z—)_ a+3 }}
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Si a= 3 Rango[A] = 2y Rango[Am] =3 €l sistemaesincompatible. Es decir: el sistemano tiene solucion.
La solucion compl eta podemos obtenerladirectamente con Reduce en funcion delosvalores que tomea

Reduce[{X + ay + 32 == 2, X +y -z == 1,
2x + 3y +az == 3}, {X, Y, z}]

(a:Z/\y:2(5—4x)/\z=2]\/(a—2¢0/\X=1/\a+3¢0/\y=i/\Z=Y]

Interpretacion geometrica de los
sistemas de ecuaciones lineales

El siguiente ejemplo resuelve un sistema de ecuaciones. Al tener dos variable cada sistema representa
una recta. Si el sistema tiene solucién esta corresponde al punto de corte de la rectas
Solve[{5Xx+2y =9, 8Xx-3y = -4}, {X, Y}]

19 2
(vl

S S R S R
0.5 10 15

El siguiente ejemplo el sistema no tiene solucién. Corresponde al caso en el que la restas son paralelas
Solve[{5X+2y =9, 10X+4y = -7}, {X, Y}]

{}
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Las siguientes ecuaciones tienen tres variables. Cada ecuacidn geometricamente puede ser
representada por un plano. Si resolvemos el sistema la solucién sera una recta, que sera la que se
obtiene donde se cortan los dos planos.

f=5x-2y+7z=15;

g=3X+8y-27=-4;

Solve[{f, g}, {x, y}1[[1]]

1 13z 65
{x—> —(56-272,y-> — - —}
23 23

46

10
Al sistema anterior le afliadimos una nueva ecuaciéon. Resolvemos el sistema formado por las tres

ecuaciones. La solucion corresponde al punto de interseccion de los tres planos,
h=-9Xx+6y+52z=7;
soln = Solve[{f, g, h}, {X, Yy, z}][[1]]
13 65 215

{X%E’ ya—ﬁ, Z%E}

I Ejercicios propuestos

Determinar el valor de aeR para que el sistema
2X =5y +3z2==0,x-y -z==0, 3x + ay + z == 0tenga solucién no trivial.
Clear[a]
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El sistemaanterior en notacion matricial esA.X = 0. Dondelamatriz A es

A ={{2, -5,3}, {1, -1, -1}, {3, a, 1}}

2 -5 3
1 -1 —1]
3 a 1

El sistema anterior es homogeo (recuerdese que se dice que un sistemaes homogeneopara A.X = B con B=0, esdecir A X = 0) y como tal
es compatible pues el rango de A serd el mismo que el de la ampliada. Por tanto de lo que se trata es ver para que que valores de a casos de
A

Podemosaplicar el método de Gauss directamente sobre el sistemade ecuacioneso, 10 que es equivalente, sobre A :

IntercambiamosF1<->F2
1-1-1

2 -5 3 ]

3 a 1

{F1, -2 F1 +F2, -3F1+F3}
1 -1 -1

0 -3 5 ]

0 a+3 4

{F1, F2, F2 + F3}
1-1-1

0 -3 5 ]

0 a 9

{F1, F2, (a/3) F2 + F3}

1 -1 -1
0 -3 5

0 0 5+9

El sistema seraindeterminado cuando A tengarango 2, y eso ocurriracuando 53—a + 9= 0. En otro caso su rango serd 3 y por tanto €l sisteme
seré determinado (esto es: nimero deincognitasigual al de ecuacioneslinealmenteindependientes).

Reduce[? +9 =0, a]

a=-—
5

En conclusiéon : Sia= —25—7 tendremos un sistema de dos ecuaciones. {x +y +z = 0, -3 y+5z = 0} cuya solucién sera (dejando x coma
variableindependiente):
Solve[{X + Yy +z == 0, -3y+52z == 0}, {y, 2}]
5x 3x

e |

Obviamente el sistemainicial tiene siempre como solucion lallamada solucién trivial (es aquellaen que todas las variables son 0, estosx =
y:z:())
e Observe que con Mathematica podriamos haber |legado directamente ala misma conclusién
Reduce[{2Xx -5y + 3z == 0, X -y -z == 0,
3x +ay +z == 0}, {X, Y, z}]
27 5x 3x
(a:——/\y:?/\z=?]\/(5a+27¢0/\x=0/\y=0/\z=0)
5
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Discutir el sistema de ecuaciones lineales: {x+y+z ==a, xty+az=1,x+ay+z=1,ax+y+z =1} para
distintos valores del parametro a
{X+y+z =a,
X+y+az =1,
X +ay+z =1,
ax+y+z =1}

Construimosla matriz ampliada

111 a

1

1

1

{F2 -> F2-F1, F3-> F3-F1, F4-> F4 - a F1}

1 1 1 a

[CREN
o
]

0 0 a-1 1-a

0 a-1 O 1-a

0 1-a l-a 1-a
F2 & F3,

1 1 1 a

0a-1 O l1-a

0 0 a-1 1-a

0 1-a l-a 1-a
F4 = F2+F4,

1 1 1 a

0a-1 O l1-a

0O 0 a-1 l-a

0 0 1-a -a-a+2
F4 = F4+F3

1 1 1 a
0a-1 O l1-a

0 0 a-1 l1-a

0 0 0 -a?-2a+3

Como-a?-2a+3=
—-@a-H@+3
se concluye

S a =1 = rang A = rang Am =1, el sistemaes compatibleindeterminado

1111
00O00O
00O00O
00O00O
Sa =- 3 = rang A = rang Am =3, el sistemaes compatibledeterminado
11 1 -3
0 -4 0 4
0 0 -4 4
00 0 O

Sa# lya¢ -3= rang A =3y rang Am = 4, € sistemaesincompatible
Se puede obtener directamentela solucion:

Reduce[{X+y+Z ==a, X+y+az == 1, X +ay +z = 1l,ax+y + 2z = 1}, {X, Yy, Z}]

@=1Az=-x-y+1)V@=-3Ax=-1Ay=-1Az=-1)
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Discutir el siguiente sistema de ecuaciones lineales {3x-y+2z== 1,
X+ 4y +z==a, 2Xx -5y + b z== -2} para distintos valores de los parametros a, b € R.
Clear[F1, F2, F3]

3-12 1

141 a

2 5b -2
F2<->F1

141 a

3-12 1

2 5b -2
{F2->F2-3F1,F3->F3- 2F1}

1 4 1 a
[O -13 -1 1-3a ]
0 -13 b-2 -2a-2
HacemosF3 -> F3 -> F2 y ya nos quedala matriz escalonada
1 4 1 a
[O -13 -1 1—3a]
0 0 b-1 a-3
Nos encontramoslas siguientes posibilidades:

a) Sib = 1ya = 3enlamatriz escalonadanos queda
1 4 1 3
[O -13 -1 —8]
0O 0 0 O
Vemos que e rang A =rang A' = 2y € sistema es compatible e indeterminado
b) Sib = 1ya # 3 enlamatriz escalonadanos queda
1 4 1 a
[O -13 -1 1—3a]
0O 0 0O a-3
Vemosqued rang A =2y rang A' = 3y el sistemaesincompatible.
c) S b+ 3rangA =3yrang A’ = 3 & sistema es compatible determinado.
A lamismaconclusion se llegadirectamentedirectamenteutilizando Reduce.

Reduce[{3X -y + 2z = 1,
X+4y + 2z = a,
2X -5y + bz= -2}, {X,V¥, 2}]
X+5

(b:l/\a:?:/\y:T/\Z=g(7—13x)]\/

ab-10a+4b+23
(b—qux:

A 2 n A\ ! 13x+ 4
= a+ X— Z=—(a-— X+
BbO_1) y ( ) 9( )

Funciones que se ejecutan automaticamente al inicio
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