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Sobre el estilo empleado

Mathematica las salidas (Output) por defecto las muestra utilizando €l estilo: St andar dFor n. En su lugar preferiamos utilizar €l estilo
Tradi ti onal For m que da una apariencia a las salidas (Output) coincidente con € habitualmente utilizado en la notacién clésica
utilizada en |as mateméticas.

En cuanto a las entradas (input) hemos optado por escribirlas utilizando StandardForm y después la convertimosa Traditional Form (esto se
hace marcando lacelday en el labarra de menu:> Cell:>Convert To:>Traditional Form)

En el caso de las matrices |o méas comodo es escribirlas como una lista (también puede escribirse directamente como matriz utilizandondc
unade |as paetasincluidas en la barra de menu, pero es mas engorroso):

{{a, b}, {c, d}};
A continuacionla convertimosal estilo tradicional segiin se haindicado
( ab )
cd)/)
Si en una celda el input esta en notacion TraditionalFormy quiere ver la forma de estandar de Mathematica conviertala celda a Standard-
Form marcando lacelday en labarra de menu:> Cell:>Convert To:>Traditional Form)

Nota.- Algunas de las simulaciones se reali zado adaptando ejempl os encontradosen: Wolfram DemonstrationsProject

Operaciones béasicas con matrices

e Recuerde: Con Mathematica paraintroducir matrices podemos utilizar una paleta (seleccionarlade la
barra de menu), la misma pal eta nos permiten introducir subindices. Sin embargo es mas comodo
introducirla como listas seglin se muestraen el gjemplo:

{{1, 2, 3}, {4. 5, 6}, {7, 8, 9}}

123
[456]
789

En el conjunto de matrices My, de dimensién mxn (donde m es e nimero de filas y n € de columnas) se definen las siguientes
operaciones

Para una mayor sencillez en la exposicion, definimoslas matricessiguientesA y B:
e Afiadimos*“;” parague no se nos muestre lasalida, que en este caso coincidiriacon e Input.
an ap a b1 b big
A=|ax ap ag [[B=|bx by b |
a3 A as b3 bz bsz

Suma de matrices
A B = C, dondelos elementosde C son ¢;; = &; + by;

A+B

Q1+ by @z + by A+

[ a;p + by ap+byp a3+ bz ]
agr + b3 az + bz ags+ bz
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Ejemplo (Adaptacion basada en Wolfram Demonstrations Project)

Al B 3
B1 i 2

3+2=5

13\ (12) (15
01)"o 1) o1

Multiplicacién de una matrix A por una constante (producto externo)
k A = C, conkeR, dondelos elementosde C son Cj = k ajj

kA

kayp kaxp kaxg

[kall kagp kal3]
kagl kagg ka33
Propiedades

Se puede comprobar que, dadas dos constantes, u €R se verifican las siguientes propiedades:
Asociativa: (Au) A=A (uA)

Elementounidad: 1A = A

Distributivas:

(A+u) A=2A+uA

A(A+B)=1A+AB

Ejercicio:
4 21 4 b1
5[3 3 5]+7[3 3 a]
260 260

48 7b+10 12
[36 36 7a+25 ]
24 72 0
Multiplicacion de matrices
A B = C, donde los elementos de C son Gy = X_;a j bjy . Esto es: El elemento cij de la matriz producto se obtiene multiplicando cada
elementodelafilai delamatriz A por cada elementode lacolumnaj delamatriz B y sumandolos.

e En Mathematica en sumatorios cuando hay mas de un indice es conveniente separarlo por “,”. (escribai, j
en vez deij)

3
> ai.j bk
jo1

a1 bl,k + a2 bz,k +ai3 bs,k
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El producto de las matrices A y B antes definidas es ( (En Mathematica para multiplicar matrices es fundamental emplear el simbolo
“)):
A.B

arg byg +a;p by + a3 by a1 bip + a1 bo + @332 @11 b3 + @12 bz + @13 bss
ap byy + @ bpy + a3 by a@p b1 + @ by + a3 by @1 bz + @ bz + a3 bas
agy D11 + aga b1 + @zz b3 @31 bio + @z b + 83332 @31 b3 + @3z bz + Azz bas
Observese que para multiplicar dos matrices A y B se requiere que el numero de columnas de la primeramatriz (A) coincida con € nimerc

defilasdelasegunda(B).
Esto es: paramultiplicar A.B se debe verificar que AeMmyn, BeMp.q

Pruebe con el siguiente simulador a efecturar multiplicacion de matrices (Adaptacion basada en
Wolfram Demonstrations Project)

Filasde A 4 V A
B
— -5 -3 -5
Colu_mnasdeA \Y; 5 _2 4 _j, _; _;1 _i
Filas de B q _4 2 _4
-2 -3 3 5
R 2 -4 -1
Columnasde B 4 \"

3 26 -10 3

Nuevas matrices AB=| 21 -13 -18 -3
20 12 14 -2

fila J———
-16 9 -31 -11
columna <}
(=9)(=D) +(=3)(4) +(=5)(=2)
5 + -12 + 10
3
Ejemplos:
347 4 2 1
[2 5 1].[3 3 5]
7 4 3 260
38 60 23
[25 25 27]
46 44 27
Paso a paso :

3x4 +4x3+7x2 3x2+4x3+7%x6 3 x1+4x5+7x0
2x4 +5x3+1x2 2x2+5x3+1x6 1x2+5x5+0x1 | =
2 x3+3x4 +4x7 3x4+3x6+2x7 Tx1+4x5+3x0
38 60 23
25 25 27
46 44 27

Observese que no se verificala propiedad conmutativa

X X X

X X X
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260
[23 30 33]

4 2 1 347
[335]-[251]

50 47 39
18 38 20

Otro ejemplo: Efectuamos la siguiente multiplicacion:

347 4 2
[2 : 1].[3 3]
7 4 3 2 6
38 60
[2525]
46 44

Sin embargo si invertimosel orden lamultiplicacion no es posible ¢Por qué? (Observe el mensaje que nosda el programa)
4 2 347
[3 a ][ - ]
2 6 7 4 3

4 2 347
Dot:dotsh : Tensors [ 33 ] and [ 251 ] have incompatible shapes. >

26 7 4 3
4 2\(3 47
[33].[251]
26)\7 43

Comprobar si hay valores de a, b y ¢ que verifican la siguiente igualdad

1 0 1 1 0 1
41-1|+3|0|+1|0|=a|-1| +b|21| +c|O
2 2 4 2 2 4
5 a+c
-4 = -a +b -
18 2a +2b +4c

(1) : a+c¢c =5

(2) : b-a-=-4

(3):2a +2b +4c = 18

De(D)+@ =b+c=1yde 2.2+@R3) =4b +4c =10 —>b+c=5/2, Esdecirb+c=1y b+ c=5/2queesuna
contradiccidn, por tanto no es posible encontrar valoresde a, by ¢ que verifiquen laigualdad propuesta.

Es coherentecon €l resultado que da Mathematica que indica Fal se que significaque no tiene sentido la ecuacion.

Pararesolver ujn sistema de ecuaciones se pueden utilizar |as funciones Solve o Reduce. Observe que para
indicar unaigualdad se utilizaun dobleigual "=="

Reduce[4[—::LL] +3[8] +1[é ==a[—i] +b[(1)] +c[c1)], (a, b, ci]

2 2 4 2 2 4

False

Con las matrices que se indican compruebe que se verifican las siguientes propiedades
Propiedadesrespecto ala suma

Dadas|las matrices A, B y C se puede comprobar que:

VA, B, C € M« lasumade matrices verificalas siguientes propiedades:
Asociativa: (A+B)+C = A+ (B+C)

Conmutativa: A + B = B+A
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Elemento neutro: A + 0= Oy+tA =A

Elementosimétrico: A + (-A) =0y,

Nota: Oy esunamatriz mx n dondetodoslos elementosson 0

Para poder efectuar la operacion suma ambas matrices deben tener la mismadimension. ¢Por qué?

Propiedades respecto ala multiplicacion
YAEMmxn, YBEMpq, YCeMpyq
Asociativa. (A.B).C = A(B.C)
Distributiva:
(A+B).C = AB +B.C
AB+C) = AB +AC
Compruebeque con las siguientes matrices que se verifican las propiedadesanteriores
347 421 721
M1=[2 5 1]; M2=[3 3 5];M3=[O 1 3];

7 43 260 260

3+4 2+4 1+7
ML+ M =(2+3 3+5 1+5 | =
2+7 4+6 0+3
M1 + M2
7 6 8
[5 8 6]
9 10 3
M2 + M1

7 6 8
[5 8 6]
9 10 3

Mathematica permite comprobar directamente si se verifica una propiedad escribiendolay comprobando si da “True” (verdadero), se
verifica, 0 “False” (Falso), si no se verifica

(M1 +M2) + M3 = M1+ (M2 + M3)
True

El elemento neutro, que llameremos En, en este caso es una matriz 3 x 3 en las que todos los elementos son cero. Podemos escribirla o
utilizar ArrayPed

En = ArrayPad[{{0}}, 1]

000
[OOO]
000

M1+ En = En + M1

True

Matrices identidad, triangular y diagonal.
Se llama matriz unitaria o identidad de orden n, que denominaremos Id[n], a la matriz cuadrada de orden n en la que g; = 1; para
i=j:ya =0 paai#]
Lamatriz identidad en Mathematicase escribel dent it yMat ri x
entityMatrix[4]

o O - Q

Sellamamatriz diagonal de ordenn, que denominaremoslin, alamatriz cuadradadeordennenlaque a; = O; parai # |

Lamatriz diagonal en Mathematica se escribe Di agonal Matri x :
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DiagonalMatrix[{a, b, c, d}]

00O
b 0O
0coO
00O0d

Matriz triangular superior a; = O; parai > j
El siguiente comando permite obtener la matriz triangular superior

UpperTriangularize[{{1, 2, 3}, {4, 5, 6}, {7, 8, 9}}]

123
[0 5 6]

009

Matriz triangular inferior a; = 0; parai < j
El siguiente comando permite obtener la matriz triangular inferior

LowerTriangularize[{{1, 2, 3}, {4, 5, 6}, {7, 8, 9}}]

100

[4 5 0]

789

Matriz traspuesta
Transponer una matriz mxn consiste en intercambiar sus filas por sus columnas, esto dados los elementos a; de lamatriz A, conviertenen

los elementosay;. Lamatriz resultante se llamatraspuestade A, es de orden nxm, y se denotacomo AT oA

Q1 ax azg |

dz1 Az a3

Para trasponer unamatriz utilizamos Tr anspose y si queremos que se muestre con la notacion
tradicional a continuacion convertimos la celda a Traditional Form. Por gjemplo: Escriba

Transpose [{{ai1, @iz, @13}, {@z, Az, A23}, {@z1, @sz, asz}}] O, enestecaso
Tr anspose[A], entonces marque la celdavaya alabarrade menu y elija Cell:>Convert

To:>Traditional Form. No vale escribir AT (es decir poner T como exponente de A)

a1 A a3
A=

A

a1 dg1 Az
dip Ay ax
A3 A3 asz

Si unamatriz esigual asu traspuestade dice que es simetrica, esto es A = AT. Para que esto ocurrala matriz debe ser cuadrada.

a;; a b
A= [ a a»n b ];
b b as3

T

A

a1 a b
a a»p b
b b as

Si una matriz es igual al negativo de su traspuesta de dice que es antisimetrica o hemisimetrica, esto es A = —AT. A debe ser una matriz
cuadraday los elementosde la diagonal todos cero.

0 -2 4
[2 02]

T

-4 -2 0
0 2 -4
[—20—2]
4 2 0
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Utilice el simulador para practicar la obtencion de traspuestas (Adaptacion basada en Wolfram

Demonstrations Project)

matrix A

naimero de filas 1 d’?dﬂﬂj
namero de columnas 1 dﬂ’jﬂﬂj

filaelegida 1 || 2 ﬂ 7 -9 2
columnaelegida 1 d’?ﬂ A= 2 -7 1
-8 -9 12

7 2 -8

-9 -7 -9

AT =
2 1 2
-7 .8 -7

Compruebe que se verifican las propiedades que se indican
Sea Ama, Bmxn Y K € R, entonces:

(A.B)T = BTAT
(A+B7T=B"+ AT
(kAT = k AT

(A7) = A

Apliqueloalas siguientesmatrices paraun k = -5:

347 4 2 1
A=[2 5 1]; B=[3 3 5];
7 4 3 260
Traza de una matriz
Llamamostraza de unamatriz A, tr(A), alasumadeloselementosde ladiagonal principal.

En Mathematica la traza se obtiene con Tr

a1 a2 a3
Tr[ 1 ap axs ]
az1 dz2 a3

ajp + a2 +ass

http://diarium.usal.es/guillermo
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Compruebe que verifican las siguientes propiedades :

an ar am b1 bix bz
A=|ax ax axg |[B=|bx by bx |
ag1 azx as3 bs1 bz bsz

tr(A+B) = tr(A)+ tr(B)
tr(k A) = k tr(A)
tr(AB)=tr (BA)

Rango, operaciones elementales

Rango de una matriz es el nimero de filas o columnas lineal mente independientes. En |a practica consiste en obtener mediantes operaciones
elementalesel menor nimero posiblede filas o columnasno nulas.

Enlo que sigue nosva ser util conocer lo que llamamos oper aciones elementales:
F;j significaintercambiar lafilai conlafilaj.

Fi(r) significamultiplicar por r (distinto de cero) lafilai.

F;j(k) significamultiplicar lafilai por k y sumarlaalaj.

Lo mismo es aplicablealas columnas utilizando C en vez de F.

1 4 -1
CalcularelrangodelamatrizA=[{2 5 3
110 -11

A ={{1, 4, -1}, {2, 5, 3}, {1, 10, -11}}

14 -1
[2 5 3 ]
110 -11

Obtenemoslamatriz A1 mediantelas operaciones: F1 ladejamostal cual, F2-> F2-2 F1, F3->F3-F1

e Lainstruccion A[[i]] extrae lasublistai (esdecir lafilai) delamatriz A. En e gjemplo lo que se hace es
construir unanuevamatriz Al donde lafilal (F1) esidenticaaF1 de A, lafilaF2 de Al se obtiene
extrayendo lafila F2 de A y restandole lafilaF1 de A multiplicadapor 2 (esto es: F2-> F2-2 F1)de
lamismaforma construimos laF3 de Al extrayendo F3 de A y | restamos F1 de A ( es decir, F3-F1)

Al = {A[[1]], A[[2]1]1 - 2A[[1]], AL[31]1-ATL[1]]1}

1 4 -1
[0 -3 5 ]
0 6 -10

Obtenemoslamatriz A2 mediantelas operaciones: F1 y F2 ladejamostal cua, F3->F3+2F2
A2 = {AL[[1]11, A1[[2]1], AL[[3]1+2A1[[2]]1}

1 4 -1
[O -3 5 ]
0 0 O

Por tanto el rango es 2.
e El rango se puede calcular directamente mediante Mat r i xRank .
MatrixRank[A]
2

Matriz ortogonal
Unamatriz cuadrada A, de orden n, es ortogonal si verificaque A AT= Id
En el ggemplo se muestrauna matriz M que se ortogonaliza

10 1),
M=(111)’

http://diarium.usal.es/guillermo
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A = Orthogonalize[M]

{LOL]
V2 vz
0 1 0

Comprobamosque la matriz resultante es ortogonal

AA
1 0)
(0 1

Ejercicios

1 2
2 0
-1 3
= {{1, 2}, {2, 0}, {-1, 3}}

A
1 2
-1 3
B = {{21 _l! 2]'1 {_1’ 1’ O}}
2 -12

(—1 1 O)

AA

5 2 5

2 4 —2]

5 -2 10

2 -1 2

Dada la matrices A = yB=( 7 o) calcule AAT | ATA (AAT)', (AB)T, BTAT.

A A

6 -1
(—1 13)
(AR

5 2 5
[2 4 —2]
5 -2 10

(A.B)'

2 4 -2
Compruebe si para las matrices anteriores: (AB)'= BTAT y calcule i(A +AT)

Del apartado anterior vemos que se verifica(A. B)T = BT AT

% (A +AT): Ambas matrices son de orden diferente, por tanto no se pueden sumar.

-2
1

e Enlo quesiguevamosa utilizar los simbolos a, b, ¢y d. Paraevitar conflictos con asignaciones que se
hayan hecho a estos simbol o anteriormente (por ejemplo: si en lamisma sesion a hecho unaasignacion a=
2, entonces cuando escriba de nuevo a, automaticamente se reemplazara a por 2) puede ser conveniente
borrarlo antes de usarlos, eso puede hacerse con Clear[a,b,c,d]

Dada la matriz A = ( ‘_12 ) encuentre una matriz B talque A.B=B.A =Id

http://diarium.usal.es/guillermo
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Clear[a, b, c, d]

Se trata de encontrar | os elementosde una matriz B que verifiquela condicion anterior

n (e e (3 9):

Calculamoslos elementosde B para:
A.B = Id

4c-2a 4d-2by (10
(a—Zc b-2d )_(0 1)

B.A = 1d

b-2a 4a-2b) (10
(d—ZC 4c—2d)_(0 1)

Igualando | os elementosde | as matrices anteriores obtenemosun sistemade 4 ecuacionescon 4 incognitas

-2a+4c=1 -2b+4d=0,a-2c=0,b-2d=1
-2a+b=14a-2b=0, -2c+d=0,4c-2d =1
Seobtieneque1 =0y 2 =0 que esunacontradiccion, por tanto no hay solucion

e Con Mathematica se puede |llegar ala misma conclusion directamente (no olvide que hay queindicarle ala
funcién Reduce cuales son las variables

Reduce[A.B == B.A = Id, {a, b, c, d}]

False

Ejercicios propuestos

2.1 Dadas | tri A—lzB—SGC—l_lo'hll 6 A+2B, 2 A-B, B.C, (A.B).C, A?
.1 Dadas las matrices _(0 1)’ _(7 0), _(_2 5 1), allar , -B, B.C, (A.B).C, A%,

An

12 56 1 -10
A‘(o 1)’8‘(7 o)’ce‘(-z 2 1)’

e Utilizamos Ce en vez de C pues C es un simbolo reservado por Mathematica para denotar las constantes en
las soluciones de ecuaciones o integrales

6A+2B

16 24
(14 6 )

2A-B

-3 -2

=y

B.Ce

-7 76
(7 -7 0)
(A.B) .Ce
7-76

(7 -7 0)

Paracalcular A", podemos proceder por induccién:

e No vale escribir A? (es decir poner 2 como exponente de A, )
AA

(0 1)

1 2x2
(0 1)

http://diarium.usal.es/guillermo
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A_A_A

16

(o 1)
1 2x3
0717

A_A_AA

1 8)

(O 1
1 2x4
[0 717

1 2n -

Nos damos cuentaque A" = ( 0 1 )queeslasolucmn.

e A este mismo resultado podemos llegar directamente utilizando MatrixPower[A,n] que célculala potencia
n-ésimade unamatriz A. No vale escribir A" (es decir poner n como exponentede A) pues A"=A XA X A
gueesdistinto A . A . A.

MatrixPower[A, n]

1 2n
(o 7)
011
2.2 Demostrar que A2- A-21d =0 siendo A=|1 0 1
110
011
A=[1 01
110

A.A— A—2ldentityMatrix[3]

000
OOO]

00O

2.3 Hallar una matriz cuadrada B de orden 2 con coeficientes reales, tal que B.A = Ce siendo
(1 0. Ce = 5 2,
- (2 1):ce=(g 5

e Lasiguiente expresion borratodas | as asignaciones a simbol os que se hayan hecho previamente.

Clear["Global " *"]

e(l Dpeen(E 2ps=(22)

Setrata de obtener losvaloresde a, b, ¢y d que verifican laigualdad anterior.
B.A = Ce

a+2b by (52
(c+2d d)_(G 3)
Igualando los elementos de las matrices de ambos | ados obtenemosl|as siguientes ecuaciones. (1) at+2 b = 5; (2) b=2; (3) c+2 d =6; (4) d=S3;

Reemplazando (2) en (1) obtenemosa = 1; reemplazando (4) en (3) obtenemos c= 0. Por tanto, la igualdad anterior se verifica para a=1,
b=2,c=0yd=3.

e A lamismasolucion [legamos directamente con Mathematica como sigue:
Reduce[B.A == Ce, {a, b, c, d}]
a=1Ab=2Ac=0Ad=3

11
2.4 Hallar todas las matrices que conmuten con A= ( 01 ]

Setratade calcular unamatriz B que verifique:

http://diarium.usal.es/guillermo
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11 ab
A=(o 1)’B=(c d)’
A.B==B.A

a+c b+dy) (a a+b
c d )_(c c+d)

Igualando los elementos de |as matrices de ambos lados obtenemoslas siguientes ecuaciones: (1) at+c = a; (2) b+d=a+b; (3) c=c (4) d=c+d;
ab

0 a )

e A lamismasolucién Ilegamos directamente con Mathematica como sigue:

De(1) y (3) seobtienec=0. De (2) y (4) se obtienea = d. Por tanto B = (

Reduce[A.B = B.A, {a, b, c, d}]
c=0Ad=a

Indicar si son verdaderas las siguientes afirmaciones, referida a matrices cuadradas del mismo orden:
a) El producto de dos matrices triangulares es siempre una matriz triangular.

b) El producto de dos matrices triangulares de dos matrices triangulares superiores o dos matrices
triangulares inferiores es otra matriz triangular.

) .~ _(10 (23 (13
a)Falsa_Porejemplo.A—(l l)yB—(O l),entonc&sA.B—(2 4)

b) Verdadera

Aungue no es una demostracion rigurosa puede comprobarse como sigue para unamatrix 3 x 3 (puede
ampliarse para verificar que se cumple para ordenes superiores)

0 a22 az23 0 b22 b23
0 0 a33 0 0 b33

[ allbll allbl2+al2b22 allbl3+ al2b23 + al3b33 ]

[all al2 a13][b11 b12 b13]

0 a22 b22 a22b23 + a23b33
0 0 a33hb33

Demuestre que a #0 y n eN se verifica
n n-1 (n-1) _n-2

a 1 0\n a" na > a

0al|-= 0 an an-1

00 a 0 o an

MatrixPower([{{a, 1, 0}, {0, a, 1}, {0, 0, a}}, n]

1
a" a~ln > a~2(-1n
0 a a™1n
0 0 a"

Determinantes
e Cuando seinicie unanueva seccion (por precaucién) es conveniente borrar todas las asignaciones previas.
Recuerde que esto puede hacerse con Clear[“ Global ™*"].
Clear["Global " "]
Un determinante, de manerainformal, consiste en trasformar una matriz cuadrada A a un sélo término o valor aplicando una serie de reglas.

El determinantede lamatriz A 1o denotamospor det A o |A|.
En el caso de matricesde orden 2y 3 el célculo del determinantees sencillo:

ap,1 a2 )]

Det[ ( az,1 az,2

dr1dg2—a12a1

http://diarium.usal.es/guillermo
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Det[ [ az,1 az,2 az.;s

ap,1 ai,2 31,3]
az,1 as,2 as,s

—13d2831 +t 233831+ A1 3821832 — A, 1 3332 — 12821833 +A1,1 22333

3x3 Calculo directo (Adaptacion basada en Wolfram Demonstrations Project)

Nuevos nimeros

350 567 O

7 -8 10 7 -8

175 -504 O

7 -8 10
0 5 9| =1/5+-504+0-(350+ 567+ 0)=-1246

7 9 5

¢Es posiblem encontrar el deterninante de una matriz que no es cuadrada? ¢Por qué?

-1 3 5
Calculer e determinantede| 1 -2 4
6 1 1

-1 3 5

Det[[l -2 4]]

6 1 1

140

3x3 Calculo mediante adjuntos
Para calcular determinantesde matrices mayores a 3x3 es convenienteintroducir el concepto de adjunto.

Sea a,; un elemento cuaquiera de una matriz cuadrada A € M, de orden n. Se Ilama adjunto de & j, denotado «; j, al escalar o j =

(=1)i+ m;,j dondem; ; es determinantede lamatriz A ; de la matriz cuadrada A; j, de orden n — 1 (con n > 2), que se obtiene de suprimir en
A lafilaiy lacolumnaj.

Ejemplo:
a1 are a3
ax a axn &
dadoA=| axn ax a3 |, m1,2=( o 23)? aij = (D my, = —( 2 23)
dz1 ag3 dz1 ag3
d31 Az as3
Sellamamatriz adjunta deA, denotado adj A, alamatriz A definidapor (adj A j) = e;,j, coni, j = {1, ...n}

Sea A una matriz cuadrada de orden n. El determinante de A puede desarrollarse por los adjuntos de los elementos de una fila o de una
columnacomo:
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detA=|Al=aj1ai1+82Qi2+ .. +&nin
=agjayj+agjajt..+anjdnj
i j=1{1 .n

expandir eligiendo:

fila ’T 2|3
columna 1 2 3

genera un nuevo determinante

Expandir fila 1:

10| J1o] J10]_
Aool-4o ol 4ol
~ 1(-3) - 2(-78) + 3(67) =

3+156+ 201 =

360

(Adaptacion basada en Wolfram Demonstrations Project)

3 2 1 -1
. . . . |1 0 -3 2
Calular por el método del adjunto el determinante de la matriz: 32 0 5
2 -1 2 4
3 2 1 -1
1 0 -3 2
3 2 0 5
2 -1 2 4

Podemos resolverlo descomponiendoloen cuatro determinantes de orden 3, desarrollandolo por los elementosde |a segundafila (observese
que es convenienteelegir filas con el mayor numero de ceros)

fé,lg‘zl 2 1 -1 31 -1
=(-1)>11| 2 0 5 |+(-1)>?0|3 0 5 |+
32 05 -1 2 4 2 2 4
2 -1 2 4
3 2 -1 3 2 1
+(-1)%%(-3) |3 2 5 |+ (-1)%%2|3 2 0=
2 -1 4 2 -1 2

=1 - (-37)+0+3.42+2. (-7) = 149

Comprobamosque la solucioén es correcta
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32 1 -1
10 -3 2
De‘[[3205]
2 -1 2 4

149

Propiedades a aplicar en el calculo de determinantes.
Unaformade simplificar el célculo de un determinantees procurando que unafila o columnatenga el maximo nimero de ceros.

Para ello se puede aplicar |as siguientes propiedades:

1) Si intercambiamosdosfilas o columnas cambia €l signo del determinante.

2) Si todoslosterminosde unafila o columnason o, €l derminanteesO.

3) S multiplicamospor k todos|os elementosde unafila o columnael determinante queda multiplicadapor k.
4) Si en un determinantea unafila o columnase le sumaotra paralelamultiplicadapor k el resultado no cambia.
5) A |=|AT|

Notacion en operacionesentre filas o columnas dentro de unamismamatriz A :

Fi,; intercambiar lafilai conlafilaj

Fi(k) multiplicar por k, con k+0, lafilai

Fi,j(k) multiplicar por k, conk+0, lafilai y sumarlaalafilaj.

3111
. ) 1311 ' .
Ejercicio. Calcular € determinantede 1131 : @) Mediante operacionesel ementalesb)
1113
3111 0 -2 -2 8
1311 0 2 0 -2
Det 1131 = {F4,3 (-1), F42 (1), F41 (-3)} = 00 2 _2|°
1113 11 1 3
-2 -2 8 0 -2 8 0 -2 8 -2 -2 8
-] 2 0 72]+\o 0 72\-\0 2 72\+3] 2 0 -2 |-=
0 2 -2 0 2 -2 0 0 -2 0o 2 -2
-2 -2 8
:-] 2 0 -2 ’:48
0o 2 -2
e Comprobamos que €l resultado es correcto
3111
1311
Det[[l 13 1]]
1113
48

Ejercicio: Sea A una matriz cuadrada de orden 3 de una matriz de filas F1, F2 y F3 cuyo determinantees -4. ;Cual sera el determinantede
lamatriz-F3, 5SF1+F2y 2 F1?

Método de Gauss para el célculo de determinantes
Clear["Global " *"]

El determinantede unamatriz triangular esigual al producto de los elementosde ladiagonal principal. Esto es:

aiz a2 .. azz
0 aoo
ai; = di1 d22a33... ann
. i
0 ... O am
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00 c
Det[A]

a b 2a
A=[O b Sa];

abc

El método de Gauss de célculo del determinante consiste en triangularizar una matriz teniendo en cuenta a la hora de calcular €l determi-
nante que:
1) Si intercambiamosdos filas o columnas cambiael signo del determinante.

3) Si multiplicamospor k todos|os elementosde unafilao columnael determinantequeda multiplicadapor k.
4) Si en un determinantea unafilao columnase le suma otra paralelamultiplicadapor k el resultado no cambia

1 1 1 1
L . . . . -1 x 1 1
Ejercicion : Aplique el método de Gauss al calculo del determinantede lamatriz: A= 1 -1 x 1
-1 -1 -1 x

1 1 1 1

-1 x 1 1

A=l_1 21 x 1f
-1 -1 -1 x

Realizamos |as siguientesoperaciones: {F1, F2-> F2+F1, F3: F3->F3+F1, F4:F4->F1} (en estas operacionesel signo no cambia o cambia
dos veces por |o que se queda como estaba)

e Laformaderealizar las trasformaciones anteriores con Mathematica es la siguiente:
Al = {A[[1]1. AL[2]1]1 +A[[1]1], AL[3]1]1 +A[[1]1]. AL[41]1 +A[[1]1]}

1 1 1 1
0 x+1 2 2
0 0 x+1 2
0 O 0 x+1

El determinantees:
Det[Al] // Simplify
(x+ 13

Comprobamosque el resultado es el correcto:
Det[A] // Simplify

(x+ 1)°

Matriz Inversa
Clear["Global " *"]
Una matriz B se dice que esinversade A si A. B = B.A = Id (matriz identidad), entonces B se denota como A~! (que no es lo mismo que

UA)

Matriz 2x2
Sea

ap,1 a2
A = ( );
az,1 az,2

Su determinantees
Det[A]
dr1d2—a12a1

Suinversaes
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2 _ a2
Aﬁl _ 1 ( a2 —a2 ) _ | Mrdze-agar A1 d2-A12321
[A|\-821 a1 B it
Q- a1 A1d2-A2dz
e | nverse[A] caculalainversade A
Inverse[A]
L2 _ a2
Q1 d2-A2a21 Q1 d2-A2a21
1 a1

Q11 @2—A 231 Q11 @2—A12321

3 4
Calcular la inversa A = ( 5 1 )

A= {{3, 4}, {2, 1}};
Det[A]
-5

e Aqui hemos escrito Inverse[A] y convertido la celda a Traditional Form. No vale escribir A1 (es decir A
elevado a-1).

Matriz 3x3

a1 A a3
A=|axn ax az |
dz1 Az azs

Su determinantees
Det[A]
—Qy3 a2 a3 + A2 Ap3a31 + A13 A21 Az2 — Ay A3 Azz — 12 Ap1 Ag3 + Ay A2 A3

Suinversaes
(az,z 32,3] (31,3 31,2) (31,2 31,3)
dz2 a3 az3 az2 2 A3

Al 1 (82,3 32,1] (al,l 31,3) (31,3 al,l)
[A| a33 az1 az1 ag3 A3 a1

(az,l az,z] (al,z 31,1) (31,1 al,Z)
dz1 ag2 az2 az1 A1 a2

Calculelainversade

-1 3 5
A=|1 -2 4 ] ;
6 1 1
Inverse[A]
R 1
70 70 70
B 3 9
140 140 140
3 19 1

140 140 140

Comprobar las siguientes propiedades:
Si A esinvertibleentonces: (A1)t = A
Si A . B esinvertibleentonces (A.B)"1= A1 B1
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Metodo de inversion de Gauss - Jordan
Dadaun matriz

10 -1
m=[0 2 3 ];
41 -2

Construimosla matriz ampliada que consiste en afiadirle ala derecha una matriz identidad del mismo orden

ma = Transpose[Join[Transpose[m], ldentityMatrix[Length[m]]1]]
10-1100
[0 2 301 0]
41-2001

M ediante operaci ones el emental esconvertimosla matriz cuadrada de la derecha en una matriz i dentidad.

RowReduce [ma]

100 -7 -1 2
[010122—3]
001-8-1 2

Observe que si tomamos|os elementosde |la mitad derechade la matriz tenemosla matriz inversa

m—l
-7 -1 2
[12 2 —3]
-8 -1 2
10 -1
JParaquevaloresdet notieneinversa lamatriz | 0 t 3 |?
4 1 -t

Ayuda : Una matriz de dimension 3 tiene inversasi rango es 3, por tanto se trata de obtener los valores de t para los que la matriz tiene un
rango menora3. Sol.:t=10t=3

Pero, ¢las matrices valen para algo?

Las matrices se utilizan en todas |as areas de la ciencias. A modo de divertimento se muestran como operacionescon matrices son utilizadas
en el tratamiento de imagenes (en este caso caricaturas) en juegos para consola, cine, etc. Recuerde que un punto P(x, y) en un plano se
trasformaen otro P’ (x’,y’") mediantetrasformaciones.

Ejempl os : (Adaptacion basada en Wolfram Demonstrations Proj ect)
Traslaciones

Debajo se muestran traslaciones horizontales y verticales. “"Recuerde que un desplazamiento de (x,y) a (x+a, y+b) es la ecuacion matricial
(x.y') = (xy)+(ab)
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Como cambiando x e y cambia el perro?

n
X L 0
y B 0
10+
5 .
10 s 5 10

10t

Transformacién geométrica de una matriz

La multiplication de matrices puede ser modificada para cambiar los graficos en las figuras. La matriz A =

X[002333344

ylo2201231 2] representaun perro. Los terminos de la matrix B se pueden variar actuando sobre a, b, c,y d . El resultado

10
esmamatrix BxA,observee efecto sobrelafigura. Notaque[ 01 ] no modificael gréfico.
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(Al variar a, b, ¢, d? a, b, ¢, or d cambia la figura?

a ] !
b B E
c ] 0
d B 1
Elegir: ’EM@

(2 a)=(o2)

101

-10 -5 5 10

Rotaciones
cosf) -sind ]

Aque se utiliza la siguiente propiedadPara girar en sentido antihorario multiplicar por [sin 0 cosd

y en e antihorario por

[ cosf sind

_sing cosf ] dondef es el dngulo con el que deseagirar.

0 -1 ] Para girar 270°

Por ejemplo, para girar en sentido antihorario 90° multiplicar por [ 0 ] Para girar 180° multiplicar por [

10

]. Paragirar 360° (es decir quedalo mismo) multiplicar por [1 0

o1l

(antihorario) multiplicar por [ _01 é
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Deslizar el &ngulo de rotacién 6 y observe como cambia el perro

0 ] 0

-10 -5 5 10

-10%

Sobre el estilo empleado

Mathematica las salidas (Input) por defecto las muestra utilizando €l estilo: St andar dFor . En su lugar preferiamos utilizar el estilo
Tradi ti onal For m que da una apariencia a las salidas (Output) coincidente con el habitualmente utilizado en la notacidn clésica
utilizada en las mateméticas. Esto puede hacerse para cada celda afiadiendo // TraditionalForm al final de cadainput . Sin embargo puede
hacerse que este estilo (Traditional Form) se aplique a todas las salidas del cuaderno (o notebook) afiadiendo la siguiente sentencia (en este
caso hemosdefinido la celda para que se g ecute automaticamenteal inicio):
SetOptions[EvaluationNotebook]],
CommonDefaultFormatTypes -> {"Output™ -> TraditionalForm}]
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