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Sobre el estilo utilizado
Mathematica las salidas (Ouput) por defecto las muestra utilizando €l estilo: St andar dFor . En su lugar preferiamos utilizar €l estilo
Tradi ti onal For m que da una apariencia a las salidas (Output) coincidente con € habitualmente utilizado en la notacién clésica

utilizada en las mateméticas. Para aplicar este estilo (TraditionalForm) atodaslas salidas del cuaderno (o notebook) afiadimos |a siguiente
sentencia(en este caso hemos definido |a celda para que se g ecute automaticamenteal inicio):

SetOptions[EvaluationNotebook]],
CommonDefaultFormatTypes -> {"Output™ -> TraditionalForm}]

Funciones

Una funcion de A en B es una regla que asigna a cada elemento del conjunto A un
elemento en B y s6lo uno del conjunto B

f: A->B Si designamos por f alafuncidn, el conjunto A se [lama dominio (o conj. origen o campo de
veriabilidad) y B sellamael conjunto final. Formalmente:

Dom(f) ={xeR /3 yeR, f(x =y} = AcR
Sellamaimagen del elemento x a f(x)
Im(f) = f(A)={yeR /3 xeR, f(x =y

Obsérvese que un elemento de B puede ser asignado a mas de un elemento de A. En €l caso particular
gue corresponda a cada elemento de A corresponda un solo elemento de B dedimos que la funcidn es
inyectiva (gj.: A cada contribuyente debe corresponder un solo NIF)

Las funciones redles de variable real pueden representarse graficamente en el plano XY, en X (ge
horizontal o de abcisas) serepresentaxy enY (gje vertical o de ordenadas) f(x).

Dominio. Calcular el dominio para las funciones que se indican

Las funciones polinomicas tiene como dominio R .

Ejemploy = x?

Su dominio esR por que se puede calcular € cuadrado de cualquier nimero real.
SuimagenesR*={xeR, /x = 0}, yaquelos cuadrados son siempre positivos.

Su representacion gréficaes
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Plot[x?, {x, -10, 10}]

Las funciones racionales f(x) = P(x)/Q(x) existen en R excepto para Q(x)=0,
X -2
Ejemplo: y = ——
X-5
Su dominio esR-{5}, porque su cociente esta definido para cualquier valor deR - 5 (porque
parax =5 se hace cero el denominador y por tanto x tomaun valor infinito)

Para determinar su imagen ponemos X en funcién de y (es decir: buscamos |os nimeros que
tienen antiimagen) .

2-5y
X=——
1-y
Vemos que existe paray<R excepto para y = 1, esdecir: Im[f] = R-{1}
X=2
Plot[x_ - x, =2, 10}]
ol
al
2l
_‘2\ 2 4 é 8 10
2L
4t

Las funciones logaritmicas f(x)= In(x) solo existen en R* , es decir: x no debe
ser 0 ni negativo

y =Inx

Su dominioes x € R*(x> 0) y suimagen esR.

Nota: En Matematica para calcular el logaritmo natural (Ln o In) se utiliza Log. Para calcular el logaritmo en
otrabase se utilizaLog [b, z] siendo b labase. Por egemplo: el logaritmo en base 10 de z se escribe:
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Log[10, Z] .
Plot[Log[x], {x, 0.001, 10}]

2+

Las funciones irracionales f(x) = Y P(x) existen en R* sin paryenR sin

impar.

y=Vxey=-Vx

SuimagenesR*={xeR,/x = 0}, eimagen R*(para+Vx ) oR~(para— v x)
Prot[{vx, -VX}, 1x, 0, 10}]

f(x) = \/Ln[x?] ;
Por ser unaraiz la funcion no existe para valores negativos de Ln [xz] , €s decir existe para
valoresdex > 1y x < —1, por tanto lafuncion existe paratodo X € (-oo, -1] U [1,00)

Reduce[\/ Log[xz] =0, x]

X=-1Vx=1
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Plot[ Log[x?] . {x., -10, 10}]

-10 -5 5 10
Ejercicio propuesto. Indicar el dominio de las funciones :
3X 6 X
F(X) =——=;; F(X) =
A/8 - x (X-5) (x-9)
Limites
Definicién
i m_x, f(X) =L selee limitede f(x) cuando x tiendea X esL.
lim (4x%-1)
0

Plot[4x* -1, {x, -2, 2}]

15+

10+

L N e B S S R
-2 -1 1 2

¢Quevalor tomalasiguientefuncién en x = 2?

x2-1 (X-1) (x+1)
X-1 o X-1
X-1

=x+1
x—-1

Definicion de limite (no rigurosa) es la siguiente:

l'i mex, T(X) =A quieredecir f(x) se puede hacer tan proximo a L como queramos, para
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| todo x préximo (pero no igual) axg.

La proximidad, o mas generalmente la distancia, en R , es el valor absoluto de la diferencia
entreellos.

¢Que nimeros x distan de 5 menosde 0.1?

Resp.: |x —5|< 0.1, queesequivalentea — 0.1<x -5<0.1 0 49<x<5.1
Es decir, los nUmeros que distan de 5 menos de 0.1 son los comprendidosentre 5.1
y 4.9.

¢Que nimeros x distan de X, menos de 6?
Resp.: | X — X |< 0, queesequivalentea—0 <X —Xp<d0Xg—0 <X <Xp+ 9,
gue tambien se puede escribir: X € (Xg — 9, Xg + )

Podemos ahora reformular la definicion de limite como sigue:

| i m_x, f(X) =L quiere decir que podemos hacer | f(x) — L | tan pequefio como quer-
amos VY X # Xp con | X — Xo | suficientemente pequefio. (Observese quex + Xo €s equivar
lenteaO<|X - Xo |)

La definicion de limite puese aln precisarse més expresandolaen términosde e y 6 (que es
definicion més utilizada).

f(X)tiendeal limiteL cuando x tiendeaxg , y escribimos! i my_x, f(X) =L, siVe>0
Jdo>0ta que | f(X) — f(X) | <e sSiempreque0<|X—Xg| <6
Ejemplo: e lim,_,3(3x — 2) = 7 utilizando la definicion de limite se calcula como sigue.

Sal..

fx) =(3x-2),a=2 A=7

| f(X) —A] = |Bx-2) - 7| = |3x—-9|=3|x-3| <e que verifica siempre
O<|x-3]| <€/3.

Por tanto:

| f(X) = A| <es |x-3]| <06, queseverificaparacualquier valor < €/3

Ejemplo: Comprobar que limy,, Vx = va utilizando la definicion de limite.
Sol . :

| F(x) -A| = |Vx -+/a | <ecuandoO<|x-a]| <é.

En este caso hacemos:
= < < €
VX +4/a

| Vx -a |- ‘(W—ﬁ) Jx +vVa  Ja
{puesﬁ+ﬁz\/§}ydeaquiO<‘x-a‘ <5=€eqa

En la précticararamente se calculaloslimitesa partir de ladefinicion

\/;+\/§‘ | X -a | | X -a |

Algunas propiedades de las operaciones con limites
limyy, (FO) £ gx¥) = lime,y £ (X) £ limyey 9(X)
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limey, (K- f(X) = k- limy,,, f(X), dondek e R

limyy, (FO)-9(¥) = lime,y, F(X) - limey, 9(X)

f(x)

M, go0 = 11Meoxy FOO/ 1My g(x), parag # 0y limyy, g0 0

LIMITES. Calculo

Sea f(x)definida para todo x en un entorno proximo a Xy pero No necesariamente Xg
entonces:

limf (x) =L

X—=Xo

Paracalcular |i m_y, f (Xx) enf(x) sereemplazax por Xo
En Mathematica el limite se calculautilizando Li m t [exp, x->a].

1
Limit[4x2+8x+3, x->_—]
2

0

Si queremos verlo en notacion tradicional : una vez escritala expresién convertimos la celda a notacion
tradicional (Cell->Convert To->Traditional Form) .

: 2
I|ml (4x*+8x+3)

X——
2

Calculael siguientelimite?

lim e™*

X=o00

0

Indeterminaciones

En algunos casos tras la sustitucion directaen | i m_x, f (x) dex por xo se obtiene una de las siguientes valores: { co-co, 0.c0, z g, °,

oo, 1°}. Esto se conoce como indeterminacion pues no se puede asegurar nada sobre el limite de la funcion en ese punto. En ese caso hay
que proceder aresolver laindeterminacion.
4x2-1 0

Porgemplotlim, 1 erexs o

_ 4x2-1
lim —————
x-3 4x%2+8x+3
-1

Para una descripcion detallada de como se resuelven los distintos tipos de inderminaciones puede consultar: http://www.u-
nizar.es/aragon_tres/unidad7/u7fun/u7funte30.pdf

El limite siguiente es unaindeterminacion de laforma0/0.

x3-27

lim
x-3 x2_9

En estos casos (numerador y denominador polinomios) se resuel ven factorizando y simplificando, como se muestra

x3 - 27 (x-3) (x2+3x+9) 9
lim = lim = —
x2-9 (X -3) (Xx+3) 2

En ejemploscomo € siguiente:
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x2-16
lim
X=4 2 \/?
-32

El denominador incluye unaraiz. Se pueden resolver multiplicando el denominador por € conjugado

(x—4)(x+4)(2+‘/?) (x—4)(x+4)(2+‘/?)
lim =lim =|im(—(x+4)(2+\/7))=_32
(2—‘/?)(2+\/7) -(x—4)

4

i *+5 4= i i . - : .

c) lim 7 3 =— . Esta indeterminacion se resuelve dividiendo numerador y denominador por x“, ya que es la potencia
S +an

de mayor exponente que aparece en el numerador y denominador:

x5
a —_— —
lim X3 _ jim 2t 1401
Xwbm Dyt T xoaem Dyt 3 2-0 2
X‘ X‘

En los casos siguientes, correspondea cociente de polinomios que dan indeterminacionesdel tipo z Se divide el numerador y el denomi-
nador por el término de mayor grado de todala expresién

ax"+a, Xty +a ay
lim ! = {Fsih=k 0sh <k swsh>k}
ey XK 4y X<+ L+ b by
x*+5
lim
x=e0 D y4 _ 3

lim ———
X=>00 2X6—3

lim
X—00 2X4 -3

lim ————
X—»00 2X4—3

Las indeterminaciones 07, (+ I)U, 1" se pueden transformar en una del tipo 0.(+«=) tomando

logaritmos neperianos. Ademas, la indeterminacion 1** se puede resolver aplicando que si
lim g(x)(f{x)}-1)

lim F(x)=1y lim g(x)=+x, entonces, lim f(x)9) = g%

XXy X—rX, XX,

8x + 3)2¥
Iim[ ]

X200 | Ox =1

http://diarium.usal.es/guillermo



8 | DominioContinuidadLimiteUnaVaribl&uibermo Sanchez

8x + 3)2¢
lim [ ]
X—=—o00 gx_l

8\ 9\®
lim [—] ==lim [—] =0
X—00 9 X—00 8

A veces, algunas de estas indeterminaciones se resuelven usando los llamados infinitésimos
equivalentes que son funciones cuyo limite vale 0 y que se pueden sustituir una por otra si estan

multiplicando o dividiendo dentro de un limite sin que éste se modifique. Algunos infinitésimos
equivalentes cuando f(x) — 0 son:

senf(x) = f(x) arcsenf(x) = f(x)
tgf(x) = f(x) arctgfix) = f(x)
In(1 + £(x)) = F(x) e _1 < flx)

1-cosf(x) = %

~sin@x)
lim
X-0 X
sin(3 x) 3x
Por infinitesimosequivaentessin(3x) ~ 3, portantoling = Iing —=3
X— X X— X

Limites laterales.

Observe la siguiente funcion ¢Que ocurre cuando x se aproxima a 0? Se dara cuente que eso
depende de como se aproxime. Es distinto si |o hace por laderecha o por laizquierda

Plot[i, (x, -10, 10}]
X

10+

05

-05+

10

Enel caculodel i m_x, f (X) podemosaproximarosaxg :

a) por laderecha
i mf (x)

X-X§

b) por laizquierda

limf (x)
X=X

Ejemplo : Calcule el limite de la funcién f (x) = % en x »2.
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Observe que si se aproximaa 2 por laizquierda (por €. x= 1.99999) f(x) vatomando cada vez val ores mas negativos mientras que si [0 hace
por laderecha (por €. x= 2.00001) ocurre o contrario. Esto sugiere que algunas expresionesel |imite depende de en la direccion por a que
nos aproximamosa dicho limite.

2X+3

Plot[ , {x, -10, 12}]

X -2

-10 -5 i 5 10

En Mathematica el limite lateral se cllculautilizando Li mi t [exp, x—a, Direction—1] para el limite por la
izquierday Li m t [exp, Xx—a, Direction—-1] por la derecha

2X+3

Limit[ , X2, Direction—»l]

X -2

—00
Si queremos verlo en notacion tradicional : unavez escritala expresién convertimos la celda a notacion
tradiciona (Cell->Convert To->Traditional Form) y queda como sigue:

2x+3

lim
X227 =2
El limite por la derechase calcula como sigue:

2X+3

Limit[ , X2, Direction—»—l]

X -2
2x+3

lim
x=2t X =2

(o]

1

Plot| . (%, -1, 10}]

(x-2)2

25]

20[

10+

05+
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1

¢Es . continuaen el intervalo(—oo, o0)? El puntodedudaesx = 2. Comprobamossi amboslimitescoinciden
(x=2)

1

lim
X—2~ x - 2)2

(o]

1

lim
x=2* (X = 2)2

[o0]

Ejercicios : Calcular los siguientes limites
1
Limit[4 x2 -1, X - —]
2

0

i Vx+1 -V1-x
im

x=0 X

1

X2 - 16

lim

X4 Z—W

-32

xX+1%2-1
lim —————
Xx-0 X

x%¥4 -8

lim
x=16 x — 16
3

8
100 -1

lim
x-0 X

log(10)
1-cos(2x)

lim
x-0 X
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lim
x=5* |X = 5|

1
33X

lim
X=—co X 4 3=X

-1

lim (5+1]X

X=00 \ x

[(n + 1)2 n3 ]
lim -
n-co n (I’] - 1)2

0

 @n+nP-nd
lim

N—o0
n2 - 2\] n®

N—co

lim (\jn2+1 —n]
0

2n+z\"
Iim[ ]
N—-oco 2n_z

sz

X
lim —
=< |og(x) log(log(x))

o]

log(x)

lim
o \/ log(x) — 1 \/ log(x) + 1
1

sin(x) fz
Iim[ )

x-0 X

1
Ve

Continuidad

Definicion
Una funcién f es continua en el punto xg = xsi € valor de lafuncion en e punto Xy coin-
cide con € valor del limite de lafuncién en ese punto;

limf (x) = f (Xg) = A

X-=Xo

http://diarium.usal.es/guillermo



12 | DominioContinuidadLimiteUnaVarilelflbrmo Sanchez

Debe verificarse que existe f (Xg) y los limites laterales existen y cumplen, es decir:

limf (x) = limf (x) = f (Xo)
X=X X-Xg

Una manera bastante intuitiva para comprobar la continuidad de una funcidn es representarla graficamente, si podemos dibujarla con un
lapiz de un solo trazo la funcién sera continuaa menosen ese trazo

-X X< -1
fx_] :=[ 2x2-1 -1<x<3
Log[X + 9] X223
Plot[f[t], {t, -5, 5}, PlotRange » All]

15+

10+

Definicion de continuidad en términosdecy 6 :

f(x) es continua en x=a s VYe>036>0/|f(X) - f(x)| <e siempre que
| x—a| <6
Comparese esta definicion con lade limite:

La diferencia esta en que para que una funcién sea continua no es necesario exigir
O<|X—=Xp|, puessi |X—Xg|=0,entoncesx= Xy | f(X) — f(x))| =0

Teniendo en cuenta la relacion entre limite y continuidad para que una funcion sea continua
se debe verificar:

a) 3 f(x)
b3 T Moy £ (X) ylimoy, £ (x)
c) Severificaquef (xo) =11 Mysf (X)) =1imey, f(x)

Si no se cumple alguna de las condiciones anteriores lafuncién es discontinuaen x.
Se distinguen | os siguientes tipos de discontinuidades:

a) Unafuncion f tiene un discontinuidad evitableen xoe R si existeel | 1| My, T (X) = Apero
f (Xg) # Aonoexistef (Xg).
b) Una funcién f tiene un discontinuidad de 12 especieen xoe R si 31 1 My f (X) y3

Limexg £ o) perol T Mys B (X)) #ime £ o)
¢) Unatiene un discontinuidad de 22 especie en xo € R si no existe algdn limitelateral

Propiedades
Si f y g son continuasen Xg, entonces se verificaque:

m (f + g)(X) =f(x) +g(X) es continuaen Xo.

m (f — g)(¥) =f(X) - g(X) es continuaen Xg.
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m (f.g)(¥) = f (X g(X) es continuaen Xy
" (é)(x) = f(X)/ g(x) es continuaen X si g(Xo) # 0
m (f (X))P9 es continuaen xg si (f (X)) ™Yestadefinida

Continuidad de funciones elementales
e Lafunciones polinomicaes continuaen todo punto deR .

e Lafuncion racional f(x) = P(x)/Q(x) con P(x) y Q(x) polinomioses continuaen todo R excepto para
Q(x)=0,

e Lasfuncioneslogaritmicasf(x)=In(x) escontinuaenR* , esdecir: x no debe ser 0 ni negativo

e Lasfuncionesirracionaesf(x) = V P(x) escontinuaentodoR* si nparyenR si nimpar.

Ejemplos
1.- Estudiar la continuidad de f(x) definida por:
f(X) = —x para x<-1

f(x)= 2x2-1para —1<x<3

f(x) = In(x+9) para x =3

Este funcion eslaque se ha utilizado al inicio de la seccidn parailustrar graficamenteel concepto de continuidad.

f(X) = —x escontinuaV X

f(x)= 2x2 - 1lescontinuaV x

f(X) = In(x+ 9) escontinuaV x=3

Estudiamos los puntos en los que la funcion cambia de expresion formal, es decir en los
puntosxg = —1y Xo = 3, para€ello calculamosloslimites por ladcha. y por laizda.

Para xg = —1, vemos que ambos limites | aterales son igual es, por tanto es continua.

limf (x) = lim(-x)=-(-1) =1
X—->-1- X—->-1-

limf (x) = lim(2x?-1)=2-1 =1
X->-1% X—->-1%

Para Xxg = 3vemos que ambos limites laterales son diferentes. Tiene una discontinuidad de
primeraespecie.

limf (x) =lim(2x?-1)=18-1 = 17
X->3" X—>3"

limf (x) =1limln x+9) =1ln (12)
X->3* X->3*

Resumen la funcién es continuaen R — {3}.

2.- Demostrar que la funcionf(x) = |x| es continua en R.

Nota: Para probar que unafuncién es continua se puede utilizar tambien el siguiente criterio:
Enlim .y, f (x) = f (xo)Sehacelasustitucion: x = xo + AXg

limaf (Xg) = lim[f (Xg+2&Xg) -f (Xg)] =0
AXo-0 AXo—0
En este este gjemplo setieneen cuentaque | X + AX |- | X | = | AX |
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1

3.-Estudiar la continuidad de T (x) 102

a) 3 f(xo)
1

lim
x—=1 a- X)2

b)3| I mmxaf (X) ylimuxaf (X)
1

lim
x-1" - X)Z

(o]

1

lim
x-1* (1 = x)2

(o]

c) Severificaquef (xo) =11 My T (X) =limoy f (x)

Teoremas relacionados con continuidad.

Teorema del valor intermedio
Sea f una funcion continua en el intervalo cerrado [a, b] tal que f(a) + f(b). Entonces f(x) toma val-
oresintermedios entre f(a) y f(b) cuando x recorre [a, b]

Teorema de Bolzano

Sea f una funcién continuaen [a, b] tal que f(a) y f(b) tienen signos distintos, entonces existe a menos
un ce(a, b) tal quef(c) =0

Teorema de los valores extremos

Una de las aplicaciones mas importantes del andlisis, en particular en e andlisis econémico, es €l
calculo de méximos y minimos conocidos como puntos éptimos. Asi si D es el dominio de f(x) entonces

ceDesunmaximodef < f(x) <f(c) YxeD
de D esunminimodef < f(x) > f(d) YxeD

Teorema: Si f una funcion continua en €l intervalo cerrado [a, b] cerrado y acotado, tiene en é un
maximo y un minimo.
Obsérvese que se trata de una condicion suficiente pero no necesaria

Teorema: Supongamos que f estd definida en el intervalo | y sea ¢ un punto interior de | (esto es
distintodel puntoinicia y final. Si ¢ es un méximo o un minimo def, y si existe f'(x) entonces:

f(c) =0

Teorema del valor medio

Si f una funcion continua en el intervalo cerrado [a, b] cerrado y acotado, y derivable en €l intervalo
abierto (a, b) existe al menos un punto interior ¢ € (a, b) tal que
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o — fO-f@
f@@=——

Ejemplo
Comprobar el teorema del valor medio paraf(x) = x® - x en [0, 2]
f[x_] = X% -X;
2] - £[0]
2+0
4
T [x]
3x%-1
Reduce|[-1 +3x% =20, x]
=\ =
V3 V3

Como % e (0, 2) queda demostrado el teorema del valor medio

Definiciones: creciente, decreciente.

S f(xq) = f(X2) ¥ Xq, X0€ |, entoncesf es creciente

S f(x1) <f(xp) V X1, X0€ |, entoncesf es estrictamente creciente
S f(xq) = f(X2) ¥ X1, X0€ |, entoncesf es decreciente

S f(xq) > f(X2) ¥ Xq, X0€ |, entoncesf es estrictamente decreciente

Ejemplos
Demostrar que tiene X8 + 3x2 - 2x - 1 = 0 al menos una solucién entre 0y 1

Sol: f es continua para todo x pues es un polinomio, en particular o es en € intervalo [0, 1], ademas
f(0) = -1y f(1) = 1. Por e teorema anterior deducimos que existe a menos un ce(0, 1) tal que f(c) = 0,
por tanto hay a menos una solucién en leintervalo (0, 1)

Plot[x®+3x*-2x-1, {x, 0, 1.57}]

10+

0.2 0.4 0.6 X 10 12 14

Demostrar que 1+sen x = ¥ x tiene al menos una solucién y hallarla con aproximacion a las decimas.
Podemosver graficamente que tiene una solucién (correspondeal punto de corte de ambas funciones).

http://diarium.usal.es/guillermo
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Plot[{l + Sinx], «/7} {x, 0, 2Pi}]

25
20

15

1.0

05

I I I
1 2 3 4 5 6

Una forma equivalente de verlo es expresara la ecuacion anterior en la forma 1+ Sin[x] -+/x = 0. Si representamos
1+ Sin[x] -+/x, lasolucion esée punto de cortecon OX, esdecir €l valor dex paracual y = f (x) =0.

Plot[{l + Sin[x] —\/7} {x, 0, 2Pi}]
10t
o.5f

3 4 5 6

-05F
-10f

-15F

-20f
Graficamente vemos que es un valor comprendidoentrex = 2.4. y x = 2.6. Calculamoslosvaloresdef(2.4) y f(2.6).

1+ Sin[2.4]1-+2.4

0.12627
1+ Sin[2.6]-V2.6
~0.0969502

Obtenemos que uno es positivo (f(2.4)) y otro negativo ((2.6)). Segun €l teorema de Bolzano habra un valor intermedio x=c para e que
f(c)=0 (aunque tambien es evidente graficamente), que sera la solucion. Podemos proseguir hasta encontrar una difencia entre suficiente-
mente pequefia.

1+ Sin[2.5]-V2.5

0.0725171
1 + Sin[2.55] -4/2.55
-0.0391882

La solucion es un vaor comprendido entre 2.5 y 2.55. Podemos calcularlo directamente con Fi ndRoot que se aplica cuando se deses
resolver la ecuacion utilizando métodos de aproximacién numérica

FindRoot[l + Sin[x] - VX =0, (X, 2.5}]

{x - 2.51546}
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Ejercicios avanzados

Sea f definida por: f(xX) = Sen(x) parax=<cyf(xX)=ax + b parax>c
siendo a, b, c constantes. Si b y c estan dados, hallar todos los valores de a

(si existe alguno) para los que f es continua en el punto c.
Ejemplo: parac=1, a=2y b=1

f[x_,c_] := Sin[x] /; X<cC

f[x_,c ]l:=ax+b/;x>cC

FindRoot[SiIin[Xx] == 2X +1, { X, 0}]

{x » —0.887862}

Plot[f[x, -0.8878622115744124] /. {a>» 2, b> 1}, {X, -5, 5}]

Ejercicios de limites de sucesiones

(Con Mathematica se obtiene directamente la solucion sin embargo afiadiremos como tendriamos que calcularlo si tenemos que hacerlo a
mano.)

Calcular que la sucesion de nimeros reales de la funcion que sigue el siguiente tiendo a O cuando n
tiende ainfinito.

nsin(n!)

Noeo 241
0

como n Sin[n!]=n
n

lim
n-oo n2 +1
0

Dada la siguiente sucesion de nimeros reales, pruébese que es monoétonacreciente y que su limite es 1/e

3n-1 n+3
Iim( )
nsco \3N+2

1

e
. 2 n-1
let{—+—+...+ , N> o
n? n? n?
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[i (i -1)) /7 Simplify

i=1

1
—(n-1n
2

2
n -1
1
2
o 12 + 22 .32 +n?
let{ ,n%oo}

gn(n+l)(2n+1)

1
—n (1+n) (1+2n) // ExpandAll
6

NP M n
-
3 2 6
Vii!

— /. i~ 1000 // N
1

0.369492

Table[«/‘ ir, (i, 1000, 100}] /7N

it

n 2
lim 2=
N—o0 n
1
3
o 1+3+5+... +(2n-1) 2n +1
Limt - , N>
n+1 2
n .
n.2i-1) 1
lim (2‘"1———(2n+1)]
n-co n+1 2
3
2

Pruébese que €l limite de una sucesi6n acotada por una sucesion quetiende a0 esigual a 0.
Calcular

im (n¥Y" =
0
3 1
im —1)3n

1
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A/nt

Limt[ ,n%o}

n
El limite anterior tiende a cero (puede resolverse aplicando ordenes de infinitud)

Table[{n, g} (n, 1, 100, 10}] // N

1 1

11. 0.446294
21. 0.413307
31. 0.400563
41. 0.393667
51. 0.389301
61. 0.386271
71. 0.384035
81. 0.382313
91. 0.380943

Criterio de Stolz-Cesaro: Dada una sucesion {y,} creciente y divergente o decreciente y nula, si existe
limy, e =Xl — | entoncesllmrHoo e L

Yn—Yn-1
Aplicando €l criterio de Stolz, calcul ar los siguientes limites:
_ e"+1
lim Iog( ]
N—>o00 n
1 21/2 31/3 nl/n 1 n _
Limt [ 25 T8 nsw|otinit [ DY) noe
n N\
1 1 1
F Vn+l T +\/2n L
let{ ,n%oo}OLimt{ Z neoo}
\/W |:O
1+2%+3%+... +n¢ n
Limt e e’ . ,n%oo}Olet{ Zl“ n%oo}
na+1 nO(+1 ;
Aplicando €l critero del cociente calcular € limite de la sucesion:
n 1/n
Limit[¥V(n+1) (n+2)... (2n), n%oo]Olet{ [ﬂ (N + i ] , N> o
i=1

Tambien se puede aplicar € criterio de la media geométrica

n

1/n
Table[— [ (n + i)] ., {n, 1, 10000, 1000}] // N
i=1
{2., 1.47203, 1.47177, 1.47169, 1.47165, 1.47162, 1.4716, 1.47159, 1.47158, 1.47157}

limf (x) =L

X-Xo
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