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Sobre el estilo utilizado

Mathematica las salidas (Ouput) por defecto las muestra utilizando el estilo: St andar dFor . En su lugar preferiamos utilizar € estilo
Tradi ti onal For m que da una apariencia a las salidas (Output) coincidente con el habitualmente utilizado en la notacidn clésica
utilizada en las mateméicas. Esto puede hacerse para cada celda afiadiendo // TraditionalForm al final de cadainput . Sin embargo puede
hacerse que este estilo (Traditional Form) se aplique atodas las salidas del cuaderno (o notebook) atraves de Option Inspector o afiadiendo
la siguiente sentencia (en este caso hemos definido |a celda para que se g ecute automaticamenteal inicio):

SetOptions[EvaluationNotebook]],
CommonDefaultFormatTypes -> {"Output™ -> TraditionalForm}]

Recuerde que las entradas debe escribirlas en StandardForm. Una vez que compruebe que funciona puede convertir la celda al estilo
tradicional marcando lacelday en labarrade menu elijaCell = Convertto = TradicionalForm.

En este cuaderno muchas entradas se muestran en el estilo tradicional. Para ver como originalmente han sido introducidas es muy
recomendable que las vea en € estilo estandar, esto pude hacerlo marcando la celda y en la barra de menu €dlija
Cell = Convertto = StandardForm.

e A lolargo de este cuaderno introduciremos de vez en cuando lainstruccion
Clear["Global " *"]

e Esto se hace paraborrar definiciones previas. Por gemplo:
y =3
3

e Si utilizade nuevoy, entoncesy se sustituirapory = 3

e A veces quiere emplear el simbolo y de nuevo en ese caso utilice:
Clear["Global " *"]

2

y
VP

Concepto de derivada

Antes de empezar recuerde que si define unafuncion f (x), si asignaax un valor a lo que se hard es sustituir x por ese valor a. Por gjemplo:
Seaf(x) = x2 entoncespara x= 3 se denota: f(3) = 32 = 9. Este mismo criterio se aplica cuando en f(x) en vez de un valor a asigamosax una
expresion expr. Por gemplo: si en caso anterior en vez de atenemoscos x, entoncesf(cosx) = (cos x)?

e Mostramos como se construye con Mathematica el ejemplo anterior. Observe que el argumento de la
funcién se escribe entre corcheres, en lugar de parentesis. EI método es aplicable a cualquier funcion

fIx_] = %2

http://diarium.usal.es/guillermo


http://diarium.usal.es/guillermo

2 | DerivadasMaximosMinimos.nb Guillermo Sanchez

F[3]

9
Ff[Cos[X]]
cosA(X)
X+ AX]

(AX + X)?

Seaf (x), se define derivada ( denotadof’ (y) o jf—xo Df) a
f(x) - f(a) o fx+A -

f'X=lim—— — = lim
X—a X—a Ax—0 AX
Observe en el gréfico que la definicion anterior equivalea construir un triangulo cuya base x-a la va haciendo cada vez mas pequefia.
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Suponga que en el grafico f(x) = x? y quiere cacular la derivada en a= 5 aplicando |a definicion. Partiramos de W y vamos
disminuyendo Ax y vemos que cuando Ax—0 entonces f ‘(5) = 10
i (5 +Ax)2 - 52
Mampulate[—, (ax, 0.01, 0.00001}]
AX

AX F

10.

Podemosdeducir una formulageneral que nos permitacalcular la derivadade x? para cualquier valor dex

(X + Ax)2 — X2 (2 + 2XAX — AX?) — X2 2XAX — AX?
lim = lim = lim ———=1lim@2x - AX)= 2X
Ax—=0 AX Ax—0 AX Ax—0 AX Ax-0
(AX + x)? = x?
lim —————
Ax-0 AX
2X
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Recuerde: Para ver como originalmente ha sido introducidas la expresion anterior marca celda y en la barra de menu €lija
Cell = Convertto = StandardForm. Entonces observe que limayo Se escribe Limit[...,Ax—0]. Una vez escrito puede convertirlo a la
notacion tradicional marcando lacelday en labarrade menu elijaCell = Convertto = Tradicional Form.

Laaplicamosax =5, entonces2 x = 10, que es € resultado que antes habiamos obtenido.

A partir de la definicién de derivada calcular la derivada de x", Sen x (en inglés Sin x) y e™*

(X + AX)" - x"

Limit[ , AX—)O]
AX

an—l

SIin[AX + X] - Sin[X]
Limit[ , AX—)O]

AX

COS(X)

@X+ X _ X
Limit[ ", ax - 0]

AX

@X

Concepto geométrico de derivada

Laderivadade unafuncion f(x) en un punto X, podemosinterpretarlacomo la recta tangente en ese punto. Compruebeloen el
grafico anterior: Observe que en el punto P laderivadacorrespondealatangentealafuncién en ese punto.

Enefectocomof ' (x) = | i My, w estoes f (X) = f(Xg) + f'(X) (X= Xo).
—RX0

quelaecuacion deunarectaY = A + m X donde A=f (Xg), m=f'(X) y X =(X— Xp)

X i 0
funcion ﬂ’ x2 x3 | sin(x) | cos(x) | €* | log(x) |
funcion f(x) = x2 derivada f'(x)

sof 15;
sof 10;
w0}
w0l —y=000—
20; m = 0.00
10F

Adaptado de http://demonstrations.wolfram.com/DerivativeAsAFunction/ por: Jim Brandt

Un enlaceintesante: http://demonstrations.wol fram.com/FiniteDifferenceA pproximationsOf T heFirstDerivativeOf A Functio/

Teoremas relacionados con la derivacion
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Si f unafuncién continuaen el intervalo| y derivableen € interior del (esto es en puntosdistintosdel inicial y final) entonces:
Sif'(x) >0 V¥ xdel interior de | entoncesf es estrictamentecrecienteen |
Sif'(x) <0 V xdel interior de | entoncesf es estrictamentecrecienteen |

Si f es continuaen ay los limites laterales coinciden, esto es: | i my_a- f (X) =1im_a- f (X) = b, entoncesf es derivableen ay su
valor esh, esdecir f'(a) = b.

Reglas de la derivacion de funciones

Para |as reglas de la derivacion y las derivadas mas comunes puede consular cualquier libro de matematicas de bachiller o http://mwww.u-
nizar.es/aragon_tres/unidad7/u7der/u7derte30.pdf.

Derivadas simples mas comunes

flx)=c = f'(x)=0
f(x) = x2 = f'(x)=ax®!
fix)=a"cona =0 = flix)=a"Ina
f(x)=e" = flix)=¢e"
f(x)=logy;x cona >0 = 1 1
f(x)==I =
() =Jl0gae =547
f(x)=Inx = f'{x}:%
f(x) = senx = f'{x)=rcosx
flx)=cosx = f'(x)=-senx
Flx) = tox T )= —5—=1+tdx
cos” X
f(x) = arcsenx = F(x) = 1
1-x2
f(x) = arccos x = Fi(x) = -1
1- x?
f(x) = arctgx = F(x) = 1 _
1+x

Observe que | as derivadas anteriores se obtienen de |a definicion de derivada, como se ha mostrado en la seccion anterior.
e Con Mathematica se calculan directamente:
yIx_] 1= kF[x]
y " [Xx]
k /(%)
y[x_ ] :=x2
y " [Xx]
axdt
Sin[Xx]

yIx_] :
y"[x]
COS(X)
yIx_] := e
y"[x]

@X

Sumay resta
Clear["Global ™ "]
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Dada unafuncion y(x)
yx ) := f() + g(x)
Su derivada es
Y ()
/(¥ +g' (¥
Para
yx ) := f() = g(x)
Su derivada es
Y ()
/(0 -g'(®
Producto
Dada unafuncion y(x)
yI[x_1 == F[X] g[X]
Su derivada es
Yy [x]
g ') + FX0 g'(%
Ejemplo: Calcular y’ (x) delafuncion y(x)= (x® - x) (5x* + )
yIx_] 1= (x®-x) (5x*+x?)
y'(x) // Smplify
X* (35" - 20%% - 3)
O paso a paso: y(x_):=f(xX)g(x)
f(x):i=x3-x
g(x ) :=5x*+x?
f/(x)
3x%-1
g'(x)
203 +2x
Y ()
(x®=x%) (203 +2x) + (3x° - 1) (5x* + X
Tambien puede hacerse desarrollando primero y(x)
YIX_ 1 :=5x"-4x5-x°
y derivando
Y (X)
35x8 - 20x* - 3%
Division
Clear["Global "]

Dada unafuncion:

http://diarium.usal.es/guillermo



6 | DerivadasMaximosMinimos.nb Guillermo Sanchez

Su derivada es
o9 fg™ /g - F(X g (X
y(X) = P S = 5
g g(x) g%
Ejemplo
x3 - x
[x_]:i= ——
y 5 x4+ x2

Se puede derivar directamente
y*"[x] // Simplify
-5x*+16x%2+1

5x3 + x)°?

O, con un fin didactico, paso a paso:
f(x):=x3-x
g(x ) :=5x*+x°
f/(x)
3x2-1
g
203 + 2
T Ix190x] -F[x] g7 [x]

g[x1?
5x*+16x2+1

// Simplify

533 + X2
O directamente
y'(x) // Simplify
-5x*+16x%2+1

533 + X2

Funcion de funcién
Clear["Global " %"]

y(x) := g(x)?
Yy (x)=agx* g (x)

y(x )=V x+1
y(x_):=\j3 x2+1
Y (X)

2X

3(x+ 1)2/3

Derivadas logaritmicas
xP (ax + b)d
A
(cx +d)r’
Tomando logaritmos se obtiene
Iny = A+p In(x)+q In(b+ax)-r In(d+c x)
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y p ag cr
Z T _
y X b+ax d+cx
xP (ax + b)d /p aq cr
y' =A — + -
(cx +d)’ X b+ax d+cx

Derivacion logaritmica, ampliacion
Hallar la derivada de

(ax + b)d

(cx + d)f

En casos donde aparecen potencias, raices cocientes y combinaciones de ellas suele ser util utilizar la
derivacion logaritmica. En esta caso

y = AxP

Iny =InA+plnx +gln(ax + by - rln (cx + d)

Lo derivamos respecto a x

y' p q r

— = — +a - C

y X ax +b cx +d

Despejamosyy, sustituyendolapor su valor
ax + b)d r

y' — Axp# B +aL Y o P
(cx + d)" \x ax +b cx +d

Funciones compuestas: y(x) = f(u(x))
Clear["Global " "]

y(x = fux))
Yy (x) = f/ux)) u’(x)

Ejemplo
ux):=1-x°
y(u ) :=u®
y(u) = 5u?

u(x) = =3x?

Y (u(x)) u’(x)
~15x2(1-x3)*

Ejercicios propuestos

Calcula las derivada primera de las siguientes funciones:
a) f(x) = x* + sen 2x; b) f(x) = x> - = + V2 50 1) = x3 2 d) f(x) = 255 €) () = In 222 1) F(x) = 53,

2-x ' E’
g) f(x) = ‘/; esin(sx)
f(x):=x?+sn@2x)

7 [x]
2 X+ 2c092X)
1
fox) =3+ V%@ - =
X

quetambién podemosescribir :

http://diarium.usal.es/guillermo



8 | DerivadasMaximosMinimos.nb Guillermo Sanchez

fx):i=x3+x3 - x2

aplicar laderivadade X2 que es: a X1, recordar que y x° = xb/2
7 [x]
2
— +3xX+

x3 3Vx

f(x )= x?e?*

esun productopor tanto :
f(¥) =g h' (¥ +h(x) g'(x
7 [x]

22X x% + 2% x

x3—-x+1
f(x )iz ——
2-X
h(x) g(x) - h(x) g'(x)
f/(x) = , conh(x) = x*—x+1yg(x) =2-x
g(x?
7 [x]
xX-x+1 3x2-1
+
(2 -x)7? 2-x
X+1
f(x):= Iog(—)
Xx=1
1
—g'(X
g
X+ 1
congx)=——-,y
-1
x—1 X+ 1
'(x) = -
g x-1? (x-1?
T [x] /77 Simplify
2
X-1
f(x) = eSNE»
7 [x]
3¢9"3% cog(3 %)
f(x):=Vx 8@
7 [x]
esin(Sx)
+3Vx "3 cog3x)
2Vx
Paso a paso
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a) flx)= x? + senx , derivando cada sumando se obtiene, f'{x)=2x +cosx

2
b) fix)= P —%+§'x2 , escribiendo la funcion de la forma f(x) = W oxt i3 y derivando cada sumando queda
X

2
B
Frixe) = 3x% - (-2)x7F + %x:* =3x? +

€) f(x) = x°e2* , aplicando |a regla de derivacidn del producto queda, £'(x) = 3x%e™ + x72e™ = 3x%e™ + 2x%e™ .

3_

d) fix)= %, aplicando la regla de derivacion del cociente gueda
Fi(x) = (3x" ~1)(~x +2) - (x* ~x + 1){-1) _ 2% +6x" -1
- (—x +2) (-x=2p
x+1 ] i 1 x-1-(x+1) -2 -2
flx)=1 I do | la de | d eda, f = = =
e) fix) r'lx_:l , aplicando la regla de la cadena queda, f'(x) 1 [1_1]2 DD o1
-1

f) f(x) = e2*  aplicando la regla de la cadena queda, F'(x)= 3cos3x e523¥
Reproduzcal os mismos gjemplos con Mathematica

1
- parax <2

Halla la funcién derivada de { x-2
x?>—4 paraxz2
-1
(x-2)*

Para cualquier valor de x < 2 , aplicando la reglas de derivacion se tiene F'(x) =

Para cualquier valor de x = 2 , derivando el polinomio se tiene F'(x)=2x.

Para x = 2, veamos en primer lugar si la funcidn es continua calculando los limites laterales

lim f(x)= lim (x?-4)=0 lim fx)= lim —— = L =
x—27 x—2" x—2" ¥ ®-2 0

como estos limites no coinciden la funcién no es continua en x = 2 y por lo tanto no es derivable en este punto.

. iy . 1 & x<2
Asi, la funcion derivada de fes '(x) =4 (x _2)2
2x siox»2

Reproducimosel mismo gjemplo con Mathematica

1
f[x_] := {E X<z
x2-2 x22
7 [x]
1
“o2r X<2
2X X>2

Indeterminate True

Concepto de diferencial

Diferencid.— Enladefiniciondederivada f ' (X) =
dy . f(x-"f(@ o fx+Ax) - (%
— =|lim ———— = |lim
dx x»a x-a Ax-0 AX

gue denominamosdiferencial dey, nosqueda

dy = Iinz)f(x0+Ax) — f(xg) > dy = f'(xg)dx
AX—

despejamosdy ,

http://diarium.usal.es/guillermo
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Aproximacion
Ay =~ f'(xp) AX

Ejemplo: Dado un cuadrado de lado xo= 1 m. ¢ Cuanto se increntara el area si el
aumentamos la longitud de lado 0.1 m?, ¢y si lo aumentamos 0.01 m?.

Método exacto

S = x2 > AS = (Xg+ A X0)? — X¢2;

paraAxo= 01 » 1.1°-1 = 0.21;

paraA xo = 0.01 » 1.012—1 = 0.0201

Método aproximado

S = X%, usamosAy ~ f'(Xg) AX — AS = 2xgAX ;
paaAxp= 01 - 2x1x0.1 = 0.2

paraA Xo = 0.01 - 2x1x0.01 = 0.02
Comparacion método exacto con método aproximado. Observese que e error relativo disminuye
cuando el incremento se va haciendo mas pequefio
(0.21-0.20)/0.21~5.0%

(0.0201-0.02)/0.0201~ 0.5%

EJEMPLOS PARA ILUSTRAR LA APLICACION DE DERIVADAS EN ECONOMIA

Ejemplo 1.- Explotacidon de un pozo de petroleo
De un pozo de petroleo el coste c(t) de extraccién unitario (en $/barril) aumenta (inflacién,..) con el tiempot (en afios) de acuerdo a

ot ):=01t*°+10
El volumendiario, q(t), (en barriles) extraido disminuyede acuerdo a
qt ) := 10° ¢~ 005t
Obsérveselavariacion del coste unitario y de los gastos total es anuales con el tiempo: { afio, $/barril}

TableForm[Table[{t, c(t), qt)}, {t, O, 10}]1]

0 10. 100000.
1 10.1 95122.9
2 10.2828 90483.7
3 10.5196 86070.8
4 10.8 81873.1
5 11.118 77880.1
6 11.4697 74081.8
7 11.852 70468.8
8 12.2627 67032.

9 12.7 63762.8
10 13.1623 60653.1

El costede produccion , en $/afio, con €l tiempo (en afios) ser&
G(tD) :=c® qv)

El costede produccién marginal (tasa de variacion) ser&
G'(t) = qt) /() + c(t) (1), substituyendo se obtiene

G'®
15000. ¢~ %% t%° - 5000. ¢~ 0%" (0.1t + 10)

Latasaproporcional de variacion serd
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(%% (15000.¢70%" 1% - 5000. ¢~ % (0.1t*° + 10))) /(100000 (0.1 t"° + 10))

Supongamosque se esperaque el precio unitario de venta ($/barril) varie de acuerdo a

r(t_):=005t+18
Por tanto, losingresostotal es anual es R(t) variardn de acuerdo a
Rt :=r®a®
R(t)
100000 ¢™2%"(0.05t + 18)
El ingreso marginal sera
R'(t)
5000. ¢~%%" — 5000. ¢"*%" (0.05t + 18)
Nos planteamos: ¢Cual serael beneficioanual B(t) esperado?
Vendradado por ladiferenciaentreingresosy gastos
B(t) := R(t) - G(t)
B(t)
100000 ¢ %" (0.05t + 18) — 100000 ¢ 2% (0.1t*° + 10)
Simplify[B(t)]
2709 (~10000.t** + 5000. t + 800000.)

Podemosobservar que el beneficio anual va disminuyendo con el tiempo.

Plot[B[t], {t, O, 10}, PlotRange » {3 x 1075, 9x1075}]

900000

800000

700000

600000

500000

400000

o
N
IN
o
©

B’ (t)
B(t) ]

Simplify[

(500. t+* — 15000. t%° — 250. t — 35000.) / (~10000. t** + 5000. t + 800000.)

Observese que latasa proporcional de variacion del beneficio tambien disminuye
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Plot[B"[t] /B[t], {t, O, 10}, PlotRange » {0, -0.15}]

2 4 6 8 10

-0.02

-0.04

—-0.06

-0.08

-0.10

-0.12

-0.14

Ejemplo 2.- Evolucioén ciclica del precio de un producto estacional
El precio delasfresas, p, en €/kg, varia ciclicamente (es un producto estacional), supongamos que se puede aproximar (t en semanas)

6
prt.] := 1.2 + 0.6C05[5—2t]

En una cadena de alimentacion se ha observado que su demanda, x, en kg, dependedel precio, p, , en €/kg, de acuerdo ala expresion:
X[p_] = 5000 - 1200 p

¢Cual eslatasade variacion semanal de la demanda?

dx dx dp
dt  dp dt
aX(p) 4 pt)
dp ot
3t
83.07695in(—]
26

Plot[%, {t, 0, 52}]

50 -

50+

Ejemplo 3.- Inversion publica y crecimiento en el modelo keneysiano

En la teoria keneysiana se supone que el gasto total G de consumo de bienesy servicios es una funcion del producto nacional bruto Y, que
Se representapor:

3By G= f(Y)
En muchos model os se supone que la funcion consumo f (Y) eslineal, esto es
32 f(Y) =a+ bY

Si G eY semiden en millonesde dolares b nos dice cuanto aumentael consumo G si e producto nacional Y aumentaen 1 mill6n de délares

http://diarium.usal.es/guillermo
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En un estudio se comprob6 que para EE.UU.

(3.3) f(Y) = 95.05 + 0.712Y

Consideremosel siguiente model o macroecondmico para determinar larentanacional (o producto nacional)
(34) Y=G+I

a) Hallar lavariacion AY si | cambiaAl uds.

Y = 95.05 + 0.712Y + |, despgjandoY setiene

Y = 3471 + 330.03incrementamosY el en AY eAl
Y +AY=347(1 +Al) + 330.03

Restando las dos expresionesanteriores se tiene
AY = 347A1

Si Al varia, p.gj: 10°$ — 3.47 10%$.

b) Hallar laexpresiondyY /dl

Substituyendoen (3.4) laexpresion (3.1)

Y = f(Y) + |

Entonces

dy day dy 1
—=f" YY) —+1 5 —= —
dl dl dl 1-f' (Y)
En (3.3) f'(Y)=0.712y deaqui

dy 1

— = —— = 3.47

di 1+0.712

Habitualmente (empiricamente0 < b < 1) 0<f ' (Y) <1 - dY/dl >1

Esto lleva a unaimportante conclusion para este modelo (es decir: es valida paralo supuestosdel modelo no de formageneral): Un aumento
en lainversion publicade 1% normalmenteconllevaraun aumento proporcionalmentemayor del 1% en el Producto Nacional Bruto

Hallar la derivada segunda de Y paraY =f(Y) +1

dY 1 d2Y dY
— e 5 —— = L (1 -f ()R (YY) —
dl 1-f' (V) di? di
Ademés

d ' . dy
F@A-from=0-f Mg

d2y frrqy)
— = (1)) (YY) s —————
di 2 (1-f' (V)3

Para el modelo anterior:
a) Hallar la diferencial dY en términos de dl
Y =G + I-dY=dG + dl

G = f(Y) »dG =f'(Y) dY que substituimosen dY

1

dY= F(Y) dY + di > dY = i

dl

b) Se supone que el empleo N = g(Y), hallar la diferencial dN en términos de dl
N = g(Y) »dN =g'(Y) dY, como

dl - dN=-2"

o
dY_l—f'(Y) T 11y

dl

Siempreque g'(Y)>0y 0<f'(Y)<1, sellegaala conclusidn de que cuando lainversion crece tambien crece el empleo.

Ejemplo 4 Elasticidad

Un concepto ampliamente utilizado en economiaes el de elastidad. La elasticidad, El, def con respecto
ax sedefine
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El f(x) = % f'(x)

Supongamos que la demanda, Dem, de cierto bien esta dada por la expresion: Dem(p) = 8000 p~1°
Hallar laelasticidad de Dem(p)

Sol:
Dem[p_] = 8000 p~1-5;

Aplicamos la definicién de elasticidad. En nuestro caso f es lafuncién demandademy x es el precio p

ElxDem[p_] =

Dem " [p]
Dem[p]

-15

En este caso la elasticidad es una constante igual a-1.5 y debe interpretarse como que un aumento en €l
precio del 1% implica que la demanda cae (pues el signoes-) el 1.5%

En el grafico podemos observar como disminuye la demanda cuando aumenta el precio entreel 1%y €
10%
Plot[Dem[p], {p, 1, 10}]

4000 -

2000

1000

Ejemplo 5 Elasticidad y derivacion logaritmica

En lafuncién demandadel gjercicio anterior tomamos logaritmos
InDem(p) = INn8000 — 1.5p

Nota: larelacion anterior se dice que eslog-linea

gue es la ecuacion de una recta de pendiente -1.5. Esto nos permite obtener otra forma de calcular la
elasticidad que es

p dlin (Dem(p))
El xDem(p) = ——— Dem' (p) =

Dem(p) din (p)
y en general

X dinf (x)
Bl xf (x) = frox) =————

f (x) dln (x)

Nota: llamamosy = f(x) entoncesElyy = §y' = § 3—1: d7y/dTX= %

por tanto, a veces nos seramas util calcular las elasticidades utilizando las derivadas | ogaritmicas

http://diarium.usal.es/guillermo
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REGLA DE L' HOPITAL

Teorema reducido
Si f y g sonderivablesen X, si f(Xg) = g(xo) =0y g'(x) # O, entonces

) frox)
lim =
X=X g (X) g (x)
Ejemplo:

x2 - 16 0 f' (4
|im7:{_]: @ g
4 a4x -8 0 g’ (4)
. Ix+1 -+/x-3 {o} fr(7) 1
MmMm ————— = | — = - _ =
X7 X -7 0 g' (7) 6

Teorema completo
Si f y g son derivablesen unintervalo (a, b), centradoen X, -donde necesariamenteno tiene que ser derivable-y

o (x) 0
Al b

Sg'X)+#0Vx+xe(ab) ys

f' o(x
lim il = L (Lfinito, », - «), entonces
X=X g (X)
o X)) o frx
lim =lim =L
X>Xo g (X) X>Xo gt (X)

Nota: ay b pueden sustituirse por + co
Observe que la Reglade L' Hopital aplica aindeterminacionesdel tipo %e fi’ pero tambien puede utilizarse en otros tipos de indetermina

cionessi estas pueden convertirse en indeterminacionesdel ti po%, como se muestraen el siguiente ejemplo:

Lima/x®-x* -x = [o-]

X—>0

Paraaplicar lareglade L'HOpital hemos de transformar la expresion anterior en laforma0/0 o ?‘“

1-(1/x))¥5-1 0 1
(1-asx» (=] =tim Slim oD Lo 1x)) s
1/x 0 xoo g'(X) X 5

Aplicar la Regla de L'Hopital para resolver los siguiente limites:
X2—-2x+1
lim
X-1 Iog(x)

0

e)(

lim
X=00 3X2

[ee]

lim x log(x)
x-0

0

1 1
lim|— -
X*O[x sin(X)]

0

Soluciones

http://diarium.usal.es/guillermo
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a) ”m_xz—Zx—l_g = im2*=2_0_4
xot Inx |0 Hdeianssr 10 T 10
X
. +; " +a -
b) I|m—2=— = lim =— =|— = lim — = +x
xwwin FN +m (L Hépital) x s BX +x | (L Hbpital) ¥ s+x G

1
. . Inx [—= N .
a) limxInx =[0.(-=}] = lim — =|— = lim < = lim (-x)=0
X w0 1 +m | (L Hépital) x>0 =1 x0
X X
. 1  SENX — X Ji] - cosx -1 [i] : —SEnX i
b) lim | —- = [+o - =] = lim == = lim — == = lim = ==
xsD | X SENX sl XSEMX 0 | (L Hbipitar) x »0 S8nx + xcosx | 0 |0 Hipital) x40 OOS X + COS X — XSENX 2
1
. I x .
i —— lim = 3
R IR (L2t x—0 L i] xl =2 im X
O im(exdyr =[1rm] e T Jdemal g T2 el TS e T ey
) (L' Higital)
X = 1
_ x = +
1 0 '"[:'L"L G +2) ] lim  Inge? +2)x lim Lingx2+2)  lim In(x?+2) —]
d) lim (x2 +2)% =[{—cr,] ]:e = ensen = gxn X —exee X —glt® =
Kbt (L' Hépital)

I Derivadas segundas y sucesivas
Para f(x) de la mismamaneraque se calculala derivadaprimeraf’ (x) puedecalcularse, si es que existen,laderivada segunda (f'’ (x), tercere
77 (x), cuarta f V(x), ...., f M (x).
Ejemplo: Para

FIx_] := 3%

7 Ix1

3€3X

"7 [x]

9€3X

7" [x]

27%%

DIFIX], {X, 4}]

81 ¢3X

http://diarium.usal.es/guillermo
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foo= IN(X)
enx= €

orden de la derivada i

fle)= 1
f'le)= 1

f”’(e) = 1

(,2
f7e)= 2
1‘3

@y~ 6

fOe)= _ >
fOE)= 2

Adaptado de http://demonstrations.wolfram.com/MultipleDerivatives

MAXIMOS Y MINIMOS

Se recomiendalos enlaces: http://www.unizar.es/aragon_tres/unidad7/u7graf/u7grafte20.pdf y http://www.unizar.es/aragon_tres/unidad7/u7-
graf/u7grafte50.pdf

Sea D el dominio def(x), definimos

ceDesunmaximodef < f(x) <f(c) ¥V x e D, s e vaor def en c es estrictamente mayor, f(x) <
f(c), que cualquier otro punto de D, entonces ¢ es un maximo estricto.

de Desunminimodef < f(x) > f(d) ¥V x € D, s € valor def en d es estrictamente menor, f(x) >
f(d), que cuaquier otro punto de D, entonce ¢ es un minimo estricto.

Los puntos anteriores se les |lama usua mente punto criticos o val ores optimos.

Test de la derivada primera y segunda para la determinacién de los puntos 6ptimos
En genera Xy esun punto criticode f si f "(Xg) = O

Si f esunafuncion con derivada segundacontinuaenxgy f '(Xg) = 0, Si:

a) f "(xg) > 0entoncesf tiene en xo un minimo relativo estricto

b) f "(Xg) < 0entoncesf tiene en Xo un maximo relativo estricto

c) f "(xg) = 0esindeterminadoy hemos de aplicar otro criterio.

http://diarium.usal.es/guillermo
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Test de la derivada primera para la determinacion de los puntos 6ptimos
Sf'X)=0Vx =c,yf'(x) =0 V¥ x = centoncesx =c esun maximo def.
Sf'X)<0V¥x <c,yf'(x) =0V x = centoncesx =c esun minimo def.

Otras opciones para la determinacion de los puntos 6ptimos

Supongamos que la funcion f tiene un max. o un min. en un intervalo acotado I. Los max. y min.
pueden ser de lostres tipos siguiente:

1.- Puntosinterioresdel enlosque f '(x) = O
2.- Losdos extremos de |
3.- Puntosdel enlos que no exista f ' (x)

Méximos y minimos locales

Lafuncion f tiene un méximo local en ¢ si existe un intervalo (a, b) centrado en ¢ tal que f(x) < f(c) V¥
xe A (ab).

Lafuncion f tiene un minimo local en d si existe un intervalo (a, b) centrado en d tal que f(x) = f(d) Vv
xe A (ab).

Supongamos que la funcion f tiene un max. o un min. local en un intervalo acotado |. Los méx. y min.
pueden ser de lostres tipos siguiente:

1.- Puntosinterioresdel enlosque f '(x) = O
2.- Losdos extremos de |
3.- Puntosdel enlos que no exista f ' (X)

6 x3
X4 4x242

t
t2+4

Calcular los puntos criticos de las funciones f(t)= F(x) = % x3 - % x2 - % X +1;y (X) =

f[t_] .=
t2+4

Plot[f[t], {t, -5, 5}]

0.1+

-02+

Calculamosladerivadaprimeray laigualamosa0
fr[t]
1 2t?

2+4 (242
Reduce[f"[t] == 0, t]

t=-2Vt=2

http://diarium.usal.es/guillermo
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Vemos que hay dos puntos criticos. De gréfico se deduce que el primero es un minimo y e segundo un méaximo. Tambien podemos
conprobarlo utilizando la derivada segunda.

U -2]
1
16
como f "(Xg) > 0enxg= -2 entonces Xy €sun minimo relativo estricto
7721
1
16
como f "(Xg) < 0enxg=2 entonces Xg €sun maximo relativo estricto
f[x_] := Ex3—£x2— Ex +1;
9 6

Plot[f[X], {X, -5, 5}]

6-
ar
2t
| | [ |
-4 -2 3 2
—2f
—af
—of
7 [x]
X x 2
3 3 3
Reduce[f " [X] == 0, X]
X=-1Vx=2
6 x3
yIx.]=———"—3

X4+X2+2’
Plot[y[X], {X, -10, 10}]

http://diarium.usal.es/guillermo
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Yy " [X]
18 x2 6x3(4x3+2X)
X+ +2 ¢+ xR+ 272

y T [X]

Reduce[y " [X] == 0, X]
x:O\/x:—i\/?\/x:ﬁ\/?\/x=—\/§\/x=\/§
y " [0]

0

Problemas

Ejemplo 1
En una explotacion agricola se ha observado que cuando se utilizan Q kg de fertilizante por Ha se se
obtienen P kg de trigo (es decir: P(Q)). El precio de venta del trigo es p (€/kg) y € del fertilizante
q(€/kg). ¢Cuantos kg de fertilizante por Ha hemos de utiliziar para maximizar € beneficio?. Apliquese
al caso particular en el que:
P(Q = -140 +9.8Q - 0.5 Q2
solucion
Sol: El beneficio nos vendra dado por :
B(Q) =p P(Q)-qQ con (Q=0)
Se trata de maximizar la funcion anterior
B[Q_1=pP[Q1-9Q;
Paralo que hay que obtener laderivadaprimeraeigualarlaa0
B~ [Q]
pPP(Q-q
Para nuestro caso concreto, P(Q), P(g) y B'(Q) son
P[Q_] = -140 +9.8Q - 0.5Q%?;

P Q]

p(9.8—0.75 Q )—q

Hacemos B'[Q] = 0y despejamos Q
Solve[B"[Q] =0, Q] // Simplify

{ {Q 1777782 34.8444
R _
p? p

Apliqueseal caso en el quep = 0.06 €/kgy el defertilizantesp= 0.4 €/kg
%/-.{p-> 0.06, g-» 0.4}

{{Q — 17.4538}}

+ 170.738}}
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Conclusion: Se necesitan utilizar 17.45 kg/Ha para maximizar €l beneficio
Clear[B, P]

Quit[]

Ejemplo 2

Un roble es plantado en €l instante t = 0. Se sabe que €l precio del roble se varia de acuerdo una funcion P(t), que es
derivable. Se supone que €l precio del dinero esta dado por un tipo de interes continuo 100 r% anual. [ A interés
compuesto continuo de tasar, una cantidad inicial Ko después det afios se convertiraen K = KoEXp[r t]]¢Cuando hay
que cortar el arbol para hacer maximo el valor actual descontado?. Apliquese al caso particular en el que P(t) =t? + 10 t
+25yr=0.05

solucioén
El valor actual del arbol sera f(t) = P(t) Exp[—r t]

f(t)=Pte™

Hay que hacer su derivadaf'[t]=0
f’(t)
e TPt -rPM et

Se hace cero cuando

Plt] =r P[t]
Aplicamosel criterio de la derivadasegunda
f”(t)

e P -2re P () + PPty e

Como € punto singular esteen P'(t) = r P[t], substuimosP(t) en laexpresion anterior
’[t] /-P[t] - rP[t]
TP -2 Pty et

Por tanto hay que cortar el arbol cuando en el intervalo (t, t+1) en el que el aumento del valor del
arbol sea igual al interés que se oobtendria durante ese intervalo de tiempo al invertir una cantidad
P(t) a una tasa r. Ojo: Esto indica que el arbol no hay que cortarlo cuando su valor de mercado sea
mayor.

Parael caso enel que
P[t_] = t?-10t+25; r=0.05; (xcon t20+);
Plot[P[t], {t, 0, 100}]
8000;
6000;

4000

2000

entoncesf(t) es
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fl[t ] =P[t] et
e 0%t (t2 - 10t + 25)

Hacemosla derivadaprimera”0" y se obtienen dos puntos singulares
Reduce[f"[t] = 0, t]

Reduce:ratnz : Reduce was unable to solve the system with inexact coefficients. The

answer was obtained by solving a corresponding exact system and numericizing the result. >
t=5\Vt=45
Observese que el valor rea disminuyea partir de cierto momento
Plot[f[t], {t, O, 100}]

150+
100+
50 -

\

20 40 60 80 100

En t= 45 su derivadasegundaesf ”” [t ] < O luego es un maximoloca
" [45]
—-0.210798
Sin embargo en t= 5 su derivadasegundaesf " [t ] > 0 luego es un minimoloca
L)
1.5576
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