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Introducción

Nuestro trabajo ha de enmarcarse en el estudio de los
espacios de Hurwitz (móduli de revestimientos de curvas
con ramificación prefijada)
Tiene conexiones con varios temas:

Espacio de móduli de curvas.

Revestimientos de Galois con ramificación prefijada
(trabajo en curso).

Teoría de Gromov-Witten (teoría enumerativa de
estos revestimientos).

Aplicaciones: deformaciones isomonodrómicas
(“monodromy preserving differential equations”,
e.g. ecuación de Schlesinger). Haremos unos
comentarios al final.
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Plan de la exposición

Está estruturado como sigue:

Espacios de móduli de revestimientos.

Objeto de nuestro trabajo: functor de Hurwitz.

Grassmannianas infinitas.

Esquemas de Hurwtiz.

Propiedades infinit. de los Hurwitz.

Fibrados sobre los Hurwitz.

Deformaciones isomonodrómicas.

Fibrados y def. isomonodrómicas.
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Móduli de revestimientos

La aplicación:

{ revestimientosY → X} → { curvas}

Y → X 7→ X

es interesante por los siguientes hechos:

útil para estudiar el móduli de curvas (p. ej.
irreducibilidad [Fulton]).
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es interesante por los siguientes hechos:

útil para estudiar el móduli de curvas (p. ej.
irreducibilidad [Fulton]).

si se fijan los puntos de ramificación enX y los
índices de ramificación, las fibras son finitas.
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Móduli de revestimientos

La aplicación:

{ revestimientosY → X} → { curvas}

Y → X 7→ X

es interesante por los siguientes hechos:

útil para estudiar el móduli de curvas (p. ej.
irreducibilidad [Fulton]).

si se fijan los puntos de ramificación enX y los
índices de ramificación, las fibras son finitas.

el número de puntos en la fibra está relacionado con
la teoría de Gromov-Witten.
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Móduli de revestimientos

• ¿Qué datos se le asocian a un revestimiento?

π : Y −→ X
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Móduli de revestimientos

• ¿Qué datos se le asocian a un revestimiento?

π : Y −→ X

el divisor de los puntos de ramificación
x̄ = {x1, . . . , xr}

el divisor de los puntos ramāy = {y
(1)
1 , . . . }

los índices de ramificación, es decir,e
(i)
j (la

multiplicidad dey(i)
j en la fibra dexi).

Si los puntos son lisos, entonces las completaciones
ÔX,xi

, Ô
Y,y

(i)
j

son anillos de series formales sobreC.
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Nuestro trabajo:

• ¿Qué objetos se van a estudiar?

Los revestimientos(X,Y, π, x̄, ȳ, {e(i)j })

π : Y → X revestimiento de curvas lisas de génerosḡ, g.

x̄ = {x1, . . . , xr}

ȳ = {y
(1)
1 , . . . }

π−1(xi) =
∑

j e
(i)
j y

(i)
j
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Nuestro trabajo:

• ¿Qué objetos se van a estudiar?

Los revestimientos(X,Y, π, x̄, ȳ, {e(i)j })

π : Y → X revestimiento de curvas lisas de génerosḡ, g.

x̄ = {x1, . . . , xr}

ȳ = {y
(1)
1 , . . . }

π−1(xi) =
∑

j e
(i)
j y

(i)
j

• ¿Con qué técnicas? Con las Grassmannianas infinitas. Para ello es

necesario añadir un parámetro formal en cada punto, es decir,

isomorfismos:

tx̄ : ÔX,x̄ ≃ C[[z1]]× r. . .× C[[zr]]

tȳ : ÔY,ȳ ≃ C[[z
(1)
1 ]]× . . .
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Nuestro trabajo:

Los revestimientos(X,Y, π, x̄, ȳ, {e(i)j })

π : Y → X revestimiento de curvas lisas de génerosḡ, g.

x̄ = {x1, . . . , xr}

ȳ = {y
(1)
1 , . . . }

π−1(xi) =
∑

j e
(i)
j y

(i)
j

tx̄ : ÔX,x̄ ≃ C[[z1]]× r. . .× C[[zr]]

tȳ : ÔY,ȳ ≃ C[[z
(1)
1 ]]× . . .

Este es elfunctor de Hurwitzque estudiaremos.
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Grassmannianas Infinitas

Fijamosn > 0 y r particiones den, E = {ē1, . . . , ēr}, donde

ēi = {e
(i)
1 , . . . , e

(i)
ki
}.

Consideraremos las álgebras:

V := C((z1))× · · · × C((zr))

W :=
r∏

j=1

C((z
1/e

(j)
1

j ))× · · · × C((z
1/e

(j)
kj

j ))

W+ :=
r∏

j=1

C[[z
1/e

(j)
1

j ]]× · · · × C[[z
1/e

(j)
kj

j ]]
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Grassmannianas Infinitas

V := C((z1))× · · · × C((zr))

W :=
r∏

j=1

C((z
1/e

(j)
1

j ))× · · · × C((z
1/e

(j)
kj

j ))

La Grassmanniana infinitadeW es un esquema cuyos puntos

racionales son:
{

subespaciosU ⊂ W tales queU → W/W+

tiene núcleo y conúcleo de dim finita

}
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Grassmannianas Infinitas

V := C((z1))× · · · × C((zr))

W :=
r∏

j=1

C((z
1/e

(j)
1

j ))× · · · × C((z
1/e

(j)
kj

j ))

La Grassmanniana infinitadeW es un esquema cuyos puntos

racionales son:
{

subespaciosU ⊂ W tales queU → W/W+

tiene núcleo y conúcleo de dim finita

}

Cada puntoU tiene asociada una función canónica,ψU(z, t), la
función de Baker-Akhiezer, tal que es una función “generatriz” del
punto.
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Esquemas de Hurwitz

Consideramos el functor de Hurwitz de la introducción. Entonces, el

morfismo de Krichever es:

H∞

E [ḡ, g] −→ Gr(W )

(Y,X, π, x̄, ȳ, tx̄, tȳ) 7→ tȳ
(
H0(Y − ȳ,OY )

)
⊂ W
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Esquemas de Hurwitz

Consideramos el functor de Hurwitz de la introducción. Entonces, el

morfismo de Krichever es:

H∞

E [ḡ, g] −→ Gr(W )

(Y,X, π, x̄, ȳ, tx̄, tȳ) 7→ tȳ
(
H0(Y − ȳ,OY )

)
⊂ W

Dadosn,m > 0, se tiene la sucesión:

0→ OY (−nπ−1(x̄))→ OY (mπ−1(x̄))
tȳ
→ z−mW+/znW+ → 0

Grupos de VirasoroyEsquemas de Hurwitz – p. 9/17



Esquemas de Hurwitz

Consideramos el functor de Hurwitz de la introducción. Entonces, el

morfismo de Krichever es:

H∞

E [ḡ, g] −→ Gr(W )

(Y,X, π, x̄, ȳ, tx̄, tȳ) 7→ tȳ
(
H0(Y − ȳ,OY )

)
⊂ W

Dadosn,m > 0, se tiene la sucesión:

0→ OY (−nπ−1(x̄))→ OY (mπ−1(x̄))
tȳ
→ z−mW+/znW+ → 0

tomando cohomología,lim
←−
m

y lim
−→

n

resulta la inclusión.
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Esquemas de Hurwitz

Consideramos el functor de Hurwitz de la introducción. Entonces, el

morfismo de Krichever es:

H∞

E [ḡ, g] −→ Gr(W )

(Y,X, π, x̄, ȳ, tx̄, tȳ) 7→ tȳ
(
H0(Y − ȳ,OY )

)
⊂ W

Dadosn,m > 0, se tiene la sucesión:

0→ OY (−nπ−1(x̄))→ OY (mπ−1(x̄))
tȳ
→ z−mW+/znW+ → 0

tomando cohomología,lim
←−
m

y lim
−→

n

resulta la inclusión.

Y valora en la Grassmanniana pues paran = 0 y lim
−→
m

resulta:

0→ H0(Y,OY )→ H0(Y − ȳ,OY )→ W/W+ → H1(Y,OY )→ 0
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Esquemas de Hurwitz

Se demuestra que sus puntos estáncaracterizadospor
ser aquellos subespaciosU ∈ Gr(W ) tales que:

U · U = U , ya queSpec(U) = Y − ȳ (curva de
arriba);
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Esquemas de Hurwitz

Se demuestra que sus puntos estáncaracterizadospor
ser aquellos subespaciosU ∈ Gr(W ) tales que:

U · U = U , ya queSpec(U) = Y − ȳ (curva de
arriba);

Tr(U) ⊆ U , ya que entoncesTr(U) = U ∩ V es el
anillo de la curva afínX − x̄ (curva de abajo).

DondeTr : W → V es la aplicación traza deW como
V -álgebra finita.

Grupos de VirasoroyEsquemas de Hurwitz – p. 10/17



Esquemas de Hurwitz

Gracias a la caracterización anterior, demostramos:
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Esquemas de Hurwitz

Gracias a la caracterización anterior, demostramos:
• H∞E [ḡ, g] es representablepor un subesquema de
Gr(W ).
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Esquemas de Hurwitz

Gracias a la caracterización anterior, demostramos:
• H∞E [ḡ, g] es representablepor un subesquema de
Gr(W ).
• Sus puntos estáncaracterizadospor ser aquellosU
cuya función de Baker-Ahkiezer satisface que la
expresión:

( r∑

l=1

kl∑

j=1

e
(l)
j∑

i=1

ψ
(l,j)
a,b,B(ξi

e
(l)
j

z
1/e

(l)
j

l , t)

(ξi

e
(l)
j

z
1/e

(l)
j

l )δalδbj−ul,j

)
·
( r∑

l=1

kl∑

j=1

e
(l)
j∑

i=1

ψ
(l,j)
c,d,B(ξi

e
(l)
j

z
1/e

(l)
j

l , t)

(ξi

e
(l)
j

z
1/e

(l)
j

l )ul,j−1+δclδdj

) dz
z

tiene residuo igual a0 enz = 0 (junto con otra
expresión similar que equivale aU · U = U ).
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Propiedades infinit. de los Hurwitz

Hemos probado los siguientes resultados:

el espacio tangenteTUH
∞

E [ḡ, g] es canónicamente isomorfo a

las derivacionesU → W/U que conmutan con la traza.
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∞

E [ḡ, g] es canónicamente isomorfo a

las derivacionesU → W/U que conmutan con la traza.

el espacio tangenteTUH
∞

E [ḡ, g] seinyectaen el espacio

tangente enTr(U) al espacio de móduli de curvas punteadas;

es decir, las deformaciones del revestimiento quedan

determinadas por las deformaciones de la curva de abajo.
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∞
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las derivacionesU → W/U que conmutan con la traza.

el espacio tangenteTUH
∞

E [ḡ, g] seinyectaen el espacio

tangente enTr(U) al espacio de móduli de curvas punteadas;

es decir, las deformaciones del revestimiento quedan

determinadas por las deformaciones de la curva de abajo.

el grupoGW
V (automorfismos deW que restringen a

automorfismos deV ) actúa enH∞

E [ḡ, g].
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Propiedades infinit. de los Hurwitz

Hemos probado los siguientes resultados:

el espacio tangenteTUH
∞

E [ḡ, g] es canónicamente isomorfo a

las derivacionesU → W/U que conmutan con la traza.

el espacio tangenteTUH
∞

E [ḡ, g] seinyectaen el espacio

tangente enTr(U) al espacio de móduli de curvas punteadas;

es decir, las deformaciones del revestimiento quedan

determinadas por las deformaciones de la curva de abajo.

el grupoGW
V (automorfismos deW que restringen a

automorfismos deV ) actúa enH∞

E [ḡ, g].

fijado un puntoU , el grupoGW
V actúa (infinitesimalmente) de

modo transitivo en la órbita deU ;, es decir,

GW
V uniformizalocalmente el esquemaH∞

E [ḡ, g].
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Fibrados sobre los Hurwitz

Para el problema de las deformación isomonodrómicas, es necesario

añadir un haz de línea y una trivialización a los datos anteriores:

Pic∞E [ḡ, g] := {(Y,X, π, x̄, ȳ, tx̄, tȳ, L, φȳ)}
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Para el problema de las deformación isomonodrómicas, es necesario

añadir un haz de línea y una trivialización a los datos anteriores:

Pic∞E [ḡ, g] := {(Y,X, π, x̄, ȳ, tx̄, tȳ, L, φȳ)}

Hemos probado:

Pic∞E [ḡ, g] es representablepor un subesquema de

Gr(W ).

si ΓW denota el esquema en grupos de los invertibles deW ∗,

entoncesGW
V ⋉ ΓW actúa enPic∞E [ḡ, g].
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Fibrados sobre los Hurwitz

Para el problema de las deformación isomonodrómicas, es necesario

añadir un haz de línea y una trivialización a los datos anteriores:

Pic∞E [ḡ, g] := {(Y,X, π, x̄, ȳ, tx̄, tȳ, L, φȳ)}

Hemos probado:

Pic∞E [ḡ, g] es representablepor un subesquema de

Gr(W ).

si ΓW denota el esquema en grupos de los invertibles deW ∗,

entoncesGW
V ⋉ ΓW actúa enPic∞E [ḡ, g].

fijado un puntoU , el grupoGW
V ⋉ ΓW actúa de modo transitivo

(infinitesimalmente) en la órbita deU ; es decir,

GW
V ⋉ ΓWuniformizalocalmente el esquemaPic∞E [ḡ, g].
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Deformaciones isomonodrómicas

En la situación habitual se considera un sistema de
ecuaciones diferenciales:

d

dx
−→y (x, s) = P (x, s)−→y (x, s)

dondes ∈ C
n es un parámetro,x ∈ P

1 y P es una matriz
cuyas entradas son funciones meromorfas.
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Deformaciones isomonodrómicas

En la situación habitual se considera un sistema de
ecuaciones diferenciales:

d

dx
−→y (x, s) = P (x, s)−→y (x, s)

La solución fundamental de este sistema, varía alrededor
de las singularidades deP , dando lugar a una
representación:

ρs : π1(X
0;x0) −→ Gl(n,C) para cadas ∈ S

siendoX0 el abierto dondeP es no singular yx0 ∈ X
0

un punto fijo.

Grupos de VirasoroyEsquemas de Hurwitz – p. 15/17



Deformaciones isomonodrómicas

En la situación habitual se considera un sistema de
ecuaciones diferenciales:

d

dx
−→y (x, s) = P (x, s)−→y (x, s)

La solución fundamental de este sistema, varía alrededor
de las singularidades deP , dando lugar a una
representación:

ρs : π1(X
0;x0) −→ Gl(n,C) para cadas ∈ S

El sistema es una “deformación isomonodrómica” si esta
representación no depende des.
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Deformaciones isomonodrómicas

Sea d
dx
−→y (x, s) = P (x, s)−→y (x, s) isomonodrómica.
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Deformaciones isomonodrómicas

Sea d
dx
−→y (x, s) = P (x, s)−→y (x, s) isomonodrómica.

Por Deligne, la representación deπ1(X
0;x0) es

equivalentea tener un fibrado vectorial de rangon con
una conexión (sobreX0):

(X0,M,∇)
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Deformaciones isomonodrómicas

Sea d
dx
−→y (x, s) = P (x, s)−→y (x, s) isomonodrómica.

Por Deligne, la representación deπ1(X
0;x0) es

equivalentea tener un fibrado vectorial de rangon con
una conexión (sobreX0):

(X0,M,∇)

Por Beauville-Narasimhan-Ramanan, esequivalentea un
fibrado de línea sobre un revestimento deX:

(X, Y, L)

no ramificado enX0. Además, la ramificación está
determinada por la representación monodrómica.
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Pic∞E [ḡ, g] y def. isomonodrómicas

¿Cómo se interpreta la uniformización dePic∞E [ḡ, g]?

Grupos de VirasoroyEsquemas de Hurwitz – p. 17/17



Pic∞E [ḡ, g] y def. isomonodrómicas

¿Cómo se interpreta la uniformización dePic∞E [ḡ, g]?

Hemos dicho que un sistema:

d

dx
−→y (x, s) = P (x, s)−→y (x, s)

da lugar a unos datos:
(Y,X, π, x̄, L)
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Pic∞E [ḡ, g] y def. isomonodrómicas

¿Cómo se interpreta la uniformización dePic∞E [ḡ, g]?

Hemos dicho que un sistema:

d

dx
−→y (x, s) = P (x, s)−→y (x, s)

da lugar a unos datos:
(Y,X, π, x̄, L)

Entonces,el sistema preserva la monodromía si y sólo si losdatos

se obtienen a partir de un punto:

{(Y,X, π, x̄, ȳ, tx̄, tȳ, L, φȳ)} ∈ Pic∞E [ḡ, g]

De otro modo, la “órbita” de un punto dePic∞E [ḡ, g] se corresponde
con un sistema (como el de arriba) que preserva la monodromía.
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