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Nuestro trabajo ha de enmarcarse en el estudio de los
espacios de Hurwitz (moduli de revestimientos de cury
con ramificacion prefijada)

Tiene conexiones con varios temas:

Espacio de mdduli de curvas.

Revestimientos de Galois con ramificacion prefijac
(trabajo en curso).

Teoria de Gromov-Witten (teoria enumerativa de
estos revestimientos).

Aplicaciones: deformaciones isomonodromicas
(“monodromy preserving differential equations”,
e.g. ecuacion de Schlesinger). Haremos unos

comentarios al final.
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Esta estruturado como sigue:
Espacios de mdduli de revestimientos.
Objeto de nuestro trabajo: functor de Hurwitz.
Grassmannianas infinitas.
Esquemas de Hurwtiz.

Propiedades infinit. de los Hurwitz.

~lbrados sobre los Hurwitz.

Deformaciones isomonodromicas.

Fibrados y def. isomonodromicas.
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Modull de revestimientos

La aplicacion:

{ revestimiento§” — X} — { curvas}
Y - X — X

es interesante por los siguientes hechos:

= Util para estudiar el moduli de curvas (p. €j.
Irreducibilidad [Fulton]).
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La aplicacion:

{ revestimiento§” — X} — { curvas}
Y - X — X

es interesante por los siguientes hechos:

util para estudiar el moduli de curvas (p. €j.
Irreducibilidad [Fulton]).

si se fijan los puntos de ramificacion &ny los
indices de ramificacion, las fibras son finitas.
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La aplicacion:

{ revestimiento§” — X} — { curvas}
Y - X — X

es interesante por los siguientes hechos:

util para estudiar el moduli de curvas (p. €j.
Irreducibilidad [Fulton]).

si se fijan los puntos de ramificacion &ny los
indices de ramificacion, las fibras son finitas.

el numero de puntos en la fibra esta relacionado c
la teoria de Gromov-Witten.
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Il de revestimientos

datos se le asocian a un revestimiento?

Y — X



Modull de revestimientos

e ;/Qué datos se le asocian a un revestimiento?
T Y — X

= el divisor de los puntos de ramificacion
T = {$1,...,ZIJT}

Grupos de VirasoroyEsquemas de Hurwitz —



Modull de revestimientos

e ;/Qué datos se le asocian a un revestimiento?
T Y — X

= el divisor de los puntos de ramificacion
T = {$1,...,ZIJT}

= el divisor de los puntos rama= {yf), ...}
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e ;/Qué datos se le asocian a un revestimiento?
T Y — X

el divisor de los puntos de ramificacion
Tr = {5131,...,5137«}

el divisor de los puntos rampa= {y\", ...}

los indices de ramificacion, es deeij’? (la
multiplicidad dey!” en la fibra dex;).

Si los puntos son lisos, entonces las completaciones
Ox.,, O, @ son anillos de series formales solire
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Nuestro trabajo:

e ;Que objetos se van a estudiar?
Los revestimiento$X, Y, , T, 7, {ey)})

® 7 :Y — X revestimiento de curvas lisas de generog
mz={r,...,x.}

=g ={",.. .}

() = 3,6y
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e ;Que objetos se van a estudiar?
Los revestimiento$X, Y, , T, 7, {ey)})

7 : Y — X revestimiento de curvas lisas de génejag

T — {ZCl,...,ZET}

_ 1
g={n",...}

-l (z) = 2, ¢y,

e ;. Con qué técnicas? Con las Grassmannianas infinitas. Raes e
necesario anadir un parametro formal en cada punto, es decir
Isomorfismos:

ts : Oxz =~ Cl[z1]] x .7. x C[[z]
ty @\y’g ~ (C[[zgl)]] X
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Nuestro trabajo:

Los revestimiento$X, Y, 7, 7, 7, {e\ })
® 7 :Y — X revestimiento de curvas lisas de generog
wmz={x,...,z.}
mg={y",...}
m () =Y eyl
mi;: Oxs~Clln]] % .7. x C[[z]
mi Oy, ~Cllz]] x ...
Este es eiunctor de Hurwitzgue estudiaremos
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Grassmannianas Infinitas

FuamOSn > 0y r particiones der, £ = {eé,,...,¢é,}, donde

(4)
ez—{el . eki}
ConS|deraremos las algebras:

V= C(z)) x - x C((2))

W= TCE) x - x Tz )

(J) ..
H(C e ] x--xClz; 7]
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Grassmannianas Infinitas

Vo= C((z1)) x - x C((2))

1 /e 1/l

W= JIC ) x - x Tz ™)

La Grassmanniana infinide W es un esguema cuyos puntos
racionales son:

{ subespacio& C IV tales qud/ — W/W*}

tiene nucleo y conucleo de dim finita

Grupos de VirasoroyEsquemas de Hurwitz —



Grassmannianas Infinitas

La Grassmanniana infinide W es un esguema cuyos puntos
racionales son:

{ subespacio& C IV tales qud/ — W/W*}

tiene nucleo y conucleo de dim finita

Cada puntd/ tiene asociada una funcion canonig¢gy z, 1), la
funcion de Baker-Akhiezgtal gue es una funcion “generatriz” del
punto.
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ESquemas de Hurwitz

Consideramos el functor de Hurwitz de la introducciéon. Bo&s, el
morfismo de Krichever es:

(Y,X,Tf,f,?j,tj,tg) — tg(HO(Y_g, OY)) c W

Grupos de VirasoroyEsquemas de Hurwitz —



ESquemas de Hurwitz

Consideramos el functor de Hurwitz de la introducciéon. Bo&s, el
morfismo de Krichever es:

(Y,X,Tf,jj,?j,tj,tg> > tg(HO(Y_g, OY)) C W
Dadosn, m > 0, se tiene la sucesion:

Ly
0 — Oy(—nm'(Z)) — Oy(ma ' (z)) — 27"WT/2"WT — 0
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ESquemas de Hurwitz

Consideramos el functor de Hurwitz de la introducciéon. Bo&s, el
morfismo de Krichever es:

(Y, X, T, j:', g, tj, tg) —> tg(HO(Y — g, OY)) C W
Dadosn, m > 0, se tiene la sucesion:
Ly
0 — Oy(—nm (7)) — Oy(ma 1 (Z)) — z27"WT/2"WT — 0

tomando cohomologidim y lim resulta la inclusion.
— —

m n
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Consideramos el functor de Hurwitz de la introducciéon. Bo&s, el
morfismo de Krichever es:

(Y,X,ﬂ',jj,g,tj,tg) — tg(HO(Y_g, Oy)) c W

Dadosn, m > 0, se tiene la sucesion:
Ly
0 — Oy(—nr'(z)) = Oy(ma 1 (2)) — 2™WT/"WT =0

tomando cohomologidim y lim resulta la inclusion.
m n

Y valora en la Grassmanniana pues para 0 y lim resulta:

m

0 — H(Y,Oy) — H' (Y —4,0y) - W/ W+ — H(Y,Oy) — 0
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ESquemas de Hurwitz

Se demuestra que sus puntos esténacterizadopor
ser aquellos subespacitse Gr(1V) tales que:

mU-U=U,yaqueSpec(U) =Y — gy (curva de
arriba);
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Se demuestra que sus puntos estan por
ser aquellos subespacitse Gr(1V) tales que:

U-U =U,yaqueSpec(U) =Y — gy (curva de
arriba);

Tr(U) C U, ya que entoncésr(U) =U NV es el
anillo de la curva afin’ — z (curva de abajo).

DondeTr : W — V es la aplicacion traza dé& como
V/-algebra finita.
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emas de Hurwitz

1S a la caracterizacion anterior, demostramos:



ESquemas de Hurwitz

Graclas a la caracterizacion anterior, demostramos:
e /(7.9 esrepresentabper un subesquema de

Gr(W).
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Graclas a la caracterizacion anterior, demostramos:

o por un subesquema de
Gr(W).
e SUS puntos estan por ser aguellog/

cuya funcion de Baker-Ahkiezer satisface que la
expresion:

NONA( 1/6” D) l /e 3
wébj)B(f w? ) ki € wéc;)B(g w?  »t) s
S S S J S S S .7
( : 1/e(l) ) ( : 1/6(-l) ) z
= 1 ]= 1 1= 1 (fz(l)zl )5al5bj_ul,3 = 1 = 1 = 1 (fz(l)zl g )“l,j_1+5cl5dj
e

J J

tiene residuo igual A enz = 0 (Junto con otra
expresion similar que equivalela- U = U).
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Propiedades infinit. de los Hurwitz

Hemos probado los siguientes resultados:

» el espacio tangent&, H%|g, g] €s canonicamente isomorfo a
las derivaciones/ — W/U que conmutan con la traza.
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Propiedades infinit. de los Hurwitz

Hemos probado los siguientes resultados:

» el espacio tangent&, H%|g, g] €s canonicamente isomorfo a
las derivaciones/ — W/U que conmutan con la traza.

m el espacio tangent&, H¥ (g, g] se en el espacio
tangente ef’r(U) al espacio de moduli de curvas punteadas;
es decir, las deformaciones del revestimiento quedan
determinadas por las deformaciones de la curva de abajo.
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Hemos probado los siguientes resultados:

el espacio tangentg, H% |g, g| €s canonicamente isomorfo a
las derivaciones/ — W/U que conmutan con la traza.

el espacio tangent&, H% |9, g] se en el espacio
tangente ef’r(U) al espacio de moduli de curvas punteadas;
es decir, las deformaciones del revestimiento quedan
determinadas por las deformaciones de la curva de abajo.

el grupoG}¥ (automorfismos d&/ que restringen a
automorfismos d&") actua erH¥ (g, g|.
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Hemos probado los siguientes resultados:

el espacio tangentg, H% |g, g| €s canonicamente isomorfo a
las derivaciones/ — W/U que conmutan con la traza.

el espacio tangent&, H% |9, g] se en el espacio
tangente ef’r(U) al espacio de moduli de curvas punteadas;
es decir, las deformaciones del revestimiento quedan
determinadas por las deformaciones de la curva de abajo.

el grupoG}¥ (automorfismos d&/ que restringen a
automorfismos d&") actua erH¥ (g, g|.

fijado un puntd’, el grupoG;’ actda (infinitesimalmente) de
modo transitivo en la Orbita dé:, es decir,
Iocal me nte el eSq ue rﬂaoo lg/?rag)]o.yEsquemas de Hurwitz — p.
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Fibrados sobre los Hurwitz

Para el problema de las deformacion isomonodromicas, €saec
afadir un haz de linea y una trivializacion a los datos aortesi

PlCoEo[g, g] L= {(Y7 X, T, Z,Y, tz, tﬂa La ¢§)}
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Fibrados sobre los Hurwitz

Para el problema de las deformacion isomonodromicas, €saec
afadir un haz de linea y una trivializacion a los datos aortesi

PlCoEo[g, g] L= {(Y7 X, ™Z,Y, tia t@a La ¢§)}
Hemos probado:

= Picr g9 es representalbper un subesquema de
Gr(W).
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Fibrados sobre los Hurwitz

Para el problema de las deformacion isomonodromicas, €saec
afadir un haz de linea y una trivializacion a los datos aortesi

PlCoEo[g, g] L= {(Y7 X, T, Z,Y, tz, tﬂa La ¢§)}
Hemos probado:

= Picr g9 es representalbper un subesquema de
Gr(W).

m siI'y, denota el esquema en grupos de los invertibled’'de
entoncesy}’ x I'y actla erPic¥[g, g].

Grupos de VirasoroyEsquemas de Hurwitz — p.



Para el problema de las deformacion isomonodromicas, €esaec
afadir un haz de linea y una trivializacion a los datos aesi

PlC%O[gag] = {(Y7 X7 T, Z,Y, tﬂf? t@’ L7 ¢§)}

Hemos probado:
por un subesguema de
Gr(W).
si 'y denota el esquema en grupos de los invertibled’'de
entoncesy}’ x I'y actla erPic¥[g, g].

fijado un puntd/, el grupoGy? x 'y, actla de modo transitivo
(infinitesimalmente) en la orbita dé; es decir,
localmente el esquentac} (g, g].
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Deformaciones iIsomonodromicas

En la situacion habitual se considera un sistema de
ecuaciones diferenciales:

d _,

dx Y
dondes € C" es un pardmetra; € P' y P es una matriz
cuyas entradas son funciones meromorfas.

(z,5) = P(z,s)y (x, s)
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En la situacion habitual se considera un sistema de
ecuaciones diferenciales:
d
T Y
La solucion fundamental de este sistema, varia alrede

de las singularidades d&, dando lugar a una
representacion:

(z,5) = P(z,s)y (x, s)

ps: (X" 29) — Gl(n,C) paracada c S

siendoX" el abierto dondé® es no singular y, € X"
un punto fijo.
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En la situacion habitual se considera un sistema de
ecuaciones diferenciales:
d
T Y
La solucion fundamental de este sistema, varia alrede

de las singularidades de dando lugar a una
representacion:

(z,5) = P(z,s)y (x, s)

ps: (X" 29) — Gl(n,C) paracada c S

El sistema es unaf vsl esta
representacion no dependede
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maciones iIsomonodromicas

y(x,s) = P(x,s)y (x,s)isomonodromica.



Deformaciones iIsomonodromicas

Sea’ v (z,s) = P(z,s)y(z, s) isomonodrémica.
Por Deligne, la representacion dg X"; z,) es
equivalenta tener un fibrado vectorial de ranga@on
una conexion (sobr&®):

(X', M, V)
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Sea’y (z,s) = P(z,s)y(z, s) isomonodrémica.
Por Deligne, la representacion dg X"; z,) es

a tener un fibrado vectorial de ranga@on
una conexion (sobr&®):

(X', M, V)

Por Beauville-Narasimhan-Ramanances aun
filorado de linea sobre un revestimenta)de

(X,Y, L)

no ramificado erX'. Ademas, la ramificacion esta
determinada por la representacion monodromica.
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g, g y def. isomonodromicas

se interpreta la uniformizacionlée?’ (g, g|?



Picy g, g| y def. isomonodrémicas

¢ Como se interpreta la uniformizacionle g, g|?
Hemos dicho que un sistema:

L (a,0) = Play 9

da lugar a unos datos:
(Y, X, 7, z, L)
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Picz g, 9| y def. isomonodromicas

¢ Como se interpreta la uniformizacionle g, g|?
Hemos dicho que un sistema:

L5 (2,0) = Play ) Tr9)

da lugar a uncs datos:
(Y, X, 7, z, L)

Entoncesel sistema preserva la monodromia si y solo sida$os
se obtienen a partir de un punto:

{<Y7 Xaﬂ_af?g)tfthﬁ L7 ¢y>} ~ PlCOEQ[gvg}

De otro modo, la “orbita” de un punto d&c?; (g, g| Se corresponde
con un sistema (como el de arriba) que preserva la monodromia
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