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Capitulo 1

Teoria general de operadores
maximales mondtonos

1.1. Introduccion. Conceptos generales.

Sea E un conjunto dotado de una relacién de orden (<). Sea F' un subconjunto de E.

Definicién 1 Decimos que el subconjunto F' C E estd totalmente ordenado si Va,b € F' se cumple,
al menos, una de las dos relaciones siguientes:

a<b o b<a.
Definicién 2 Se dice que el elemento ¢ € E es un mayorante de F si Va € F,a < ¢ (cota superior).

Definicién 3 Se dice que el elemento m € F es un maximal de F si Vo € E t.q. m < =z, se tiene
necesariamente m = x (supremo).

Definicién 4 Se dice que el conjunto E es inductivo si todo subconjunto totalmente ordenado de E
admite un mayorante.

Lema 1 (de Zorn) Todo conjunto ordenado, inductivo y no vacio admite un elemento maximal.

Sea F un espacio vectorial. Sea G C E un subespacio vectorial de F.

Corolario 1 Sea g : G — R una aplicacién lineal y continua de norma:

lglle: = sup  g(x).
rzed
fzl <1

Entonces, 3f € E' que prolonga g y t.q.: | fll z = l|gllo-

Definicién 5 Un e.v.n. E es estrictamente convexo si Va,y € F t.q. z 2y, || = |yl =1,
Itz + (1 —t)y|l < 1 vt e (0,1).

Sea E un e.v. dotado de una topologia. Sea f una seminorma continua sobre E. Sea By la semibola
unitaria abierta:

By={xeE /| f(z)<1}.

Definicién 6 FE es un espacio vectorial topolégico localmente convexo si la topologia cumple la sigu-
iente propiedad:
VV(.Z‘(]) de >0 t.q. xo +eBy C V(Z‘o) (11)
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Teorema 1 (de Riesz) Si F es un e.v.n. tal que By es compacta, entonces E es de dimensién finita.

Sea H un espacio de Hilbert. Sea |||, la norma dual de H.

Teorema 2 (de Riesz) Sea f € H'. Existe un elemento tnico uy € H t.q.

{(f,v) =(v,uf)y YweH
1f1l = lluglla-

Reciprocamente, todo elemento u € H define un elemento f, € H’' t. q.

{(fu7v> =(v,u)y; WYweH

[ fulls = llulla.
Definicién 7 Sea una aplicacién f : H — (—00, 400]. Decimos que f es:

= coerciva, si lim f(v) =00
llvll—o0

» propia, si 3z € H t.q. f(z) # +o0

= convexa, si Va,y € H, Vte (0,1)
flte+ (1 =t)y) <tf(z)+ (1 -8)f(y)
» semicontinua inferiormente (s.c.i.), si

liminf f(z) > f(u).

Tr—u
Sea K un conjunto convexo, cerrado y no vacio.

Definiciéon 8 Se llama funcién indicatriz Ix a:

0 s zeK
I =
k(@) {Jroo si z¢ K

Propiedad 1 Ix es convexa, propia y s.c.i.

1.2. Operadores mondtonos.

Sea H un espacio de Hilbert.

Definicién 9 Un operador multivoco A es una aplicacién de H en el conjunto partes de H:
A:H— p(H)
Definicién 10 Llamamos:

» dominio del operador: D(A)={x € H | Az +# ¢}

» imagen del operador: R(A) = UHA;E.
S

Definicién 11 Si para todo elemento © € H, Ax contiene un solo elemento de H, el operador se lla-
mara univoco.



1.2 Operadores monétonos.

Propiedad 2 Si A y B son dos operadores, A, 4 € R, entonces:
M+ uB)x ={ u+p / ue Azx,v € Bz}
con: D(AA + uB) = D(A) N D(B).
Nota 1 Normalmente, identificamos A con su grafo:
GA)={[z,yje HxH /| ye€ Az}

Propiedad 3 A~ es el operador cuyo grafo es el simétrico del de A:

ye A lr =z € Ay.
Ademés: D(A™1) = R(A).

En el conjunto de operadores multivocos, ordenaremos los operadores por inclusién de grafos:

ACB<«= Az C Bx, Vx€H.

Definicién 12 Un operador A de H es mondtono si:
(Axy — Axzg, 21 —x2) >0, Vap,29 € D(A).
0, m&s correctamente, si:
(y1 —y2, 21 —22) >0, Vuy,z0 € D(A), Yy € Azy, Vys € Az,

Ejemplo 1
Propiedad 4 Si A es un operador monétono, se verifica:

1. A~! es monétono

2. AA es monétono si A > 0

3. A es monétono (A = adherencia de A en H x H,)

4. Az = conv(Az) (adherencia de la envolvente convexa de Az)

5. siJ es contracciéon en D C H en H, I — J es moné6tono

6. si C' C H es un convexo cerrado, el operador proyeccién P. es mondtono

7. si Ay B son monétonos, A+ B es mondtono.
DEMOSTRACION:

1. Sean z1,79 € D(A™1) = R(A). Sean

€A e = a1 € Ay, yp € AT oy <= x5 € Ay,
Por ser A operador mondétono, (x1 — z3,y1 — y2) > 0, luego:
(y1 —y2, 21 — 22) = (21 — 22,51 — y2) > 0.
2. Sean y; € Mzxy, y2 € Mxs. Por ser A operador monétono,

(y1 — Y2, 21 —x2) >0
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Sea [z, k] € A, (k=1,2).

Por ser un elemento adherente, existen las sucesiones {z'}, {y} de elementos de A t.q.

lim xf = z; lim y' = v;.

n—oo n—oo

Por ser A operador mondétono, (yi' — y%,at — %) > 0,
luego (y1 — y2, 71 — 22) > 0
Sean:
y1 =g + (1= Nvy, wu,v € Azg, A €(0,1)
{yg =Xug + (1 = Nva, wug,vg € Azy, p€(0,1).

Por otra parte, w = Aw + (1 — X\)w, luego

(y1 —y2, 01 —22) = (Aur + (L = N)vr — Aya — (1 = Nyo, 21 — 22) =
(ur —ya, 1 —x2) + (1 = X) (v1 — Y2, 21 — x2) =
(puy + (1 = puy — pup — (1 = povg, @1 — 22) +
+ (1= A) (por + (1 = p)or — pug — (1 = phvg, w1 — a2) =
=AM (ug —ug,x1 —x2) + A1 — p) (ug — ve, 1 — ) +
+ (1 =N (v —ug,x1 —x2) + (1 — A)(1 — p) (v1 — va, 81 — x2)

=
=A

> 0.

Por ser J una contraccién, ||Jz1 — Jxz|| < ||z1 — x2| ¥, por consiguiente,
(Joy — Jag, @1 — 2) < (z1 — 9,1 — 23) < |21 — 22|°.

Tendremos, por lo tanto,

(yl — Y2,T1 —1‘2) = (33‘1 — T2,T1 —Z‘Q) — (Jxl — Jl‘g,l‘l —xg) > 0.

El operador proyeccion verifica:

(y — Pox,x — Pox) <0, VYyeC.
Sean x1,x € H. Entonces, Vy € C,

{(y — Pcay, 21 — Poxy)

<0
(y — Poxa, 9 — Poxa) < 0.

En particular, la primera ecuacién se verifica para y = Pcxs, v la segunda para y = Poxy:

(Pc'$2 — Poxy,1 — chl) <0
(Pcl‘l — Pcl’g,fﬂg - Pcl’z) S 0.

Es decir,
{(PcﬂCg — Poxy,21) < (Poxg — Poxy, Poxy)
<

(Pcx1 — Poxa, z2) < (Pox1 — Poxa, Poxs)

o bien, cambiando convenientemente los signos de los términos,

(Pcxy — Poxg,x1) > (Poxy — Poxg, Powy)
(Pcxy — Powa, —x2) > (Poxy — Poxa, —Poxa)
y sumando,
(Pcx1 — Poxa,x1 — x2) > (Pox1 — Poxe, Pox1 — Poxs) =
= ||Pca1 — Poas||* > 0

luego Po es un operador mondtono.
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7. Sean yx € (A+ B)xk, wug € Axg, vi € Bxy (k=1,2).

(y1 —y2, 21 —x2) = ((ug +v1) — (v2 + v2), 21 — x2) =

= (ug —ug, 21 — x3) + (v1 — v, 1 — 22) >0

por ser A y B mondtonos.

1.3. Subdiferenciabilidad.

Sea ¢ : H — (—o00, +00] una aplicacién convexa y propia. Sabemos que su dominio D(p) = {x € H |/ ¢(x) < oo}
€s COnvexo.

Definicién 13 Llamamos subdiferencial de ¢ en el punto = al conjunto:

o) = A WEH [ 9O =p(@) = (¢~ x), Ve H} siweDlp)
¢ si x ¢ D(yp)

Propiedad 5 Evidentemente, D(dy) C D(y). [ |

Propiedad 6 Siu € H es tal que p(u) = inIfigo(U), entonces 0 € dp(u), y reciprocamente.
veE

DEMOSTRACION: Si p(u) = ingcp(v), entonces p(u) < p(§), V&€ H y, por consiguiente,
ve

(&) —p(u) >0, VEe€H
(&) —p(u) > (0,§ —u) =0, V&€ H

luego 0 € Op(u). [ ]

Propiedad 7 El operador d¢ es mondtono.
DEMOSTRACION: Sean y; € 0p(x1),y2 € Op(x2). Por definicién, tendremos:

@(5)_90(%1) > (ylvg_xl)v V€EH
w(&) —p(x2) > (y2,& —xa2), VEE H.

En particular, la primera ecuacion se debe verificar para £ = xs, y la segunda para £ = z1:

Sumando ambas ecuaciones,

0> (yhxz - 581) + (y27$1 - 992) = *(y1,$1 - xz) + (yz,ﬂm - $2) = (y2 —Y1,T1 — $2)~

Es decir, cambiando de signo,
0 < (y1 — Y2, 71 — T2).

1.4. Generalizaciones.
Sea X un espacio vectorial topolégico (e.v.t.). Sea X’ su dual. Sea un operador A : X — p(X').
Definicién 14 El operador A es mondétono si, Vo, ze € D(A):

(y1 —y2, 21 —x2) >0, Vyi € Axy,Vys € Axy. (1.2)
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Sea V un espacio de Banach, con norma || - ||. Sea A: V — p(V).
Definicién 15 El operador A es acretivo si:

|21 — 2|l <[lz1 — 22 + A(y1 — v2)l,
Ve, ze €V, VYA>0, Vy, € Axy, Vys € Axo.

Teorema 3 En un espacio de Hilbert, las nociones de monotonia y acretividad coinciden.
DEMOSTRACION:

1. Sea A un operador monétono. Tendremos, V1, z9 € D(A)

(y1 —y2, 21 —x2) 20, Vy; € Awy,Vyp € Axs.

Por otra parte,

21 — 22 + A(yr — y2) I = llz1r — @2l + 2XM (@1 — 22,51 — 32) + N [lyr — w2
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Puesto que:
= A>0
= (71— @2,y1 —y2) 20
o [y — Z/2||2 >0
tendremos,
21 = 22 + Ay1 — y2)|* > ||lz1 — o,
Luego A es acretivo.
2. Si A es acretivo, VA > 0,
1 = 22+ Ayr — y2) I > [log — 22?
Por otra parte,
21 — 21> + 2X\(@1 — 22,51 — 42) + N*[lyn — 2> > |1 — |
21 — 2,91 — y2) + Mlyr — y2[* > 0
A
(1 — 22,91 — Y2) = —§||y1 —ye?
Para A — 0, (21 — 22,y1 — y2) > 0, luego A es mondtono.
[ ]

Sea V un espacio localmente convexo. Sea V' su dual. Sea v/ (-,-)y el producto de dualidad. Sea

p: V — (=00, 400] convexa y propia.

Definicién 16 Llamamos subdiferencial de ¢ en el punto = al conjunto:

Op(x)={yeV' | @) -o@) = viy¢-2)v}.

Si V es un espacio de Hilbert, podemos identificar V' 'y V' a través del teorema de Riesz. v/ (-, )y es

entonces el producto escalar, y el subdiferencial coincide con la definiciéon dada.
1.5. Operadores maximales mondétonos.

Propiedad 8 Si A es acretivo, el operador (I + AA)~! es una contraccién.
DEMOSTRACION: Sea A un operador acretivo, y sean:

1€ I+ M)z <=z € (I +XA) lyy = 1558 € Ay
Y2 € (I+MA)zg <= x3 € (I + NA) 1y = 2572 € Ay,

Por ser A acretivo,

Yi— &1 Y2 — T2
o =zl < flon =2t A (55 - B2 = - e

luego (I + AA)~! es una contraccion.

En consecuencia, el problema:
Dado y € H, hallar x € D(A) tal que z + Az > y.

tiene a lo sumo una solucién si A es acretivo.
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Propiedad 9 El conjunto de los operadores mondtonos es inductivo y no vacio, por relacién de inclusion
de grafos.
DEMOSTRACION:

1. Sea Q = {A;};cr un subconjunto totalmente ordenado de operadores mondtonos. Hay que compro-
bar que A = _UIAi es un operador mondtono. Sean
1€

y1 € Ary = y; € A;xq para algin i € 1
Y2 € Axg = Y2 € Ajxo para algin j € I.

Puesto que @) es totalmente ordenado, A; C Aj, p. €j., luego:

Y1 € AjIl Yo € AjLIJQ.

En consecuencia, (z1 — Z2,y1 — y2) > 0 por ser A; mondtono. Evidentemente, A es un mayorante

de Q.

2. @ es un conjunto no vacio, pues el operador identidad es mondtono. En efecto,

y1 €l = y1=m
yQEI.TzzyQ:,TQ.

Y, por tanto, (z1 — 2,41 — y2) = [|#1 — 22[* > 0.
|

Definicién 17 Un operador A en H es maximal monétono (m.m.) si es maximal en el conjunto de
los operadores mondtonos (se entiende el conjunto de grafos monétonos).

Teorema 4 A es maximal mondtono si y sélo si A es monétono y
Viz,y € Hx H t.q (y—A&xz—&) >0, V€ D(A)
se verifica y € Az. O, més correctamente,
(y—maz—&=>0, V[necAd = ycAr

DEMOSTRACION:

1. Sea A maximal monétono. Sea [z,y] € H x H t.q.,

Supongamos y ¢ Az. Definamos A t. q.

Ar = Az U{y}, Va € D(A). (1.5)

A es monétono, p.q. dados Y1 € Az, Yo € Az,

0’ si [xlmyk] € A
(y1 —y2, 21 —22) { =0, si [xkvyk] = [9573/]
>0, si[z,y] €A [r2,92] ¢ A, por (1.4).

Ademéds, A C A (cf. (1.5)), luego A no es maximal.
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2. Reciprocamente, supongamos:

(y—mz—£) >0, V[ €A== ye Ax.

Supongamos que A no es maximal. Entonces, 3A, A D A, siendo A maximal. Sea y € Az. Tendremos
entonces,

(y—mz—£&>0, ViEneAcCA
=y € Az es decir A C A.

Luego A = A, y A es maximal.
|

Lema 2 Sea C un conjunto convexo cerrado de H y A un operador monétono de H con C' D D(A).
Entonces, Vy € H, existe z € C' tal que:

(77+Ia§*1)2(%§*x) v[&ﬂ’]]EA

DEMOSTRACION: [ ]

Teorema 5 (caracterizacién de los operadores monétonos) . Sea A un operador en H. Las tres
afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. A es maximal mondtono

2. Aesmonétonoy R(I+A)=H

3. VA >0,(I +AA)"" es una contraccién sobre todo H, o sea, R(I + AA) = H.
DEMOSTRACION:

» Supuesta la hipétesis (c), VA > 0, (I + AA)~! es contraccién en H.
Sea zi, € Az (k =1,2). Sea:

Yp = Tp + Az = ) + Nz = (I + /\A)ifk
luego x = (I + AA) "y,
Por ser una contraccion,
21 — 22|l < llyr = w2ll = [lz1 — 22 + A(z1 — 22)||.

Es decir, el operador A es acretivo y, por lo tanto, monétono.
Por otra parte, para A = 1, (I + A)~! estd definido en todo A, es decir, R(I + A) = H.

= Suponemos que A es monétono y R(I + A) = H (hipétesis (b)). Supongamos A C B, siendo B
mondtono. Si y € Bz, 3z’ € D(A) t. q.,

r+yex +Ax' = (I + Az
pues R(I + A) = H. Tenemos pues,

r+y€ex'+Ar Cax'+Bx' = x—2'+y € B
y € Bzx.

Por ser B monétono (acretivo),
lo =2 <l = 2" + My — 2w + 2" —yll = 2 — 2" + A" — 2)].
Para A =1, ||z —2'|| <0 = z =2/, de donde
r+yca +Ar =x+ Av =y € Ax

luego A es maximal (hipétesis (a)).
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» El operador A es m.m. (hipdtesis (a)). Utilizaremos el lema anterior, donde el conjunto C es el
espacio H. Supongamos un elemento cualquiera y € H. Entonces, 3z € H t. q.,

mt+z—yl—z)=m—-(y—2),§—2) >0, V[ €A
Como A es maximal y el operador I es monétono,

y € Ax
y—xz€(A—DNzx C Az (por ser A maximal)

luego y — x € Az, es decir, y € (I + A)x.
Como y es un elemento cualquiera de H, deducimos que si A es m.m.,
(y—mz—§=20, V{neAd = yecA
— Ay —An,z—¢&) >0, V[{n]eA = y€ Ax
= -0, x—-& >0, V[En]eN = ¢ €l
<= AA es m. m.

Por lo tanto, R(I + A) = H. Ademds, por ser A monétono, (I +AA)~! es contraccién (cf. Teorema
5). En consecuencia, se trata de una contraccién sobre todo H (hip6tesis (c)).

Corolario 2 Si A es monétono, existe una prolongacién A maximal monétono de A, cuyo dominio
estd contenido en convD(A).
DEMOSTRACION: [ ]

Propiedad 10 Si A es m.m., entonces:
1. A7'es mm.

2. M esmm. (si A > 0).

Teorema 6 Sea J : H — (—o00, 00| una aplicacién coerciva, convexa, propia y s.c.i. Entonces, si K es
un conjunto convexo y cerrado de H, existe un elemento v € K t.q. J(u) = in}f{J(v). Ademss, si J es
ve

estrictamente convexa, u es 1nico.
DEMOSTRACION:

1. Sea {u,} C K una sucesién que verifica:

lim J(uy,) = inf J(v) =

n— o0 veK

En principio, a puede tomar el valor —oo.

Si ||up|| — 400, J(un) — +oo por ser J coerciva, y entonces no serd propia. Por lo tanto, {u,}
estd acotada: ||u,|| < ¢. Podemos extraer una subsucesién {u, } de modo que:

u, — u débilmente en H.

V—00
Como J es convexa y s.c.i., sera s.c.i. en la topologia débil de H y, en consecuencia,

o =liminfJ(u,) > J(u).

V—00
Por otra parte, u € K pues K es débilmente cerrado. Es decir, a # —co y Ju € K t. q.,

a=J(u) <Jw), VvelkK.
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2. Ademds, si J es estrictamente convexa,
1 1
J <u1 ;W) < ij(ul) + §J(u2) =«
luego u1 = us.
|

Teorema 7 Sea ¢ una funcién convexa y propia sobre H. Sea a > 0. La funcién convexa:
a
T &= J() = ¢(&) + 5 lIE - yl®

alcanza su méximo en xg si y sélo si: a(y — xg) € dp(xo).
DEMOSTRACION:

1. Supongamos a(y — zo) € dp(xo). Entonces, por definicién de subdiferencial,

o(xz) < +00
(&) — p(xo) > a(y —x0,& —20), VE€H.

Observemos que
(y — w0, —20) = (y — 20, € =y +y —x0) = — (x0 — y,§ —y) + |y — @o]?

y como se verifica

1 1
(w0 =y, = v) < lwo = wllll€ = wll < 5llwo = yll* + 1€ =l

tendremos

1 o 1 2 2
(y —20,& = 20) 2 —5llwo = ylI" = SIE~ylI" + ly —xo]” =
1 o 1 2
de donde,
o
(&) = e(wo) = 5 [lwo = wll* — [I€ = y[°]
es decir,

o @
p(z0) + 5 llzo = yl* < (&) + € —wl* VE€H.
2. Reciprocamente, supongamos que se verifica:

p(x0) + S llwo — ylI? < @(§) + FlE —yl* Ve € H.

Sea & = (1 —t)xzg+1tn, ne€H, te(0,1).Puestoque
p(€) < (1 =t)p(xo) + teo(n)

tendremos

(&) — w(zo) =
[lzo = ylI* = lI€ = wl*] =

[lzo — ylI> = (1 = t)zo + tn — yl|?]

t(p(n) — ¢(z0)) >
>

S

[CIReN S e}
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luego
&

a flzo — ylI* = l[(xo — y) — t(n — x0)
@(W)‘@(%)EE 0 Ot .

Pasando al limite en el segundo miembro, tenemos la derivada de Gateauz de la funcién z — |z|?
en el punto z = y — x( y en la direcciéon 1 — zq, es decir:

©(n) —o(zo) > aly —xo,n—x0), YneH

es decir,
a(y — o) € Op(xo).

[ ]
Propiedad 11 Sea ¢ : H — (—00, +00] convexa, propia y s.c.i.; entonces el operador d¢ es maximal

mondtono.
DEMOSTRACION: Consideremos la funcién:

T@) = pla) + gz — ol

J es convexa y s.c.i. (por ser suma de funciones convexas y s.c.i.). Ademds, por ser ¢ convexa y s.c.i.,
estd minorada por una funcién afin, luego:

1 1
J(z) = p(@) + Sllz = yl* = a+ (z,2) + llz -yl

Escribiendo:
le—yl? =llz+2z—y—2?=
=llz+z—yll> + 121> — 2@+ 2 —y,2) =
= [lz + z —ylI> = [I2]1> — 2(x, 2) + 2(y, 2)
tendremos

1 1
J(@) 2 a+ (z0) + glle+ 2 = yll* = Sll2l* = (z,2) + (v, 2) =
1 1
=a+(y,2) + Sl +z =yl = Sll=]?
2 2
y, €n consecuencia,

=0
llzll—o0

luego J es coerciva. Por lo tanto (cf. Teorema 6),
1 ) 1 )
Jzo € H /[ p(wo) + S llwo —yll” < p(2) + Slle —yll°, Vo e H.
Por el Teorema 7, tendremos que existe el punto xg t. q.

y — xo € 0p(xg)

y entonces 0y es maximal mondtono. |

Ejemplo 2 Sea f: R — R una funcion creciente; el operador

R — o)

z = f()=[fa7), f(z")]

es maximal mondétono. |
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Un operador univoco monétono maximal en el conjunto de los operadores univocos no tiene por qué ser

maximal en el conjunto de todos los operadores mondtonos.

Sea A un operador lineal, univoco, no necesariamente acotado y monétono.

Teorema 8 A es maximal mondétono si y sélo si D(A) es denso en H y A es maximal en el conjunto de
los operadores univocos lineales monétonos.
DEMOSTRACION:

1.

Sea A m. m. Evidentemente, A es maximal en el conjunto de los operadores univocos lineales
mondétonos. Hay que demostrar que D(A) es denso en H o, lo que es lo mismo, si x L D(A) =
z=0.

Sea x 1 D(a). Entonces, V¢ € D(A),

(Af—:v,f) = (Agvg) - (it,f) =

puesto que A es lineal (A0 =0) y A es m. m. En consecuencia,

reA0=0 — z=0.

Supongamos D(A) = H, siendo A m. m. en el conjunto de los operadores univocos, lineales,
mondtonos. Sea [z,y] € H x H t. q.,

(A —y, —2) >0 Ve D(A). (1.6)
Queremos demostrar que y € Ax.
En primer lugar, observemos que x € D(A). Si no fuera asf, el operador:

A:e4+ e — Af+)y

definido sobre el espacio engendrado por D(A) y x serfa una prolongacién lineal mondtona estricta
de A.

Puesto que (1.6) es vélida V€ € D(A), también se verificard para x + t£, con t > 0:

(A.’E - yvtf) > - (Atf,tf)
(AI - yvg) > —t (Agvg) .

Haciendo t — 0, tendremos:

de donde, Az = y.

Definicién 18 Un operador A : H — H con D(A) = H es hemicontinuo si, Vz € H,V¢ € H:

%131(1) (A1 —t)x + t&),w) = (Az,w), Yw € H.

Teorema 9 Sea A : H — H con D(A) = H un operador monétono y univoco. Entonces, si A es
hemicontinuo, es maximal mondtono.
DEMOSTRACION: Sea [z,y] € H x H t. q.

(Az' —y, 2’ —2) >0, V2’ e H.
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Puesto que la desigualdad anterior es vélida para todo ', también lo serd para (1 —t)x +t£, V¢ €
Hte(0,1):
(A(L =tz +t&) —y, (1 —t)z +t§) —x) = 0
AL =tz +t§) —y,§ —2) >0
(A= ) +1€) — 9,6~ 2) 2 0.
Haciendo t — 0,

y, por consiguiente, y = Ax.

|
Definicién 19 Sea A maximal monétono. Al operador univoco
=T +XA)""  A>0
definido en todo H se le denomina resolvente de A.
Recordemos que Jy es una contracciéon de H en H.
Propiedad 12 FEl resolvente del operador A verifica:
Ax:L(§m+u—§ﬂw),ver,vxﬂ>0
DEMOSTRACION: Sea y = Jyz. Se puede deducir:
y=T+XA) 'z =z cy+ Iy

¢$§@—yﬂﬂMy

¢$y+§@—w€y+w%

— %m—&—(l—%) €y + nAy

= yed, (%aﬂ—(l— %)y)

@:szﬁ4§m+u—§w)

|
Propiedad 13 Si A es maximal monétono, entonces el conjunto C' = D(A) es convexo y
}\%JA:E = Proypsz, Vx e H.

DEMOSTRACION: [ |
Propiedad 14 Si A es maximal monétono, Az es convexo y cerrado, Vo € D(A).
DEMOSTRACION: [ |

Definicién 20 A%z = Proy 4,0, es decir, A%z es el elemento de Az de norma minima.
Definicién 21 (Aproximacién Yosida) Dado un operador maximal mondtono A, definimos su aprox-
imacién Yosida como el operador Ay : H — H, dado por:

Iy

Ax 3

Propiedad 15 La aproximacién Yosida A, verifica:
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1. es un operador univoco
2. AJy es multivoco y Ayz € AJ x

3. si A es lineal y univoco, entonces,
Ayx =AJyx, Ve e H
JyAx = Ayz, Yz € D(A)
4. si A es lineal, univoco, maximal monétono,

lim Ayx = Ax.
A—0

DEMOSTRACION:
1. Evidente, pues Jy es univoco

2. Az = Ij\‘]*x =1 (z— Jha).

Llamando Jyz =z <= (I + AA) > 2

Az € % (I+MA)z —2) = Az = AJyx.

3. Sea x € D(A). Teniendo en cuenta que (I + AA)Jy = I, tendremos:

Az = % [(I+XA)z — 2] = % [(I+AA)(x — Jrx)]
JZAzx = % [ — Jyz] = — J)‘x = Ayx.

4. Utilizando la notacién C' = D(A),

lim Ayx = lim Jy Az = Proy- Az = Ax.
A—0 A—0

Esto no sucede si A es multivoco.

Teorema 10
1. A, es maximal monétono y lipschitciano de constante %
2. y=Ayz < ye€ Alx — \y), o también: y € Az <= y = Ax(z + \y)
3. (AN, = Ariy VA u>0
4. Vz € D(A), ||Axz| 1 ||A%| y Axz — Az cuando A | 0, con:
[Axz — A%* > [|A%]|* — || Axz]|®

5. Vax ¢ D(A), ||Axaz| T oo cuando A | 0.
DEMOSTRACION:

1. Sabemos que:
—Jy

1
A)\l‘ = N

T <= 1r = M)z + Jyrx.

Por otra parte, Ayz € A(Jyz). Como A es monétono,

(A)\Zbl — A)\ZL’Q,JAxl — JAxQ) >0
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Tenemos entonces:
|Axz1—Axza|l[|z1 — 22f| > (Axz1 — Axwo, 71 — 22) =
= (A)\Z‘l — Ay xzo, NAyx1 — /\A)\l‘g)-i-
+ (Axz1 — Azzo, Jawr — yw2) >
Z (A)\l'l — A)\QL'Q, )\A)\"El — )\A)\ZL'Q) =
= /\”A}ﬂh — A)\QTQHQ.
Por lo tanto,
1
lAxa1 = Axza|| < Sl21 — 22
luego A, es lipschitciano y, en consecuencia, univoco y hemicontinuo. Ademds, D(A)) = H, por su
propia definicién, luego Ay es maximal monétono (cf. Teorema 9).
2. Sea y = A,x. Entonces,
I1—J
y:T’\x(:))\y:x—JAa:
— hr=x— Ay
=aec(T+M)(z - y) =2 — Iy + MMz — \2Ay
— \y € Mz — N2 Ay
<y € Az — Ny = A(z — \y).
Haciendo = — Ay = z, tenemos inmediatamente,
y € Az =y = Ax(z+ \y).
3. Utilizando la propiedad anterior,
y= ANz =y = (A))(z — ny)
= yeAlx—py—Ay) =Alx— A+ py)
=y = Arpux.
4. Sean z € D(A), X > 0. Puesto que A%z € Ax y A\ € A(J\z), tendremos:

(AOI —Ayz,x — Jyx) >0
= (A% — Ayz, Ayx) >0 (1.7)
de donde
[Axz]|* = (Axz, Ase) < (A%, Axz) < [|A% ||| Axal|
= || Axal| < [|A%]
es decir, Vo € D(A), ||Aaz|| es una cantidad acotada. En particular,

[Axrpzl® = [1(Ax) ]| < (A2, Axppz) =
= (Axz, Axypu) < [[Asz| Axpuz||
= [ Axypzll < [[Axzll, YA, pu>0

de donde,

[ A — Axal® = [ Axz ]| = 2(Axg e, Axz) + || Asppol]® <
< [1Axl* = | Axspz]®
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va que (Axiuz,Axz) > ||[Axipz|> > 0. Ahora bien, como [|Axiuz|| < [[Aaz|, resulta que la
sucesién de nimeros reales | Az es creciente cuando A | 0. Pero, si z € D(A), ||Axz|| estd acotada
superiormente, luego convergera, de modo que:

[Axtpz — Axz|® < [ Axa]|® = [[Axgpz]? 0
110

es decir, Ayx es una sucesiéon de Cauchy y, en consecuencia,
limAyx = v.
A—0 Y
Pero x — Jyxz = MA,x; pasando al limite,
limz — Jyxz = limAAyz =0 <—
A—0 A—0
lim Jyz = .

A—0

Finalmente, como Ayx € A(J)z), tendremos:
V[ﬁﬂ?]EAv (y—ﬁ»$—5)20

luego y € Ax. Ademds, ||Ayz| < ||A%z|. Pasando al limite, tenemos

lyll < 1A% ]

luego y = A%z, ya que A%z es el elemento de norma minima del conjunto Ax.

5. Supongamos z ¢ D(A), con ||Axz|| < ¢, VA > 0. El razonamiento anterior nos habia llevado a
que A,z era sucesion de Cauchy y, por tanto,

ImAyz =y < limJyz = z.
A—0 A Y A—0 A

Recordando que (Ayz —n, Jax — &) >0, V[, n] € Ay pasando al limite,
(y_,rhx_f)zoa v[&an]EAa

luego © € D(A) e y € Az, en contra de la hipdtesis. En consecuencia, si ¢ D(A), ||Axz|| T co.

[ |
Nota 2 Gracias a la propiedad (a) del teorema anterior, la ecuacién:
du,\
—= 4+ Ayuy =0,
ar + Axux
aproximacién del problema:
du
— 4+ Au30
dt +
tiene solucién unica (teorema de Picard). |

Nos preguntamos ahora cuando el operador maximal mondtono A es tal que la siguiente ecuacién
tiene solucién:
Dado y € H, hallar z € D(A) t. q. y € Az

o, lo que es lo mismo, R(A) = H (sobreyectividad de A).
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Teorema 11 Sea A maximal mondtono. Si d¢ > 0 t. q.
(Y1 — Yo, 1 — x2) > cl|xy — 22>, Vy1 € Az, Yy € Axy

entonces A es sobreyectivo.
DEMOSTRACION:

1. Sean zp € Az, yr € (A—cl)zr (k=1,2). Se cumple entonces,

(Y1 — Y2, 21 — x2) = (21 — 22,81 — T2) — c(T1 — X2, 21 — T2) =

= (21 — 29,21 — x2) — ||x1 — :E2||2 >0, Vz, € Axy

gracias a la hipdtesis del teorema. En consecuencia, A — ¢l es monétono.

2. Sea[z,y| € Hx H t. q.V[{,n] € A— cl verifique:
(y—ﬁ»x—f) > 0.

Hay que demostrar que y € (A — ¢l )z.
Seane A —c€ = n=n—cf, 7eAL

(y+c€_ﬁ7x_§)20
(Cx_Cgax—f)ZO
v[&aﬁ] EA? (y+CZ7ﬁ,Z*£)20

De donde y + cx € Az <=y € (A —cl)x, y A es maximal.
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3. Como A — ¢l es maximal mondtono, R(A —cl + M) =H, VYA>0;tomando A=¢, R(A)=H.

|
Consideremos ahora el siguiente problema:
Encontrar x € H t.q. 0 € Ax
siendo A estrictamente mondétono en el sentido: Vzq, 29 € D(A),
(y1 — Y2, @1 — @2) > cllwy — a2|®, Vy1 € Axy,Vyo € Ao,
Nos basaremos en la siguiente propiedad:
Propiedad 16 J, es una contraccién estricta.
DEMOSTRACION: Sean y = Jyzx = (I + AA)~lz,. En consecuencia,
Yk + AAyg D o
Tk — Yk
S|
b\ Yk
Tendremos entonces,
a2 < (LT T2 Y2 _ _
allyr —y2° < b\ by Y1 — Y2
1
= (@1 —a2) = (g1 = y2). 91 —y2) =
1 1 )
= X(l‘l —T2,Y1 — Y2) — X”yl —ye”.
(T +2)[lyr = yall? < (21 = 22,91 — y2) < [l21 — 22[llly1 — w2
por la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Finalmente, obtenemos:
s — 9ol < Tl —
— x1 — X3
Y1 — Y20 = 1+ 1 2
|

Como consecuencia, Jy tiene un tnico punto fijo, que se puede aproximar como limite de la sucesion:
2" = 2.
Naturalmente, x = Jyz <= (I + M)z 3> © < 0 € Ax.

Nota 3 El método anterior es el método de Euler implicito:
0€ Ax

dx
— + A
0€dt+ x
anrl_xn
—_— + A" +1
0e A + Ax" +

" = (I 4+ AtA) "1™,
|
Teorema 12 Sean A y B dos operadores maximales mondtonos. Si B es mondtono lipschitciano y

D(B) = H, entonces A+ B es maximal monétono.
DEMOSTRACION: Sabemos que A + B es mondétono.
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1. Supongamos que B es lipschitciano de razén L < 1. Hay que comprobar que la ecuacién:
Dadoye€ H, ye€x+ Az + Bz (1.8)
tiene solucién en D(A) N D(B) = D(A). (1.8) es equivalente a:
x = (I+\A)"(y — Bx).
Pero la aplicacién:
x — (I+MA)"Y(y — Bz) = J{(y — Bx)
es contraccion estricta:
175 (y = Bx1) = JiH(y — Baa)|| < [[(y — Ban) — (y — Bao)|| =
= [|Bz1 — Bas|| < L2y — 22|
luego (1.8) tiene un tinico punto fijo, que es la solucién buscada.
2. Supongamos que B es lipschitciana de razén L > 1. Para cualquier ¢ positivo, tA y t B son maximales

mondtonos; ademds, tB es lipschitciano de razén tL. Tomando t < %, el operador tB serd contrac-
cién estricta, luego t(A + B) = tA + tB serd maximal mondétono (por lo demostrado en el apartado
(a)). En consecuencia, el operador:

1
S(tA+1B)= A+ B

también serd maximal mondtono.

Corolario 3 Si A y B son maximales moné6tonos, A + By y Ay + B son maximales monétonos.
DEMOSTRACION: Inmediata, puesto que Ay es maximal mondtono y lipschitciano (cf. Teorema 10). W

Teorema 13 Sea ¢ una funcién convexa, s.c.i. y propia. Sean:

= el operador A = 9 = D(A) C D(p) C D(yp)

= ou(x) = 1215{%@ — |2 + ¢(y)}, definida Vo € H,V\ > 0.
y

Entonces,

1 oa@) = 3| Are|? + p(aa), Vo€ H

2. ) es convexa, diferenciable Fréchet

3. Opy = Ay

4. ox(z) T ¢(x) cunando A | 0, Ve e H

5. D(p) = D(A).
DEMOSTRACION: Recordemos que 1 es diferenciable Fréchet si existe la aplicacién lineal ¢, : H — V
e )~ bla) — )l

f (Rl

Ademas, toda funcién diferenciable Fréchet es diferenciable Gateaux. En consecuencia,

xo = arginfoy(z) = arginfp(z).
reH zeH
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1. Sabemos que la funcién:

1 2
y— ﬁHy*wH +©(y)

alcanza su minimo en zq si y sélo si:

S = 0) € (99)(x0)
= x € 29+ NOp)(z0) = (I + A(9¢))(x0)

= x = Jyz.

Por lo tanto,

r — Jhx
A

_ 1 2 _i 2 2 _
r(@) = o5l re = 3l + 9(re) = 52 RN T2E P + () =

A
= 2zl + p(Jaz).

2.
3.
4.
5.
|
Definicién 22 Sea V un espacio de Banach y V' su dual. Sea la funcién:
0:V — (=00, +0]
convexa, propia y s.c.i. Definimos la funcién conjugada (o polar) como:
e*: V' — (=00, 400
" () = sup{v(z,y)v — ¢(y)}.
yev
Nota 4 Si V =V’ es un espacio de Hilbert, entonces:
V. — (—00,+x]
¢ (z) = sup{(z,y) — w(y)}-
yeV
|

Propiedad 17 ¢* es convexa, propia y s.c.i., pues es la envolvente superior de funciones afines continuas.

Teorema 14 En un espacio de Hilbert H, (0p)~! es el subdiferencial de ¢*, es decir:
y € (0p)(2) == = € 09" (y). (1.9)
DEMOSTRACION:
1. (9¢)~! es m.m.; por lo tanto,

z € 0p*(y) = x € (9p) ' (y) ==y € (Ip)(x).
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Reciprocamente, ¢* es convexa, propia, s.c.i.; por lo tanto, dp* es m.m. Basta demostrar que
(0p) " C Op*.

Sea:

y € dp(x) <= € (9p) ' (y)

(&) —p(x) <(y,§ —z), VE€€H
Luego,

©*(y) = 51612{(11, §) =)} < (y,7) — ¢(). (1.10)

Por otra parte,

En particular,
" (y) = (y, @) — p(z). (1.11)

De las ecuaciones (1.10) y (1.11) deducimos: ¢*(y) = (y,z) — ¢(x).
Entonces, Yw € H,

" (w) —¢*(y) > (w,z) — p(x) — (y,2) + p(x) >
Z (w,x) - (y,:v) = (’LU - y,:):).

Es decir, x € 0¢*(y).

Teorema 15

1. Op+ 0y C A(p+ )
2. Sean V y H espacios de Banach, y sean:
» o H — (—00,+0o0]
= B:V — H, lineal y continua.
Entonces, B*(0p(Bu)) C d(y o B)(u).
DEMOSTRACION:
1. Sea y € dp(x) + 0vY(x), es decir,

Y=Y+ Y2 con y; € dp(r), y2 € IY(x).
Entonces,
o) —¢x) > (y1,§—x) VYE€H
P(E) —v(x) > (g2, € —x) VEEH

Sumando, obtenemos:

(&) +9(8) — (p(z) +¥(2) 2(y1 +y2,{ —2), VEEH
(p+9)&) —(p+¥)(x) 2(y1 +y2,§ —x), VEEH
= Y1 +y2 € e+ ) (z).

Naturalmente, si dp + 01 es m.m.,
o +0Y = 0(p + ).
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2. Seay € B*(9¢(Bu)). Entonces,
y=B*z, z€ 0p(Bu)
¢(§) — (Bu) = (2,6 = Bu), V¢ € H.
Tomando £ = Bv, veV,

o(Bv) — ¢(Bu) > (2, Bv — Bu), YweV
o(Bv) — o(Bu) > vi(B*z,v—u)y, YveV
(poB)(v) — (poB)(u) > vi(B'z,v—u)y, YveV
= y=DB"2€ 9(po B)(u).

Una condicién para la igualdad es que exista z € H donde ¢ sea finita y continua.

1.6. Ejemplos de subdiferenciales.

Sea H un espacio de Hilbert. Sea C' C H un convexo cerrado no vacio . Recordemos que su funciéon
indicatriz viene dada por:

Io(z) =

0 si xzeC
+oo si ¢ C.

Propiedad 18 La funcién indicatriz I- es convexa, propia y s.c.i.
DEMOSTRACION: ]

Propiedad 19 El subdiferencial de la funcién indicatriz I viene dado por:

alc(x)—{;ZEH / (zy—2)<0, VyeC} Zi;g

DEMOSTRACION: Por definicién, tenemos:
Ol (x) = {{z eH /| Io(y)—Ic(x) > (z2,y—=x), Vye H} si' zeC
1) si x¢C.
Ahora bien, I¢(z) =0, pues z € C. Ademés,
w siy ¢ C,Ic(y) =400 > (2,y — ) y la desigualdad se cumple siempre
»siyeC lc(y) =02 (z,y — ).
|
Propiedad 20 La resolvente y aproximada Yosida del operador 0l vienen dados, respectivamente, por:
1. Jflc = Proy.
2. (0Ic), =+ (I —Proye).
DEMOSTRACION:
1. Sea Jy = (I +Mlc)~ %

y e (I4+NIo) Hz) <= y+ NIc(y) >
<~z —y < Nc(y)

— (x;y,z—y) <0, VzeC.

Luego y es la proyeccion del elemento x sobre el convexo C.
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2. Por definicién,

I—Joe 1
(091c), = 2 = 1 (I - Proyo)
[ ]

Nota 5 (0I¢)x es el subdiferencial de la funcién:

1 2

(Io)a(z) = o {llz = Proycz|?* + Ic(Proycz)} =

1

ﬁHx — Proyoz||?.
(Regularizada de la funcién indicatriz). [ |

Definicién 23 Se llama funcién soporte de un convexo a la conjugada de la funcién indicatriz del
convexo: ¢ = (Ig)*.
De dicha definicion se deduce inmediatamente:

p(r) = (Ic)"(z) = Sg}g{(yw) —lIc(2)} = flelg(yw)

Propiedad 21 La aproximada Yosida del subdiferencial de la funcién soporte viene dada por:
v
(0)A(v) = Proyc(3).
DEMOSTRACION: Sea p € (J¢)(v). Tenemos entonces,

p € (9¢)(v— Ap)
(gracias a (1.9)) <=v — A\p € (0lc)(p)

v v
o= e @lo)ip+ 5 —p) = 0lc)1(3)
=v-—Ape— Proyc)(g) =v— )\Proyc(g)

v

Ejemplo 3 Sean:
. H = (L2(Q)"
s OC={gqeH / |q(z)] <1c.p.t. enQ}.

La funcién soporte de C seré:

o(p) = sup /Q p(@)(z) = /Q 1p(z).

qeC

En efecto, sea A(x) tal que:

i(7)
() = P25 = |\(@)] = N(z) = 1.
p(2)] :Z

Tenemos, pues,
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Por otra parte, Vg € C,

AWMMZLZNW%@SLMMMMSLMM

i=1,d

¢@:mmLM@%@:A@@N

qeC
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Capitulo 2

Formulacién y planteamiento de
ejemplos de la fisica y de la mecanica

2.1. Una clase general de problemas.
Sean:
= V, espacio de Hilbert, con norma ||| y producto escalar ((-,-))
= V' espacio dual de V/
= (-,-), producto de dualidad (V', V)
= a(-,+) : V xV — R, forma bilineal, continua y V-eliptica, es decir:

Ja>0 / a(v,v)>alv|? Yo eV

s [:V — R, forma lineal y continua

» p:V — RU {400}, funcional convexa, propia y s.c.i.

Consideremos el siguiente problema:
Hallar v € V t.q.

a(u,v —u) + () —Y(u) > (Liv—u), YveV. (2.1)

Otras formas de plantear el problema:
(a) Sea Au € V'’ una forma lineal y continua sobre V:

Auv: 'V — R

v — a(u,v)
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O bien, A: V — V', de modo que:
s (Au,v) = a(u,v), YweV
. (Av,0) > alv]?, YweV

- [l Av]]
= Al = \|v1\l£1#.

El problema (2.1) puede escribirse: Encontrar u € V' t. q.:
(Au,v —u) + () —P(u) > (L,v —u), YveV.
O bien, utilizando el lenguaje del calculo subdiferencial,
L — Au € 0¢(u).

Es decir, (2.1) equivale a resolver una ecuacién multivoca.

(b) Sea H un espacio de Hilbert, de norma | - | y producto escalar (-, -). Sean:

= un operador lineal y continuo B : V — H ~ H’
= su operador adjunto B* : H' — V', es decir:
vi(B*q,v)v =n' (¢, Bv)u = (¢, Bv).
Sea ¢ : H — R U {400} propia, convexa, s.c.i. Consideremos el problema (2.1), donde ¢ = ¢ o B:
(Au,v — u) + p(Bv) — o(Bu) > (L,v — u)
o también,
L — Au € 0(yp o B)(u).
Si existe p € H t. q. ¢ sea continua y finita en p, entonces el problema es equivalente a:
L — Au € B*0p(Bu)

o bien,
Hallar v € V,p € H tales que:
Au+ B*p=1L
p € 0p(Bu)

(c) Si¢p = Ik (funcién indicatriz de un conjunto convexo y cerrado K C V'), entonces (2.1) es equivalente
a:
Hallar v € K t. q.

a(u,v —u) > (L,v—u) YveK.

(d) Si K =V, entonces,
Hallar w € V t. q.
a(u,v) = (L,v) Yve K.

(e) Siaf(-,-) es simétrica y escribimos:
1
J(v) = 5a(v,v) +¥(v) = (L, v)

entonces (2.1) es equivalente a:
Hallar v € V t.q.
J(u) = inf J(v)

veV
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Teorema 16 Con las hipdtesis realizadas en la formulacién del problema (2.1), este admite una solucién
Unica.
DEMOSTRACION:

1.

Unicidad. Supongamos dos soluciones (uj,uz) al problema; tendremos as:

a(ug,v —u1) + ) —Y(ur) > (L,v —ug), YveV
a(ug,v —ug) + ¥(v) — Y(uz) > (L,v — uz), YveV.

Tomando v = uy en la primera ecuacion, y v = w1 en la segunda,
a(uy,ug —ur) +P(ug) — Y(ur) > (L, ug — uy)
a(uz,uy — uz) +Y(ur) —Y(uz) > (L,uy — ug)

y, sumando,
a(u; — ug,ug —ug) >0

es decir,
a(uy — uz,ug — ug) < aflug —ug|* <0
= ||U1 7“2”2 =0
= U] = U9.

Existencia. Si a(-, ) es simétrica, entonces (2.1) es un problema de minimizacién de la funcional:
1
Jw) = 3a(v,0) +6(v) ~ (L),

que es una funcional convexa, propia, s.c.i. y coerciva, luego existe la solucién al problema (2.1).
Supongamos que a(-, ) no es necesariamente simétrica, y consideremos el siguiente problema aux-
iliar:
Dado uw € V, p > 0, hallar w € V tal que:

(w, v —w)) + pY(v) — po(w) =

> ((u,v —ww)) + p(L,v —w) — pa(u,v —w), YveV. (22)

Este problema tiene solucién tinica, pues es un problema del tipo (2.1) con forma bilineal asociada
simétrica. El problema original a resolver es, entonces, encontrar un punto fijo de la aplicacién:

F,:V — V

u — w

donde w es la solucién de (2.2). Basta demostrar, pues, que para valores adecuados de p, F, es una
contraccién estricta.

Sean w1 = F,(u1) y wa = F,(ug). Tendremos:
((wi,v —w1)) + pp(v) — pp(wr) >
> ((u1,v —w1)) + p(L,v — w1) — pa(ur,v — wi)
(w2, v —w2)) + p(v) — pp(w2) >
> ((ug,v —w2)) + p(L,v — wa) — palug, v — ws)

Haciendo v = wy y v = wy, respectivamente, tendremos:
(w1, w2 —w1)) + pYp(w2) — pp(w1) >
< (w1, w2 —wi)) + p(L, wa — w1) — pa(ur, w2 — wi)

(wa, w1 — w2)) + pih(wr) — pp(wa) >
< ((ug, wy —wa)) + p(L, w1 — wa) — pa(uz,w; — wa)
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de donde,
(w1 — w2, w2 —wy)) > ((ur — ug, wa —w1)) — pa(uy — uz, w2 — wi)
((wl — Wz, W1 — w2)) < ((Ul — U2, W1 — w2)) - Pa(ul — U2,W; — w2)
es decir,

17 (ur) = Fp(uz)|[* = [lwy —wa|* <

< (w1 —ug, w1 —wa)) — plA(ur — u2), w1 — w2).
Por el teorema de Riesz, podemos considerar A(u; — ug) como un elemento de V' tal que:

l[wr — wa|* < (w1 — ug, w1 — wa)) — p((A(ur — ug), w1 — ws)) =
= (((I = pA)(u1 — u2), w1 —wa)) <
< | = pAllllur — uzll[lwr — wal

es decir, ||lwy —wsl| < ||I — pAl|||ur — uz||. Por otra parte,

|1 — pA| = sup [|(I = pA)v|| = sup |[v — pAv]|
vl <1 o<1

lv = pAv]® = (v — pAv,v — pAv)) =
= ((v,v)) — 2p((Av,v)) + p*((Av, Av)) =
= [lv][* = 2pa(v, v) + p?|| Av||* <
<1-2pa+p° AP, Yo / o] <1.

Sea la funcion:

f(p) =1 —2pa + p*|| A2

«
f'(p) = =20+ 2p|AI> =0=p= [A]12
Foni _f<a>_1_a2<1
- ]2 [
Por tanto, para el valor p = HXHz’ tenemos que:
@
I —pAl <1l = |I- HAH2A|| <1

y, en consecuencia,
w1 = wa| < [lur — ual,

luego F), es una contraccién.

La demostracién del teorema anterior sugiere el siguiente algoritmo de resolucién numérica:
(i) Sean u° arbitrario y 0 < p < ”iﬁ
(ii) Conocido u™, resolvemos:
VoeV  ((u"hu—u"h)) + pp(v) - p(ut) >
>

("0 = u")) + (v —u") — pa(u”,v —u"*1).

Trataremos de buscar ((+,-)) lo més sencillo posible; por ejemplo, en dimensién finita, un operador
diagonal.
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2.2. Ejemplos fisicos.

2.2.1. Torsién elastoplastica. Ley de Hencky.

Sean:

= un conjunto abierto y acotado  C R?
« V=HD)

» V= H1(Q) (dual de H}(Q2))

« H=L*Q)?

= un operador B:
B:V — H

v — Yo

= el operador dual B*:
B*H — V'
q — —divg
» K ={veV/|Vu(z) <k ctp en2}.
Formulacion del problema:
(a) Sea J(v) = %fﬂ |Vo|? — fQ fu.
Hallar v € V t. q. J(u) =inf J(v) Vo € K.

(b) Sea el conjunto C = {q € L*(2)? / |q(z)| <k ctp en Q}.

J(w) si BveC

Sea F'(v) = J(v) + Io(Bv) = {+oo si Bu ¢ C.

Hallar u € V t. q. F(u) = in‘f/F(v).
veE

(c) Sea a(u,v) = [, VuVu.
Hallar uw € V t. q.,

a(u,v —u) + Ic(Bv) — Ic(Bu) > (f,v—u), YveV.

(d) Puesto que I¢ es finita y continua en ¢ = 0, p. €j.

Hallar v € V t. q. f — Au € B*0p(Bu).

(e) Hallar u € V' t. q.
Au+B*'p=f
p € Jp(Bu)
es decir,
Hallar v € V t. q.

{—Au —divp=f (2.3)

pE 8[0(V’u,).
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2.2.2. Membrana con obstaculo. Flujo en medio poroso.
Sean:
« V= HY(Q), QCR
. V= HY(Q)
= a(u,v) = [, VuVo

= (L) = (f,)
» K={ve H}Q) / v(x)>g(x)ctpen Q}
= Y =1Ig.

Formulacion del problema:

(a) Sea J(v) = %fﬂ |Vo|? — fQ fu.
Hallar u € V t. q.
J(u) = vléllf(J(v)

(¢) Hallar u € K t.q.

a(uvv_u)+IK(v) _IK(u) 2 (f,v—u).
(d) f— Au € 0Ik(u).
(e) Hallar u € V t.q.

{Au +p=1Ff
p € Ok (u).
2.2.3. Flujo de fluido tipo Bingham en un cilindro.
Sean:
« V= HYQ)
. V= HY(Q)
. H = L2(Q)?

= un operador B:
B:V — H
v — Vv

= el operador traspuesto B*:
B*:H — V'
q — —divgq
v a(u,v) =v [, VuVo
<L7 U> = fQ fo
» C={¢eH /| Jg(z)] <1ctpenQ}

©(q) = [ la(x)|dx  (funcién soporte de C').
Formulacién del problema:

(c) Hallar u € V' t. q.
a(u,v —u) + o(Bu) — o(Bu) > (L,v — u).
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(d) Hallar v € V' t. q.
f — Au € B*9¢(Bu).

(e) Hallar u € V t. q.
Au+ B*'p=f
p € Op(Bu).
2.2.4. Problema de Stefan en dos fases.
Sean:
w (L,v) = fﬂ fo
s C={e Q) | Ju@)|<1)
= h(v) = X [, [v|dz (X = valor latente).
Formulacion del problema:

(c) Utilizando la transformacién de Duvaut,

Hallar u € V' t. q.,
<AU7U—U>+¢(U)—1/’(U)Z(va—w, VveV

donde A es fuertemente mondtono univoco.

(d) Hallar v € V' t. q. f— Au € 0p(u).
(e) Hallar uw € V' t. q.
Aut+p=f
p € OY(u).
2.2.5. Problema lineal con restricciones lineales. Ecuaciones de Stokes.
Sean:
- V = Hi(Q)
« V= H-(Q)?
» H=1L12%Q)
= un operador B:
B:V — H
v — —divw

= el operador traspuesto B*:
B*:H — V'
g — Vg

Sea ¢ la funcién indicatriz del convexo { 0 }, es decir,
p:H — RU{+o0}
0 si g=0

¢ — ¢l)= 400 si g #0.

Propiedad 22 ¢ es convexa, propia y s.c.i.

L*(Q) si p=0

Propiedad 23 ¢(p) = {¢ S p£0
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Propiedad 24 —divu = Bu =0 <= p € (dp)(Bu).

Formulacién del problema (problema de Stokes):

0 {mu +Vp=f

—divu = 0.

(e) Utilizando la tltima propiedad,

A —
u+ Vp ' f (2.4)
p € (9p)(—div u)
o bien,
f+ Au e V(0p(—div u))
o bien,
f— Au € B*(0p(Bu)).
2.2.6. Condiciones de contorno no homogéneas.
Sean:
« V=HYQ)
- V= (HY(Q)
» H=12%Q)
= el operador varphi:
p: L2 — RU{+o0}
0 siv=ug
v — ) = :
400 siv#ug
Propiedad 25 El subdiferencial de ¢ viene dado por:
Do — L3(T) si' v = ug
1) si v # ug.
|
Sea la aplicacién traza, v : H(Q) — L*(T).
Formulacion del problema:
(1) Puede expresarse de la manera siguiente:
Ny —
u=f (2.5)
ulr = up.

(c) Encontrar u t. q.
(D, 0 —u) + () — p(yu) = (f,0 —u).

(e) Hallar u t. q.

—Au+y'p=f
p € 0p(yu).
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2.2.7. Flujo no lineal en medio poroso. Flujo potencial compresible.

Sean:
s WhE={oelf(Q) /| el (Q),i=12,...,d}

s V=W () ={veW™ / v, =0}

H = (1*(@)"

K={veW' / w|r=up}

= ¢l operador A:

= el operador B:

= el operador traspuesto B*:
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Formulacién del problema:

(1) Flujo lineal. Hallar u t. g.
—V(kVu) = f

ulr, = ug

k% |F2 =4d.

2) Flujo no lineal: k = k(u) = k,|Vu|™. Tomaremos k,, = 1.
(2)

(a) J(v) =1 [ |Vol* = [, fv— Jr, gv, donde s =n + 2.
Hallar u t. q. J(u) = vlél?((](’u)

2.2.8. Elastoplasticidad.

Principio de los Trabajos Virtuales:

/Jijsij:/fiwi'f'/gi’wi Yw
Q Q r

Criterio de Plasticidad (Von Mises):

1
F(o;;) = 50505 — k<0

Ley de Comportamiento (Prandtl - Reuss):
a(o,7—0o)—(e(u),T—0) >0, VreH

donde:

w a(1,0) = [ AijkiTiion

= a(r,7) > pll7l]? = p fo ijTis

» H={r e L*(Q)° /| 7 =15}

» K={reH / F(r(z)) <0ctpen Q}.
Condiciones Iniciales: o(0) = 0.

Formulacién del problema:
(c) a(e,7—0)—(e(u), 7 — o)+ Ix(T) — Ix(c) >0

(e) Sea a(r,0) = (Ar, o). Entonces,
A —e(u) € 9k (o)

es decir,

Ao —e(u) = A
AE aIK(O’)

donde

e £(u) = incremento de deformacién eldstica

e )\ = incremento de deformacién plastica.

Nota 6 Si sustituimos 0Ix por su aproximada Yosida (0Ik),,, tenemos la viscoplasticidad. |
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2.3. Métodos de resoluciéon numérica.

2.3.1. El método de penalizacion.

Consiste en sustituir la ecuacién multivoca
Au+ B*0p(Bu) > f
por la ecuaciéon univoca
Auy + B*(0p)r(Buy) = f.
Teorema 17 Con las hipdtesis del problema (2.1), obtenemos
u — uxl| < CVA.
DEMOSTRACION: Consideremos las ecuaciones:
Au+ B*(0p)(Bu) 3 f
Auy + B*(0p)x(Buy) = f.
Pongamos:
{peww@mwﬁipzmwuBu+M»
px € (99)A(Buy).
Tenemos asi:
Au+ B*p=f
{Au,\ + B*py = f.

Restando obtenemos: A(u —uy) + B*(p — px) = 0.
Y, multiplicando por u — uy,

(A(u —up),u—ux)+(B*(p—pr),p—pr) =0
(A(u —up),u —ux) +(p—pr, Blp—pr)) = 0.
Por ser A coercivo, (A(u — uy),u — uy) > aflu — uy||? luego,
allu —ux|* + (p— pr, B(p — pa)) < 0.

Por otra parte,

De donde se deduce,
Q@
lp—pa* < —XHU —ux[*+ (p—pr,p) <
1
< —Sllu—wl? + o= pal + 30"

2
Luego [[u — up|]> < 75p* = BN

Tomando C = %, siendo p € (9p)°(Bu), obtenemos la estimacién:

lu—uy| < CVA.

Nota 7 En la demostracién anterior, hemos utilizado la siguiente propiedad:
1 1 11
b=ca-b< ~e%a® + - b
a ECLg < 25 a® + 522

Tomando en este caso ¢ = \/57 tenemos ab < a? + ibQ. |
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Aplicacion al problema de Stokes.
Las ecuaciones de Stokes deducidas anteriormente son (cf. (2.4)):

—vAu+Vp=f
p € dp(—div u).

El problema penalizado sera:
—vAuyx+Vpr=f
P = Op(—div uy).

Recordemos que ¢ es la funcién indicatriz del convexo C' = {0}:

(p) = 0 sip=20
= +00 sip#0.

Puesto que se trata de una funcién indicatriz, su aproximada Yosida viene dada por (Nota 5):

1
Pap) = 5y llp - Proyp|°.

Pero Proy,p = 0, luego,
(1) = 5 IoP
PAp) = N p
de donde,
(p,q), Vg€ L*(9).

> =

(9ea(p),q) =

Tenemos, pues,

1
P = —Xdiv Uy

v la ecuacién de Stokes penalizada es:
1 .
—vAuy — XV(le uy) = f.

Aplicacién al problema lineal con condiciones no homogéneas.

El problema expuesto anteriormente es (cf. (2.5)):
—Au=f
ulr = ug.

—Au+yp=f
p € 0p(yu)

El problema penalizado sera:

donde ¢ es la funcién indicatriz del convexo {ug}.
De manera similar al problema de Stokes, deducimos:

o) = 35 [ (0= w)?
(Opr(u),v) = %/F(u —ug)v, Vu,v e L*(T).

En consecuencia, el problema penalizado serd, en forma variacional:

RISy —
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2.3.2. Un primer algoritmo (A1) para resolver (P).
Recordemos que el problema planteado era:
P) {Au+B*pf en V'
p € Jp(Bu) en H.
El problema es equivalente a:
(P) {Aﬁ+3%:f
p = (9¢), (Bu + Ap).
Ello sugiere el siguiente algoritmo (A1):
» Sea p° inicial, arbitrario.

= Obtenido p™, resolvemos:

=f—B'p
pm‘H (O¢), (Bu™+ Ap™).

Nota 8 Si a(-,-) es simétrica y ¢ derivable, el anterior algoritmo es el algoritmo de Uzawa para la
busqueda del punto silla del lagrangiano:

Lv,q) = 5a(0,0) = {L,v) + (4,6 (Bv))
L(u,q) < L(u,p) < L(v, p).

Teorema 18 Con las hipdtesis del Teorema 16 tenemos, para un adecuado valor de A,

lim |ju —u™| = 0.

m—00

DEMOSTRACION: Como (8¢), es lipschitciano de constante %,
[p =™ P = (09)a(Bu + Ap) — (dp)a(Bu™ + Ap™)|* <

S|(Bu+ Ap) — (Bu™ + Ap™)|* =

<1
)\
1 m\ |2

= B )+ A - ") =

1 2

= 2| Bu—u™)+ S (Blu—u™),(p—p™) + p = p"[*

Es decir,

p=p"* = lp = p" TP 2 =55 |Blu = u™)P = 5 (Blu—u™),(p—p™)).
Por otra parte,
Au+B*p=f
Au™ + B*p™ = f
= A(u—u™) = B*(p" —p).
Tenemos asi,

m||2

IN

allu —u
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De donde,
p— 0" = lp =P = — Bl — w4 = P,

Por otra parte, B es un operador lineal y continuo, luego existe una constante c t. q.
|Bv| < cfjv

y entonces,

1 my |2 62 m||2
5Bl — )P 2 = 5w — a2

Tenemos asi,
m2 m+1)2 1 c? my2
p=p" = p =" > 5 (20— )llu—u"|
A A
Escogiendo A convenientemente, de forma que:

C2

20— — >0
R

tendremos
p—p"? = lp—p" P> lu—um|? >0

es decir, la sucesion |p — p™|? es decreciente.
Por otra parte, dicha sucesién esta acotada inferiormente:

m|2
lp—p™|" = 0.
En consecuencia, serd convergente:
lim [p—p™> =0
m— 00

y, de aqui,

lm |lu —u™|]* = 0.
m—00

Aplicacion al problema de torsion elastoplastica.

Recordemos el problema (2.3):

—Au—divp=f en H Q)
p € 0lc(Vu) en (L?(Q))?

donde
C={qe(L?()* / lg(z)| <kctpenQ}.

El algoritmo Al sera:
= Dado p° inicial
= Obtenido p™, resolvemos:

—Au™ = f + div p™
pmtl = %(I — Proyo)(Vu™ + Ap™).
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Aplicacién al fluido Bingham.

Podemos escribir el problema como:
{—Au —divp=f en H Q)
p € 0p(Vu) en (L2(Q))?
donde ¢ es la funcién soporte de:
C= {q € (LQ(Q))2 / lg(x)] <1 ctp en Q}
El algoritmo Al seré:
» Dado p° inicial

= Obtenido p™, resolvemos:
—Au™ = f 4 div p™
P = Proye (V5 +p™).

Aplicacién al problema de Stefan.

Sean:

= el operador identidad I : H'(Q) — L?(Q)

= (v) = ¢(Iv)

» K={ve(L*(Q)? / |v(z) <1ctpenQ}
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El algoritmo Al sera:

» Dado p° inicial

= Obtenido p™, resolvemos:

Au™ = f — I*p™
{pm“ = Proy (5 + Ap™).

o bien, en forma variacional,

» Dado p° inicial

= Obtenido p™, resolvemos:
{(Aum7v> = (f,v) — L(p,v) L = valor latente

ptl = ProyK(“;n + Ap™).

donde el producto escalar es (u,v) = [, uv.

2.3.3. Una clase general de operadores: M(w)-maximales.

Sea H un espacio de Hilbert. Sea w € R.
Definicién 24 Un operador multivoco G en H es M(w)- maximal si G + wl es maximal monétono.

Propiedad 26 Sea G M (w)-maximal. Si A\w < 1, entonces el operador Jy = (I + AG)~! estd definido
en todo H y es unfvoco. Ademds, es monétono y lipschitciano de constante (1 — Aw)~!.
DEMOSTRACION:
(I+XG)™ = (I +AG + Il — )™t =
=[1 - )+ NG +wD)] ' =

A
=(1-2w) I Nt
(1—w)™ ] +17Aw(G+w)]
Como G + wl es maximal monétono, el operador:
I+ A (G+wl)] ™!
1—-)w ¥

estd definido sobre todo H y es univoco siempre que:

0= A\ 1.
1_M> w <

Como I es univoco, G + wl también lo sera.
[[ + 25(G +wI)] 7! es, ademds, una contraccién (cf. Propiedad 8), luego

Jy=(1 = )M+ (G +w)™!

1-)w

es lipschitciano de constante (1 — Aw) 1.

Sea G un operador M (w)-maximal.

Definicién 25 Definimos la aproximada Yosida de G como:

Iy

G \

siempre que A\w < 1.
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Propiedad 27 G) es M (ﬁ)—maximal.
DEMOSTRACION:
1. El operador G + 17551 es mondtono. En efecto,
w I—J, w 1 w 1
G 1= I=(= I—=J, =
MW Y T ow (A+1—Aw> A7
1 1 1 1 1
SR Gy N—— I—Jy).
Al— ' A7 A(l—)\w *)
Ademas, Jy es lipschitciano, luego
(Jawy — Jazo, o1 — 22) < (1 — M) Mz — 20,27 — 22) =
1 2
= Tl — 2l
Entonces,
T Z2
<1—/\w AT1 1—/\w+ AT2,T1 352)
1
=1_ )\w(ﬂh — 22,71 — x2) — (Jaz1 — ST, w1 — 22) =
= 1 — )\w”l‘l — £172||2 — (J)\le — J)\I’Q,Il — 1’2) Z 0
luego G\ + 17551 es mondtono.
2. Ademas, G\ + 155! es maximal, ya que (cf. Teorema 9):
» D(Gr+ 1551) =D(G\) =H
» Gy + 77551 es univoco, pues Gy, I son unfvocos
= también es hemicontinuo, pues J) es hemicontinuo:
3 (U= )+ ty) — Jaal] < =51~ t)a + 1y — a]
—t)x — hx —t)x —z|| =
A Y A 1w Y
R
1-)w
— s (1~ )z + 1) — Jyz] = 0.
|
Propiedad 28 Si G es M(w)-maximal, se verifican las siguientes mayoraciones:
1. 1’/\22’\“’||J,\v1 — J\va]]? + ||Gav: — Gava||? < %Hvl — vg|?
2. HG}ﬂjl — G>\U2||2 < % (G,\Ul — Gyvg,v1 — 1}2) + %HJ,\Ul — J,\’UQH.
DEMOSTRACION: Por ser G + wI maximal mondétono, se cumple:
(y1 — 2, Javr — Jawz) 20 (2.6)

Yy € (G +w[)(J>\vk) = G(J)(Uk) + wd\vg (k = 1,2).

Ademés (cf. Propiedad 15),
Gyv € G(J)\”U).
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Sean zp = Ghvi € G(Jyvg) (k=1,2). Entonces,

(Gavy — Gava, Jyv1 — Jyv2) = (21 — 22, hvr — Jyvg) =
= (21 + wIhvy — wlyv1 — 22 — wI\V2 + WI\Va, AV — Jyva) =
= ((21 —i—wJ)\vl) — (222 +wJ,\v2)7 J)\’Ul — J)\’UQ) — W (J)\’Ul — J)\’Ug, J)\’Ul — J)\UQ) =
= (y1 — Y2, Javs — Jav2) — w||Javy — Jyva||?
donde yi = 2z + whhvr,  (k=1,2).
Utilizando (2.6), obtenemos,
(Gavy — Gava, Jyvr — Jyv2) = (21 — 22, a1 — Jyvz) >

> —wl|[Javy — Javal?.
1. Por definicién de la aproximada Yosida, AG v + Jyv = (I — Jx)v + Jyv = v luego,

AGAv1 + Jyv1 = 11
AG AV + Jyvg = vg
V1 — VU2

1
:>G)\’01—G)\U2+*(J)\’U1—J>\1)2): h

A

Elevando al cuadrado,
2, 1 2
||G)\111*G)\U2|| +P||J)\’L)17JAU2|| +
2 1 2
+X(G)\”U1 — GA’UQ, J)\vl — J)\’UQ) = ﬁHvl — 1)2” .
Luego, utilizando (2.7),
2, 1 2
||G)\’U1—G)\’U2H +7HJ)\’UI_J)\U2|| —

1
_THJ)\UI — Java|? < F\Im — vg?

que es la proposicién (a).

2. Tenemos:

[Gavy — Gava|? = [ Gavy — Gava,

I—Jy  I-Jy \_
P X 2T

> =/

(Gavi — Gavg, v1 — v2)—
1
- X(Gﬂh — Gvg, Jhvr — Javg) <

w
< —(Gav1 — Grvg,v1 —v2) + X”J’\Ul — J\vgl?

> =

también gracias a (2.7).

Nota 9 En particular, observemos que si Aw < 1/2, entonces G es lipschitciano de constante 1/A. En

efecto, en (a), si Aw < 1/2, entonces 153 > 0, y de ahi el resultado.
Propiedad 29 Sea G un operador M(w)-maximal. Si Aw < 1, tenemos la equivalencia:
u€ G) <<= ue€Gr(v+ ).

DEMOSTRACION: Idéntica al caso w = 0.
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Propiedad 30 Sea G M(w)-maximal. Sean Aw < 1y v1, v, w1, ws € H. Entonces,

1
o1 — v2 = ~(Jawr — Jhyws)||* < 5 flwr — wa — A(vr — v2) [P+

A = a2
2w
+ [lor — v + THJAUM — Jyws|*.

DEMOSTRACION: Recordemos que:

Gy = I;JA = Jn=1-)G,
Tenemos entonces:
Jor = va = 5 (nn = Jyz)|? =
= o = vz = (w1 = w2) + (Gaawr — G =

= 3l = v2) = (01— w2) + A(Grwr — Gy =
= %”A(Ul —vg) — (w1 — wa)|* + ||Grwy — Gawsl* +
+§ (Av1 —v2) — (w1 —wz), Grwr — Grws)
(utilizando la Propiedad 28) < %H)\(Ul — ) — (wy —wy)||? +

IN

1 w
+X(G)\w1 — Ghwa, w1 —’wz) + XHJ)\wl — J,\w2||2 +

2
+2 (U1 — 9, Ghwy — G)\w2> — X (w1 — wq, Grwy — G)\wz).

Pero,
2(v1 — vg, Gawy — Gawz) < [Jvr — v + [|Grwy — Gaws|* <
< lor — oo + %(Gwh — Ghwa, w1 — wa) + §||J,\w1 — Jyws?
y entrando en la desigualdad anterior se obtiene la mayoracién buscada. |

2.3.4. Una modificacion del algoritmo Al: el algoritmo A2.
Sea el problema general en la forma:
f—Au € B*0p(Bu).
Dado w € R, podemos poner:
f — Au— wB*Bu € B*0p(Bu) — wB*Bu

es decir,
f—Au— wB*Bu € B*(0¢p — wI)(Bu).

Llamando G* = 0p —wl y p € G (Bu), el problema se escribe:
Hallar v t. q.

p € G¥(Bu).

Si podemos definir la aproximacién Yosida G de G“, el problema es equivalente a:

{Au +wB*Bu=f— B*p

Au+wB*Bu = f — B*p
p = G{(Bu+ Ap).

Un algoritmo (A2) adaptado a este problema es el siguiente:
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» Sea p° inicial, arbitrario

m ,m+1

= Obtenido p™, calculamos u como solucién de:

P
Au™ +wB*Bu™ = f — B*p™
pm+1 — G‘S\)(B’U,m + )\an).

Lema 3 Sea ¢ una funcién convexa moédulo 3, es decir:

(1 =t)vr +tvz) < (1 —t)p(v1) + tp(ve)—

1
= Bt =B —vol’, f>0 Vte[0,1].

Entonces el operador G* = d¢ — wl es M(w — §)-maximal.
DEMOSTRACION: Tenemos, V¢ € (0, 1):

pluu+ 10— w)) < (1= 0)p(u) + tip(u) — 5At(1 ~ Bl — vl
Por otra parte,

pu+tv—u)) —p(u) > (Op(u), t(v —u)) =t (dp(u),v —u)
= p(u+tv—u)) > ¢(u) + t(dp(u),v — u)

de donde,

Intercambiando {u, v}, tenemos:

1
HOp(v),0 —u) = SAH(1 — t)lu—vf* + t(p(v) — p(u)).
Sumando y dividiendo por ¢, y haciendo ¢t = 0,

(Op(u) = Op(v),u —v) > B(1 = t)|u — v]”
(Op(u) — Dp(v),u—v) = Blu— vl

Es decir, dy es fuertemente mondtono y, en consecuencia, el operador dp — I = G¥ + (w — B)1 es
maximal mondétono. Finalmente se deduce que el operador

GY = 0p —wl

es M(w — f)-maximal.

Teorema 19 Con las hipdtesis siguientes:
1. a(v,v) = (Av,v) > a|v||?, a>0, YweV
2. p es convexa médulo 3

3. o bien a > 0 o bien B*B es un isomorfismo de V en V', es decir:

lu = u™[| < | B*B(u — u™)[lvs

4 AMw-B)<1/2
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5. 0§€1§

>
INA
M
N
IN
[N}
/N
&
+
£
N

se tiene:
lim |ju —u™| = 0.
m—0oQ

DEMOSTRACION: Recordemos el algoritmo A2:

Au™ +wB*Bu™ = f — B*p™
P = GR(Bu™ 4+ Ap™).

Gracias al lema anterior, el operador G¥ = 9 — wl es M(w — )-maximal. Por lo tanto, podemos
aplicar la Propiedad 28 con:

v = Bu+ \p G{(Bu+ Ap) =p
vy = Bu™ + )\pm G‘/”\’(Bum + )\pm) _ pm+1

para obtener:

1 -2 \w—
#US‘\)(BU‘FAP)—Jf(Bum+)\pm)\2+‘p_pm+1| <
1 ” .
< zIBlu—u™)+Ap—p )2 =
1
_F‘B(u_um)F+*(B(U—um),p—pm)+|p_pm|2. (28)

Por otra parte,
Au+wB*Bu= f — B*p
Au™ +wB*Bu™ = f — B*p™.
Restando y multiplicando por u — u™, obtenemos:
A(lu —u™)+wB*B(u —u™) = B*(p™ — p)
(Afu = w™),u—u™) + w(B*Blu — w™),u — u™) = (B* (o™ — p), u— ™)
(Afu —u™),u —u™) + w(B(u —u™), B(u —u™)) = (p" — p, B(u —u™))
alu —u™|* + w|B(u—u™)* < —(p — p™, Blu —u™)) (2.9)

De la ecuacién (2.8), tenemos:

m m 1—-2\w -
p—p"?—Ip—p “\22#

|J5 (Bu+ Ap) — J§ (Bu™ + Ap™)|*—
1
=2 (Blu—w)p -5 — s Blu—wm

1—2A\w —
> 122w =F) |JY (Bu + Ap) — J§ (Bu™ + A\p™)|*—
1 2 2
— 3Bl —u™)? 4+ = w2 4+ S Blu - w)[
Como |B(u — u™)|? < || B||?||u — u™]|?, tenemos:

1-2\w-—0)
2

2 a 1 m
+ t)\(”B”2+w) —ﬁ) -|B(u—u )|2

Si elegimos A y w de forma que verifiquen la dltima hipétesis,

p—p"P—lp—p" > |J (Bu + Ap) — J5 (Bu™ + M\p™)|*+

2 . 1.1 i_l(g l)>5(6 ) =0
MBIE YY) T E AT e T ey e m e =
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Ademéds, gracias a la hipdtesis (d),

m (lp—p™*—lp—p"*'?) =0
—00

1

de donde lim |B(u — u™)| = 0. Entonces, teniendo en cuenta (19),

m—00

= sia>0,
alu —u™| < (™ = p, Bu—u™)) < |p—p"|-[Blu—u™)| — 0

m—0oQ
= si B*B es un isomorfismo,
[u—w™[| < c||B*B(u—u™)|v: < ¢ B*|[|[B(u —u™)] — 0
m— 00

luego
lim |ju —u™| = 0.

m—00

Antes de pasar a los ejemplos concretos, conviene hallar una expresién de G¥, aproximada Yosida de
G¥ = 0p — wl en funcién de la aproximada Yosida de O¢p.

Propiedad 31 La aproximada Yosida de G¥ = 0¢ — wl viene dada por:

VN | v W
G (v) = T 0 (&p)l_xM (1 — /\w> T (2.10)

DEMOSTRACION: Sea p = GY(v). Tenemos entonces:

p€GY(v—Ap)
=p € (0p —wl)(v— Ap)
—p € (0p)(v — Ap) — wv + Awp
<=p+wv—dwp € (Jp)(v— Ap)

<p+wv— wp € (Op) (U—/\p+

. Aw B ANw
LT T 1Y)

PN
T— w

1-A
Pero

2
. (—)‘+ﬁ—ﬁ)l?:0

Aw _ v
vt Tw?!= 1w

luego

(=X =(00) o (125 ) e

=5 \1—dw
de donde se deduce (2.10).

Aplicacion a la torsiéon elastoplastica.

Segtin hemos visto anteriormente, B*B(-) = —div (V(+)). Por lo tanto,
P = GV ) =

1 ™4+ Ap™
— s 00 (T - )

1— \w _lwa(
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Pero,
(09) s = (1 ~ Proyo)
luego
Pl = - —1)\w ! —)\)\w (I — Proyo) (Vulm_—i—)\i\}pm) — 7 _w/\w (Vu™ + ™) =
B (i 1 —1)\w 1 —w)\w> (Vu™ +2p™) = %Proyc (W) B
= %(Vum +Ap™) — %Proyc (W) .

El algoritmo A2 serd, por tanto,

{(1 +w)Au™ = f 4 div p™

m+l _ ym 4 lxz,m 1 VuT+Ap™
D =p"+ Vu AProyc( = )

Aplicacién al fluido Bingham.
De manera similar tendremos:

—(v+w)Au™ = f+div p™
pm+1 = l—lkw PrOYC (pm + Vim) - 1—w)\w (vum + )\pm).

Aplicacion al problema de Stokes.

En este caso, Bv = —div v y B*q = Vq. La segunda ecuacién del algoritmo serd, por lo tanto,
1 —div u™ + Ap™ w
m+1 _ 0 — —di m Ap™) =
p 1—Aw<¢)1AAw< 1-)w ) 1—)\w( v+ A

11— )w-—divu™+ Ap™ w

= — —d. m )\ m =

1- 2w A 1w T (v e AT
1
=p" - Xdiv u™.

Si escribimos p = 1/, el algoritmo queda:

—vAU" + wV(divu™) = f — Vp™
pm+1 —

p™ — pdiv u™.
Este algoritmo es el correspondiente el método de lagrangiano aumentado para el problema de Stokes.
Aplicacion al flujo lineal en medio poroso.
B'p=f
p = 0p(Bu)
donde Bv = Vv y B*q = —div q. Observemos que la funcién

o) =3 [ law)*da

Recordemos el problema:

es diferenciable.
La forma modificada apta para inducir el algoritmo A2 sera:

—wAu=f+divp
p=GY(Vu+ Ap)
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donde

w

)‘(Q)_l—)\w (&P)ljm <1—)\w > 1w’

El algoritmo sera:
—wAu™ = f+ div p™

— O m m ’
Pt = g i (I_ I ) (Vulei\)p ) — =50 (Vu™ + Ap™).

1-dw

Hagamos

m 19 Vu™ + Ap™
z _J1>\>\u< 1—w >

es decir, 2™ es solucion de:
Vu™ + Ap™

I
(I+ 1—w

/ m
1-— /\ww )z
El algoritmo sera:

—wAu™ = f + div p™

Mo A |mis—2,m _ Yu"4ip™
z +17)\w‘z | 2= 1-dw

ptt =pm 4 £ (Vu™ — 2™).

Los pasos segundo y tercero pueden resolverse localmente. En concreto, para resolver el segundo
aplicamos en cada punto de integracién el método de Newton a la ecuacién escalar:

A _ Vu™ + Ap™
1 m|s—2 m| _
(donde | - | es la norma euclidea en R?) y, una vez tenemos |2™|, calculamos z™:
T Ap™
m o __ 1—Aw
1 + 17>\>\w |Zm|372 !

Este es un algoritmo proximo al de lagrangiano aumentado utilizado por Ferragut y Elorza.

2.3.5. Relacion con el método de direcciones alternadas.

Sean A y B dos operadores maximales mondtonos. Consideremos la ecuacién multivoca:
Au+ Bu 3 0. (2.11)

Si A es univoco, el problema se puede poner de la forma:

Au+p=0
p € Bu.
Y podemos aplicar el algoritmo A2:
1 u™ + Ap™ w
Au™ M =0pmtt= —RB — ™+ Ap™).
we et D P 1—-)w 1—Aw( 1—-)w ) 1—)\w(u )

En particular, si w = % y haciendo el cambio de variable,

Um

C2)

m

p =

el algoritmo queda:
{Aum + um2—>\vm =0

1 m+l u™—v™/2\  1¢m _ ™
Y = 2B2 /2 > (u 7 )-
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De la primera ecuacién podemos despejar:
u™ = (I +20A4)" ™ = Jh o™

y de la segunda,

I — A
Um+1 — (2um _ Um) — 4\ ( 2)‘\]2)\> (2um _ Um) —

= (2J4% — o™ — 2(I — JB) (274 — D™
= (I —2I +2J8)(2J5) — Dv™ =
= (2J8 - (275 — D™,

Por lo tanto, A2 puede escribirse como:
m+1 B A m
v = (2J53 —I)(2J35, — v
m+1 _ 7A, m+1
U = Jvm T
Vamos a interpretar este algoritmo como un algoritmo de direcciones alternadas. Sea la ecuacién
multivoca (2.11), que podemos considerar comoel limite estacionario de la ecuacién de evolucién:

% + Au+ Bu > 0.

El método de direcciones alternadas de Peaceman - Rachford serd, formalmente:
(explicito en A)
(implicito en B)
(explicito en B)
(implicito en A)

n+1/2_,n
Y 4 Aut + Butt2 50

n+1l_, n+1/2
Y 4 AumT 4 Bunt/2 50

Estas ecuaciones son equivalentes, respectivamente, a:

w2 € (I +AB)~H(I — AA)u"
u™tt € (I4+MNA)"HI — AB)unt1/2

es decir,
u"tt e (I+MA)"HI = AB)(I +AB)" (I — M)u" 2.12)

= JMI = AB)JE(I — MA)u".

Si A o B son multivocos, la expresién anterior no es utilizable; vamos a modificarla de forma que
Y I
tenga sentido en el caso de operadores multivocos (habré equivalencia en el caso A y B univocos). Si A

y B fueran univocos, tendriamos:
(I4+AB)JB =1 con JP=(I+AB)"!
(I+XA)JL =1 con Jd=(T+IA)"L

Si hacemos el cambio de variable u™ = J{v™, la ecuacién (2.12) queda:
Jomt = JMI = AB)JE (I — MA) TP,

Tomaremos, pues, como algoritmo:
"t = (I = AB)JE2(I — XA)J{",

Veamos ahora que, si A es univoco,
2J8 — T =27 — (I +\A)JS =

= (21 — T = NA)JL = (I = NA)JP
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luego, asumiendo la misma condicién para B,

(I—=NA)JL =2J8 —1
(I-AB)JP =2JF -1

de modo que el algoritmo resultante sera:

0" = (I = AB)JZ(I — M) J{v" =
= (2J8 - D(©J{ — D"
un+1 _ van—i-l

que coincide con A2, cambiando A\ por 2\.

2.3.6. Un algoritmo de penalti-dualidad (A3).

Recordemos el problema general de partida

Au+ B*p=f
p € (0¢)(Bu)

que se puede escribir en la forma:
{Au +B*p=f
p = (0p)r(Bu + Ap)
0, también,
{Au + B*(9p)»(Bu + \p) = f
p = (9p)r(Bu + Ap).

Ello sugiere el siguiente algoritmo (A3):
= p¥ inicial, arbitrario

m—+1

= obtenido p™, calculamos u™ y p como solucion de:

Au™ + B*(0p)(Bu™ + \p™) = f
Pt = (9p)A(Bu™ + Ap™).

0

Nota 10 Si elegimos p° = 0, entonces u° es solucién de:

Au® + B*(0p)x(Bu®) = f.

Es decir, tendremos ||u — u®|| = O(v/)\) en la primera iteracién, pues u® es la solucién del problema
penalizado. La dificultad estriba en que la primera ecuacién a resolver es (en general) no lineal, y habra que
plantear un método iterativo de resolucién. ]

Teorema 20 Si a > 0, o bien, si § > 0y B*B es un isomorfismo, entonces:

o — w2

lim 0.

m—oo A

DEMOSTRACION:

1. Caso a > 0.

Por ser (9¢)x un operador lipschitciano de constante ; (cf. Teorema 10), tendremos:

((Op)a(v1) = (Op)r(v2),v1 — v2) .

> =

|(@0)a(v1) — (Op)a(v2)|* <
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Sabemos que:

p = (9p)A(Bu + Ap)
Pt = (9p)x(Bu™ + Ap™).

Por lo tanto,

L < 2 (p— ™ (Bu+ Ap) — (Bu + ™). (2.13)

> =

lp—p
Por otra parte, comparando las ecuaciones del problema y del algoritmo,

Au+B*p=f
Au™ 4 B*p™tt = f.

Restando y multiplicando por (u — u™), obtenemos:

Alu—u™) +B*(p—p™t) =0
(A(u —u™),u—u™)+ (p—p™, B(u —u™)) =0
allu —u™|* + (p = p™*, Blu — ™)) <0
(p—p™ " Blu—u™)) < —afu—u™|?

Entrando con esta tltima ecuacién en (2.13),
«
p=p" P < =Sl = w4 (p - p™ - ™) <

o 1 1
< *XHU*UmW +olp—p" P+ §\P*Pm|2

2
2
p=p"* = lp=p" " = = flu— ™%,
de donde,
i
Jim = o

2. Caso 8 > 0, B*B isomorfismo. Daremos las lineas generales de la demostracién.

En las ecuaciones del problema y del algoritmo, tenemos:

(09)A(Bu+ Ap) = (I = J)(Bu+ Ap)
(880)/\(Bum + )\pm) — %(I _ J/\)(Bum + )\pm)

Utilizando la técnica habitual, obtenemos la siguiente estimacion:

1 2
p—p™ 2 < = 5Bl - u™)? = - P
1
1= p™) = S (IA(Bu+Ap) = Jy(Bu™ + Ap™))|2. (2.14)

Puesto que d¢ es M(w)-maximal, alplicando la Propiedad 30 tendremos:
m 1 m my\|2 1 m\|2
[p = p" =5 (Ja(Bu + Ap) = Ja(Bu™ + M™)[* < 5[ Bu —u™)[*+

2
+lp —pm|2 - 7ﬁ|J,\(Bu + Ap) — Jn(Bu™ + )\pm)|2
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de donde, entrando en (2.14),

lp—p +1|2<—§|B(U—U )|2—7||U—U H2+p|B(U—U )12+
2
=" = 2 (But dp) — In(Bu™ + )P

P—lp-p “IQZTIIu—u ||2+7|JA(BU+/\p)—JA(Bu + Ap™) 2.

lp—p™

Por lo tanto,
m—+1 |2 — O

lim |p—p™'* — |p—p
m— 00
Ademss, si 8 > 0,

_ m mY|2
lfm |Ix(Bu + Ap) — Ja(Bu™ 4+ X\p™)| _o.

m—0o0 )\

De (2.14) deducimos:

1
X'B(u _ um)|2 S A (|p _pm‘Z _ ‘p_pm+1|2) +
+2|p = p™|[Jx(Bu + Ap) — Jx(Bu™ + A\p™)|+

1
+ X|J,\(Bu + Ap) — Jh(Bu™ + )\pm)|2.

Pasando al limite,

ttm BE—E
m—00 )\
y, si B*B es un isomorfismo,
o [

En cada iteracién del algoritmo A3 hay que resolver un problema en general no lineal, de la forma:
Au+ B*(0p)A(Bu + Ap) = f
que se puede resolver aplicando, por ejemplo:

= los algoritmos Al o A2; asi, el algoritmo Al seria:

Aui = f — .B*U}Z
Wit1 = (&p),\JrH(Bui + )\p + uwi)7 w>0

= 0 bien, teniendo en cuenta que tenemos:
I —
Au+ B* <)\J>‘> (Bu+Mp) = f
1 * * 1 *
AU+XB Bu=f—-—B'p+ XB Ix(Bu + Ap)
el algoritmo correspondiente sera:

1 1
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Estudiemos la convergencia: restando las dos tltimas expresiones,
1 * * 1 *
Au—s—XB Bu=f—-B'p+ XB Jx(Bu + Ap)
1 1
Aui+1 + XB*Bui"rl = f — B*p + XB*J)\(BUZ + /\p)

1 1
A(u — i) + XB*B(U —Ujy1) = XB*(J’\(BU + Ap) — Jx(Bu; + A\p))

y, multiplicando por (u — u;41),

(A(w = uit1),w — uit1) + < (B"B(u — tit1),u — ui1) =

S| = >

= —(B*(Jx(Bu+ A\p) — Jx(Bu; + Ap)), u — uix1)
1

(A(u = uip1),w = i) + 3 (Bu = ui1), Blu — uir1)) =
= ((n(Bu+ Ap) = Jy(Bui +2p)), Blu — i)
y, por ser A un operador coercivo,
aflu— sl + 5B~ uig)|? <

< LA (Bu+ 2p) — Jr(Bui + 29), Blu — i),

Por otra parte, Jy es lipschitciano de constante ﬁ:

2 1 2 1
— . — i . P — —_ . _ . <
a||u u1+1|| + )\|B(u UH_1)| )\(1 )\ﬂ) (B(u uz),B(u ul+1))
(Cauchy—SChwarz) < 7)\(1 ! 2 )|B(u — ’U,Z)| . |B(u — ’U,i+1)| =

1 1
5 1B i)l B | <
(cf. Nota 7 con € = V) <1 E‘B(U—U‘+1)|2+¥|B(U—U‘>|2
=22 i 2(1 + A\5)? :
de donde,
allu w2 < 5B~ uin) P~ 1B = w5 | Bl )P
i+1ll” < oy i+1 \ i+1 N1+ )2 )l°.

Separando en fracciones sencillas el siguiente término:

1 1 BR+M)
2A(1+A3)2  2X  2(1 + AB)2

obtenemos:

alu= il < g5 (B u)l? = 1B(u—wssn)?) = S B u)l

donde sabemos que:
B2+ AB) 2
- 7 — U < 0.
2 agy Bl -l <0

En consecuencia,
lim |ju — u;]] = 0.
11— 00
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En cambio, si & = 0, pero 8 > 0, tenemos:

B2+ AB)

WW(”‘ ui)|* <

(IB(u—ui)|* = [B(u — uiy1)[?)

>

de donde lim |B(u —u;)| = 0y, si B*B es un isomorfismo,
1— 00
lim |ju — u;]] = 0.
11— 00

Una modificacién.
Si nos limitamos a una sola iteracién en el algoritmo interno, el algoritmo completo quedara:
Dados u™, p™, hallamos ©™*1, p™*+1 como solucién de:
Auerl 4 %B*Buerl — f _ B*pm 4 %zm
P = (@) (Bum 4 ™)

donde 2™ = Jx(Bu™ + Ap™). Este algoritmo puede ser modificado formalmente de la manera siguiente:

= sean p, 20 arbitrarios

+1

= calculamos ©™* como solucién de:

1 1
Aum—i—l + XB*B’LL"H_l — f _ B*(pm _ XZTH)

m+1

= calculamos z como solucién de:

Pl A((’?gp)zmﬂ 5> Bu™t 4 xp™

(donde hemos sustituido p™*!, desconocido, por p™)

= calculamos finalmente p™*1:

P = (@) (BuT + ™) =

I—-J
m 1 m—+1 1 m—+1 m
=p +XBU —XJ)\(B’LL + Ap™).

Aplicacién al problema de flujo no lineal.

En este caso, tenemos:

= A=0

= B=V, B*=-div = B*B=-A
n (00)a(2) = ¢'(2) = |22z

El algoritmo queda de la forma:

—%Aum_H = f+div (pm — %zm)
Zm+1 + )\|Zm+1|872zm+1 = vum—0—1 + )\pm
Pm+1 = Pm + %(Vuerl - Zm+1)

que es el algoritmo de lagrangiano aumentado utilizado por Ferragut - Elorza.
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Aplicacion al problema de la elastoplasticidad.

Recordemos las principales ecuaciones planteadas en la seccién 2.2.8 (suponemos g; = 0, por simpli-
ficar):

(o(u),e(u) = (fiw), YweV
a(o,7—0o)— (e(u), 7 —0) >0, VreH.
Discretizaciéon espacial y temporal: resolviendo paso a paso,

{(J”“,s(w)) = (f"w), YweV,

a(7”n+;;”n ;7 — o™ — (e(v" ), 1 — 0"t >0, VreK,

donde:
« Vi={weV |/ wlre(P(T)3TeT,}
« Hy={reH | #reR(D)’.TeT}
» K= KN Hy.

En cada paso de tiempo hay que resolver, por lo tanto, un problema del tipo:
Dado &, hallar o tal que:

0 i (2.15)
~a(o—6,7—0)—(e(v), T —0) >0, VrekKy

{@d@)(ﬁm,vwen

Este problema puede ser resuelto, por ejemplo, mediante el algoritmo de Uzawa (en realidad, es el algo-
ritmo Al):

= obtenido v;, calculamos ;41 como solucién de:

1

Ea(ai-‘rl -0, T — Ui-i-l) — (€(Ui),T — 0i+1) >0, V1 e Ky, (2.16)

= a continuacién, calculamos v; 1 como solucién de:
(cisn)se(w)) = ((v0), e(w)) + p((f.w) = (oi1,2(w)), Voo € Vi (2.17)

Nota 11
= El tensor de velocidad de deformacién juega aqui el papel de multiplicador de Lagrange.

» El operador auxiliar se puede elegir de otra forma, por ejemplo, (A~1e(viy1),e(w)), que es el
operador asociado a la elasticidad lineal.

= El primer paso es un problema no lineal pero desacoplado; en cada punto de integracién tenemos
un problema lineal de 6 ecuaciones con 6 incégnitas.

Convergencia del algoritmo: Tomemos 7 = 0,41 en la segunda ecuacién de (2.15) y 7 = o en (2.16):

1 -
EG(U = 0,0i41 —0) = (6(v),0i41 —0) =20
1

Kt@(giﬂ —7,0—0i11) — (e(v;),0 — gi1) > 0.

Restando la primera ecuacién de la segunda, obtenemos:

a(O'H_l — 0,0 — Ui+l) - At(z—:(vl) - E(’U), g — Ui+l) Z 0 (218)
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Por otra parte, utilizando ahora la primera ecuacién de (2.15) y entrando en (2.17):

(e(it1),e(w)) = (e(vs),e(w)) + pl(o,e(w)) — (dit1,6(w))] =
= (g(v;),e(w)) + plo — giq1,6(w)), Yw € Vy

o bien,
(e(vit1 —v),e(w)) = (e(vi —v),e(w)) + plo — oiy1,6(w)), Vw e Vy

Tomando w = v;41 — v:

(e(vit1 —v),e(vit1 — v)) = (e(vi = v),e(viy1 — v)) + p(0 = Tiy1,€(Vit1 — V)

de donde,
le(virr = 0)|I* < lle(visr = ) - lle(i = v) + plo = o3).
Dividiendo por |le(v;y+1 — v)]|, y elevando la inecuacién resultante al cuadrado,

le(virs = v)|I” < [le(vi —v) + plo —a3)||* <
< le(vi = o)1 + 2p(e(vi = v), 0 = 0iy1) + p*llo — Tipa |-

Utilizando (2.18), tenemos:

le(vi = v)[1? = [le(iss — V)I* = =2p (e(vs — v),0 = 0ip1) — p*llo — oz ||* >

2p
> (o1 — 0,0 —0i1) = pllo — o] =
At
2
= Laoi1 — 0,051 0) = plloia — o||* 2

2
> Llloves = ol = plloiss — o =
2
= <At - ) plloiv — ol

h'm ||Ui+1 - O'H =0.
11— 00

Luego, para un adecuado valor de p:

Resolucion del problema en cada paso de tiempo. Dado &, hallar o € K}, tal que:

i(1((7—[777—0) —(e(w), 7 —0) >0, V1 e Kj (2.19)

At
(0,e(w)) = (f,w), Yw € Vi, (2.20)
Podemos aqui utilizar el algoritmo de Uzawa (es el algoritmo Al adaptado):
= Sea vy arbitrario

= Obtenido v;, calculamos {1, v;41} resolviendo:

éa(UH,l — 0,7 —0i41) — (e(vy), 7 — 0441) >0, (2.21)
V1 e Ky

(e(vit1), e(w)) = (e(vi), e(w)) + p[(f, w) — (011, e(w))], (2.22)
Yw € V.

(2.21) es un problema local de 6 ecuaciones con 6 incégnitas en cada punto de integracion.

Nota 12
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» El operador auxiliar (¢(v),e(w)) puede ser sustituido por (A~ te(v),e(w)); resolvemos asi un prob-
lema de elasticidad lineal en cada iteracién. e(v) juega el papel de multiplicador de Lagrange.

= Para resolver la primera ecuacién, nos trasladamos al caso:
a(lo, 7 — o) — (e(v), Tt —0) >0 (2.23)

introduciendo, por ejemplo, un campo v tal que A6 = 9. La resolucién de (2.23) es entonces una
proyeccién respecto al producto escalar a(o,7) de A~ e(v):

o = Proyg, A7 'e(v). [

Estudio de la convergencia. Tomemos 7 = 0,41 en (2.19) y 7 = 0 en (2.21):

1 -

Kta((f — 06,0141 —0) = (e(v),0i41—0) 20
1 -
Kta(aiﬂ — 0,0 —0i41) — ((v;),0 — 0441) > 0.

Sumando y transformando convenientemente la inecuacion,

Ea(a —0i41,0i41 — 0) — (e(v) —e(v;),0i41 —0) >0
2
= Kpta(o —0it1,0 — 0it1) < 2p(e(v) — e(v;),0 — Tit1)- (2.24)

Por otra parte, multiplicando (2.20) por p y entrando en (2.22),

(e(vig1),e(w)) = (e(vi), e(w)) + pl(o; e(w)) = (Fig1,e(w))], Vw € Vi
(e(vigr —v),e(w)) = (e(vi = v),e(w)) + p(o = dit1,e(w)), Yw eV,

Haciendo w = v;4+1 — v,

le(ivr —v)|I” = (e(vi = v), e(vigr —v)) + p(0 = Tiv1,€(Vig1 —v)) =
(e(vi = v) + p(o = 0it1),€(vig1 —v)) <

2 =
< lle(vi = v) + plo = oi1)|| - [le(vigr — v)||-
Simplificando la desigualdad, y elevando la resultante al cuadrado,

le(virs = )|I” < [le(vi =) + plo = aiya) | <
<le(vi = )1 + 2p(e(vi = v),0 — 0i1) + p*lo — o |?

de donde,

le(vi = v)|1* = [le(isr — v)|I* > —2p(e(vi — v), 0 — 0i11) — p*llo — oiga || =
=2p(e(v —v;),0 — 0i41) — p*llo — i ||* >
2
gracias a (2.24) > A—/;a(a —0i41,0 — 0i1) — p2llo — oia|]? >
2pp

EHU - Uz‘+1||2 - P2HU - Ui+1||2 =

2
— (% 0) bl -l

v

Eligiendo 0 < p < %, tendremos:

lim ||o — o441 |* = 0.
11— 00
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Resolucién del problema:

1

Ea(a—&n’ —0)—(e(w),7—0) >0, V7€ Kp.

Introduciendo el operador A™!,

1

Kta(o’—&,T—a)—a(Ails(v),T—a) >0, VrekK,

aloc — 6,7 —0) —a(AtA e(v), T —0) >0, VreK,
a((6+ AtA T e(v)) —o, 7 —0) <0, VreK,

luego
o = Proyg, (6 + AtA™"e(v))

donde la proyeccién se toma en el sentido del producto escalar a(-,-), y se puede calcular explicitamente
en el caso del criterio de Von Mises; poniendo & = A~ le,

o = Proyg, (A7 (e + Ate(v))) =
= Proyy, (A7'%) =

= KoXp10i; + inf | 2p, ——— | ©P.

2.3.7. Reformulacion del problema de la elastoplasticidad. Generalizacién:
viscoplasticidad.

La ley de comportamiento:
a(o, 7 —0o)—(e(u),T—0) >0, VT€K
o bien
(A6 —e(u), 7 —0)>0, VTeK
puede también escribirse como:
o(1) — p(0) > (e(i) — A6, 7 —0) >0, VreH
o también
e(i) — Ao € dp(o)

donde ¢ = Ik es la funcién indicatriz de K. Considerando distintas funciones ¢, tenemos un modelo
general de elastoplasticidad. En particular, tomando:

Op = (0Ik)r = 0(IK)a

tenemos un modelo de viscoplasticidad.
Para reescribir el problema completo, introduzcamos:

S = {’7’ = (Tij) cH / /QTijEij(w) = Aflwz +/F gi W, Yw € V}
S(O) = {’7‘ = (Tl‘j) cH / / TijEZ'j(’w) =0, Yw € V}
Q

El problema general de la viscoplasticidad se puede formular:
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Hallar o € S tal que:
e(u) — Ao € dp(o)

0, de forma equivalente,
Hallar o € S tal que:

(1) — @(o) > (e(t) — Ad,7 — o), V7€ H.

En particular, V7 € S tendremos:
(r — 0,2(i)) = /(Tij Coi)ey (W) =0 <« T—ges0
Q
luego

o(1) — p(o) > (=Ad, 7 —0), VYreS.

Este problema puede también escribirse, introduciendo Is (funcién indicatriz de 5):

Is(T) + (1) — Is(0) — (o) > (—Ad,7—0), Vr€S, o€l
o bien,
—Ac € d(Is + ¢)(0)
y, debido a las propiedades de continuidad de Is (es continua en el interior de su dominio efectivo),
Is +¢) = 0Is + 0p
= — Ao € 0Is(0) + d¢p(0)
= Ao+ dls(c) +dp(c) 50
es decir, una ecuacién del tipo: St + Au + Bu 3 0.

Encontremos una interpretacién del valor obtenido en cada iteraci’on de los algoritmos disenados para
resolver el problema estacionario Au + Bu 3 0. Volviendo, pues, a la formulaci’on inicial, y haciendo en

ella o = 0, el problema es:
Hallar {o,u} tales que:

fQ oijcij(w) = fQ fiw; + fpl giwi, Yw
e(u) € dyp(o).
Si escribimos (G, w) = [, fw + fFl gw, el problema se puede formular:
(0,e(w)) = (G, w)
(e'o,w) = (G, w) = (0G (1), w)

luego
elo = 0G(1u)
o€ OF(e(i)  (F=¢")
Supongamos, por simplificar, g = 0. Tenemos entonces:

{fn oijeij(w) — Jg fiwi =0
o € OF (e(u))

Podemos transformar la segunda ecuacién en:

o —wA ' e(i) € IF (e(i)) — wA™ " e(i) =
= G¥(e(@))
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mientras que la primera ecuacion es:
efo=1L (2.25)

donde L es la aplicacién tal que: (L, w) = fQ fw. De ello se puede deducir:
= . = Lee (0F(e(@)).
o € OF(e(u))
Por lo tanto, (2.25) es equivalente a:
—we* A7 e(l) = —e*0 —we* A7 e(0) + L
L —we* A7 e(u) = e*(OF (e(1h)) — we* A7 e(1))
L —we* A7 () € e*(OF — wa™ 1) (e(1))
=e"G¥(e(un)).
El problema es, por lo tanto,
we*A7le(l) = L —&*(p)
p € G¥(e(h) = (OF —wA™)(e(1))
o bien, en forma variacional,
w fQ A le(d)e(w) = fsz Jiwi — fﬂ pij€ij(w)
p=(OF —wA 1)\ (e(t) + \p).
Finalmente, el algoritmo de resolucion ser’a:
= p? arbitrario,
= en la iteracién n, resolver:
w fq A le(l )e(w) = Jo fi}LUi —Ja piygij(w)

Pt = (OF —wA )\ (e(t ) + Mp")

n
ot = pntl L wA (0 ).



