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Capitulo 1

Introduccion al Calculo Numérico

Desarrollar en clases practicas.
Ejercicios

1. Desarrollar un programa que permita calcular e = 27 tal que 1,0 + £ # 1,0 en el ordenador.



Introduccion al Céalculo Numérico




Capitulo 2

Resolucion numeérica de ecuaciones
de una variable

En este tema se discute uno de los problemas béasicos del cédlculo numérico: Dada una funcién f de

una variable real a valores reales, hallar los valores de la variable x que satisfagan la ecuacién f(z) = 0.

Este es uno de los problemas més antiguos en aproximacién numérica y sigue siendo hoy en dia objeto de
investigacion. Los procedimientos que estudiaremos son algunos de los més clasicos, como el método de la
biseccién, el método de punto fijo o el método de Newton-Raphson, basicamente desarrollado por Newton
hace aproximadamente 300 anos y los derivados de éste que son el origen de los més recientes métodos
de Quasi-Newton para resolver sistemas de ecuaciones no lineales, que se estudiaran en la segunda parte

de esta asignatura.

El problema de hallar las raices de una ecuacién, f(z) = 0, aparece frecuentemente en el trabajo

cientifico. Por ejemplo, en teoria de la difraccién de la luz necesitamos las raices de la equacién
z—tanz =0 (2.1)
En el cédlculo de érbitas planetarias necesitamos las raices de la ecuacién de Kepler
x—asinz =b (2.2)
para varios valores de a y b. En teoria de la combustién
x = e (2.3)

para varios valores de v y 4.

El problema general, planteado en el caso més sencillo de una funcién de variable real y cuya imagen

sea un numero real, es el siguiente:

Dada una funcién f : R — R, encontrar los valores de x para los cudles f(z) = 0. A continuacién

consideraremos varios de los procedimientos estandar para resolver este problema.
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2.1. Meétodo de la biseccidon

Se basa en la aplicacién reiterada del teorema de Bolzano. Si f es una funcién continua definida sobre

un intervalo cerrado [a,b] tal que f(a).f(b) < 0 entonces f debe tener un cero en ]a, b|.

El método de la biseccién explota esta propiedad de la siguiente manera:

1. Hacemos ¢ = “T'H?

2. = Si f(a).f(c) <0, entonces f tiene un cero en ]a, [ hacemos b — ¢
» Si f(a).f(c) > 0, entonces f(c).f(b) <0y f tiene un cero en |¢, b[ hacemos a «— ¢

» Si f(a).f(c) =0, est claro que f(c) =0y hemos encontrado un cero.

En las dos primeras situaciones del punto 2, hemos reducido el problema a la biisqueda de ceros en

un intervalo de longitud la mitad que la del intervalo original.

La situacién f(c) = 0 es poco probable que se dé en la préctica, debido a los errores de redondeo.
Asi el criterio para concluir no debe depender de que f(¢) = 0, sino que permitiremos una tolerancia

razonable, tal como |f(c)| < 1071 si trabajamos en doble precisién (Depende del ordenador).

Pseudo-cédigo del algoritmo de la biseccion

= input a,b, M, d,¢
« u— f(a)
« v — f(b)
me—b—a
= output a,b,u,v
w if sign(u) = sign(v) then STOP
= Fork=1,...M do
e c— 3

e c——a-+te

o we— f(c)

output k,c, w,e

if |e] < 4 or |w| < & then STOP

if sign(w) # sign(u) then
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ob+—c
o V+—w
e clse
oa+—c
o U+— W

e cndif

= end

Varias de las partes de este pseudo-cédigo necesitan explicacién adicional. En primer lugar el punto
medio ¢ se calcula como ¢ «— a+ b_Ta en lugar de ¢ «— “T'H’. Al hacerlo asi se sigue la estrategia general
de que , al efectuar cédlculos numéricos, es mejor calcular una cantidad anadiendo un pequeno término
de correccién a una aproximacion obtenida previamente. En segundo lugar, es mejor determinar si la
funcién cambia de signo en el intervalo recurriendo a que sign(w) # sign(u) en lugar de utilizar w.u < 0
yva que ésta ultima requiere una multiplicacién innecesaria. Por otra parte e corresponde al célculo de la

cota del error que se establece mas adelante.

En el algoritmo hay tres criterios que pueden detener la ejecucién:

= M, senala el maximo nimero de pasos que permitird el usuario. Un algoritmo correctamente di-

sefiado tiene que ser finito.

= Por otra parte la ejecucion del programa se puede detener, ya sea cuando el error es suficientemente
pequeiio o cuando lo es el valor de f(c). Los pardmetros ¢ y € controlan esta situacién. Se pueden

dar ejemplos en los que se satisface uno de los dos criterios sin que el otro se satisfaga.

Teorema 2.1 : Analisis del error

Sea f continua en [a,b] = [ag,bo] con f(a).f(b) < 0. Sean [ag, bo], [a1,b1], ..., [a@n, by] los intervalos
sucesivos generados por el método de la biseccion. Entonces los limites lim,, oo @y, lim, o b, existen,

an+bp
2

son iguales y representan un cero de f. Si r = lim,, ., ¢, con ¢, = , entonces

Ir — cn| < 2" (bo — ap)

Demostracion:

Por la propia construccién del algoritmo, tenemos,



12 Resoluciéon numérica de ecuaciones de una variable

La sucesién {a, } converge debido a que es creciente y estd acotada superiormente.
La sucesién {b,} converge por ser decreciente y estar acotada inferiormente.
También tendremos

_ bp—1 —an—1 _ _ by — ag
— 5 on

Asi

M:O

lima,, — limb,, = lim

Si escribimos 7 = lim a,, = lim b,,, tomando limites en la desigualdad f(a,).f(b,) < 0, resulta f(r)? =
f(r).f(r) <0, es decir f(r) =0.

Finalmente, en la etapa en la que se ha construido el intervalo [a,, b,], si se detiene en este momento

el algoritmo, sabemos que la raiz de la ecuacién se encuentra en ese intervalo. La mejor estimacion para

%b” y el error cometido verificara

esa raiz ser el punto medio ¢, =
bn—an<1bo—a0 bo—ao

_ < o
|’l° c’ﬂl = — 2 277, 2n+1

Ejercicios

1. Encontrar la raiz més cercana a cero de la ecuacién

X

e’ =sinzx (2.4)

Indicacién: Antes de aplicar rutinariamente el procedimiento anterior conviene hacer un anélisis
sencillo del problema planteado y tratar de localizar la posible solucién. Por ejemplo, esbozando las

graficas de e” y de sinx, resulta evidente que no existen raices positivas de f(z) = e* — sinz.

2. Supongamos que el método de la biseccién se inicia con el intervalo [50,63]. Cudntos pasos deben

darse para calcular una raiz con una precisién relativa de 10712,

2.2. El método de punto fijo

Utilizaremos este método para resolver ecuaciones de la forma = = f(x). Observemos que si queremos
hallar las raices de una ecuacién g(x) = 0, podemos ponerla de la forma anterior, por ejemplo, haciendo
f(z) = z — g(x) o més generalmente f(z) = x — p(x)g(z) donde p(z) # 0, es una funcién adecuadamente

elegida, que puede ser constante o no.
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De manera mas precisa el problema planteado es el siguiente:
dada f : [a,b] — [a,b] funcién continua, hallar x € [a, b] tal que z = f(x)
Teorema 2.2 de existencia

El problema anterior tiene al menos una solucién.
Demostracién:

Sia= f(a) o b= f(b) entonces a o b es una solucién. Supongamos pues que a # f(a) y que b # f(b).

Pongamos g(z) = x — f(z), tendremos, g(a) = a — f(a) <0y g(b) =b— f(b) > 0. Por el teorema de

Bolzano existe al menos T €]a, b[ tal que g(Z) = 0, es decir, z = f(z). B
Teorema 2.3 de unicidad Supongamos ademas que se verifica la siguiente hipotesis:
Existe k < 1 tal que |f(x) — f(y)| < k|z — y| Para todo z,y € [a,b], entonces el punto fijo Z es tnico.

Demostracion:

Sean @7 y @2 dos puntos fijos de f, &1 # o, es decir, @1, %2 € [a,b], 1 = f(£1) v Z2 = f(22).

|1 — @2| = [f(71) — f(72)] < k|l — 22| < |21 — 22|

Observacién: Si f es diferenciable y existe un niimero k < 1 tal que |f/(z)| < k para todo z € [a, b],

entonces para & € [a,b], resulta [ f(z) — f(y)| = |'()l|e — y| < klz — yl.

Algoritmo de punto fijo

" 20 € [a,b], arbitrario.
= Obtenido z,, se calcula z,+1 = f(z,).

= Control de error y de parada.

Pseudo-cédigo

= input xg, M, €
m T <— X

= Fork=1,.... M do
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e 1| —=x
.« 2 f(2)

o ¢ |z — x|

output k, z, e
e if e <& STOP

= end

Comentario: El control del error se puede sustituir por otro, por ejemplo, controlando el error relativo

|*=**| siempre que estemos seguros que la solucién buscada no esté cerca de x = 0.

Teorema 2.4 de convergencia
Sea f : [a,b] — [a,b] continua y tal que
|f(x) = f)l <klz —y| Vaz,y€lab], k<1
entonces la sucesion x,, generada por el algoritmo de punto fijo verifica

lim z, =%x
n—oo

siendo Z el Unico punto fijo de f.

Demostracion:
zn — | = [f(zn) = f(@)] < [2n—1 —Z[ < oo S k"m0 — 2
de donde
lim |z, —Z| <|zog—Z| lim k" =0
n—00 n—oo
pues k< 1. 1

Teorema 2.5 : Analisis del error

f con las hipotesis del teorema anterior, entonces

n

|zn — 7| <

11—k

lz1 — xo

Demostracion:

ZTnt1 — Zn| = |f(2n) — f(@n_1)| < E|lzn —2pn_1] < .0 <E" |2 — 20
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Para m > n > 1 tendremos,

|Tm — | = |Tm — Tme1+ Tm-1 — Tm—2 + Tm—2 — .. + Tpy1 — Ty
< X — 1+ [Tme1 — Tm—z| + o + [Tpg1 — Tn]
< (BT R4 LR |2 — 20
< K14 k4 R Y|z — xg

Pasando al limite cuando m — oo se obtiene

O

\351 — Zo

Observacion: El torema anterior permite demostrar la existencia de punto fijo sin hacer uso del

torema de Bolzano. En efecto, la estimacién

n

k
1-k

|xm_$n| < |J31_$0|

demuestra que la sucesién z1,xo, ..., Ty, ... es de Cauchy, por lo tanto convergente; sea lim,, .., z, = Z.

Pasando al limite en la expresién ,+1 = f(z,), resulta z = f(z).

Comentario: Lo anterior es un ejemplo del torema més general del punto fijo de Banach en espacios

métricos completos, siguiente:

Sea f: M — M una aplicacién de un espacio métrico completo M en si mismo tal que

d(f(z), f(y) < kd(z,y), k<1

Entonces f tiene un tnico punto fijo que se puede calcular con el algoritmo anterior.
Definicién: Orden de convergencia, nocién de convergencia lineal, cuadréatica y orden a.

Supongamos que (z,),n = 1,... es una sucesién convergente cuyo limite es p. Sea e, = x,, — p. Si

existen dos constantes A > 0 y a > 0 tales que

diremos que (z,) converge hacia p, con orden «. En particular:

= Si a =1, diremos que la convergencia es lineal.

= Si a =2, diremos que la convergencia es cuadratica.
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= Sil < <2, diremos que la convergencia es superlineal.

Orden de convergencia del método de punto fijo

El método de punto fijo tiene convergencia lineal si f’ es continua y f'(Z) # 0 siendo Z el punto fijo
de f. En efecto,
ent1 = Tny1 — T = fzn) — f(&) = /(&) (@n — Z) = f'(€n)en

donde &, € [z, Z], finalmente

1My — 00 [ent1]

= limn oo (&) = |[f'(Z)] = A > 0

el
Ejercicios

1. Sea f: R — R, continua. Podemos afirmar que f tiene un punto fijo ?

2. Demostrar que las siguientes funciones son contractivas (Lipschitzianas de constante menor que 1)

en los intervalos indicados y determinar el valor éptimo de la constante de Lipschitz.
L] ﬁ en un intervalo arbitrario.
. %xsobre1§x§5

» arctan(z) sobre un intervalo que excluye el 0.

|z|3/2 sobre |z| < 1/3

3. Si en una calculadora se mano se introduce un nimero y se presiona repetidamente la tecla que

corresponde al coseno. Qué nimero aparecerd eventualmente ? Razénalo.

4. Sea p un numero positivo. Cudl es el valor de la siguiente expresion 7

r=\/p++p+..

5. En astronomia se conoce como ecuacién de Kepler a la siguiente expresién ¢ = y — esen(y) con

0 < & < 1. Demostrar que para cada x € [0, 7] existe una y que satisface la ecuacién y aplicar el

algoritmo de punto fijo para resolverla.

2.3. El método de Newton

Consideremos de nuevo el problema de buscar las raices de una ecuacién del tipo f(x) = 0.

Construccién del método de Newton
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Supongamos que T es una raiz de la ecuacién anterior y supongamos ademds que f es dos veces

derivable con continuidad. Si z es una aproximacién de T, podemos escribir,

0= £(2) = (&) + @) — &) + 3 (€)@ — )

2

Si x estd cerca de T, (T — z)* es un ntmero pequeno y podremos despreciar el dltimo término frente a

los otros, y & vendra dado aproximadamente por

f(z)
f'(x)

TR T —

Como hemos despreciado el término cuadrético este valor no serd exactamente T, pero es de esperar que

serd una mejor aproximaciéon que el valor x de partida. De ahi el siguiente

Algoritmo de Newton

= x(, valor cercano a 7.

= Calculado z,, obtenemos 1,

Interpretacién grafica: Se deja como ejercicio.

Pseudocédigo

1. input g, M, 4, ¢

2. v f(xo)

3. output 0, xg,v

4. if |v| < & then STOP
5 fork=1,...,.M do

v
" T To— 7 (@0)

= v f(21)
= output k,zq1,v
w if |x1 —xo| < § or |v| < & then STOP

B To < X1

6. end
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Observacién: Cualquier programa que se base en el método de Newton requerird un subprograma o

procedimiento para calcular f(z) y f'(z).

Ejercicios

1. Aplicar el método de Newton para encontrar el cero negativo de la funcién f(xz) = e* — 1,5 —

arctan(x).

2. Dar un ejemplo grafico de no convergencia del método de Newton.

Andlisis numérico del método de Newton

Demostraremos, para una clase amplia de problemas, que el método de Newton converge cuadrati-
camente hacia la raiz de una ecuacién no lineal con tal que la aproximacion inicial sea suficientemente
buena. Sin embargo puede no haber convergencia para una aproximacién inicial no cercana a la solucién.
Necesitaremos primero un lema sobre funciones.

Lema 2.1 Sea I un intervalo abierto de la recta real y f: I — R una funcién verificando la propiedad,

Iy > 0 tal que Vz,y € I verifica

[f'(@) = £ ()] < vlz =yl
Entonces,

() = f(@) = @)y =) < Sy — af?

Demostracion:

f0) - 1@ = [ 1

Y

f) = f@) = @)y —2) = / [f'(z) = f(2)ldz

xT

haciendo el cambio de variable z = « + t(y — x), dz = (y — z)dt, resulta

1
) — f(@) — @)y — o) = / F(a + tly — 2) — F(@))(y — )t

1
@) - f@) - @) -2) < ly—al / Aty — 2)|dt

IA

1
.,
wly—wl2/ tdt = 5y — =
0

Observacion: El lema anterior permite estimar el resto de un desarrollo de Taylor de orden 1 sin
necesidad de utilizar las derivadas segundas de f.
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Teorema 2.6 de convergencia local del método de Newton

Sea f: I — R, I intervalo abierto de R y sea f’ verificando

1. 3v > 0 tal que Vz,y € I verifica
|f'(@) = ()] < lz =yl
2. Para algun p > 0, |f/(z)| > p para todo z € T

3. f(z) = 0 tiene una solucién z €

Entonces, existe algin n > 0 tal que si |zg — Z| < 7, la sucesién zg, x1,
de Newton

f(x)

Tn4+1 = T — fl({)S )
n

existe y converge hacia . Ademés para n =0,1, ...
— B —12
|Tpt1 — 2| < —|x, — T
2p

es decir, la convergencia es cuadratica.

Demostracion:

... generada por el algoritmo

Sea 7 €]0,1], sea 7 el radio del mayor intervalo de centro Z tal que esté contenido en I; definimos

n = min{7, Tz,y—p}. Utilizando el principio de induccién, demostraremos que para n = 0, 1,2, ... se verifica

[Tnr — 2| < oo — 7| <7

en efecto, para n =0,

T —T=1zg—T— /(o)
/(x0)
I COR
= @)~ flan) = £ o) = o)
Haciendo uso del lema anterior,
|1 — 7| < lzo — Z)?

B
= 2]f" (o)
de donde, utilizando las hipdtesis sobre f/(z)

_ Y —12
— < — —
|1 — z| < Qp\xo T
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Como |zg —Z| <n < T% tenemos,

|21 — 7| < ;—pm—xnxo—ﬂ < rleg —F < <7

Por lo que z; verifica las mismas propiedades que zq y la prueba se completa por induccién. B

Ejercicios

1. Estudiar, analizando la convergencia y el orden de la misma del método de Newton como algoritmo

de punto fijo, aplicado a la funcién g(z) = = — ){,((Z)).

2. Sea f tal que f'(Z) =0y |f”(x)| > p > 0 en un entorno de Z, demostrar que el orden de convergencia

del método de Newton es a lo sumo lineal.

3. Sea f una funcién que tiene una raiz de multiplicidad m en Z, es decir, f(Z) = 0, f'(z) =

0, ..., fm=Y(z) = 0, f™)(z) # 0.

» Demostrar que f(x) = (z — Z)™q(z) donde T no es una raiz de g(x) = 0, es decir, ¢(Z) # 0.

= Considerar el método de Newton modificado siguiente:

mf(zn)

Tn4l = Tp — 7
y demostrar que la convergencia es cuadratica.

4. = Aplicar el método de punto fijo para resolver la ecuacién 3in(z) = z. ; Hacia qué raiz converge
eventualmente ?
s Transformar la ecuacién adecuadamente para que el algoritmo de punto fijo converja hacia la

raiz mas proxima a cero.

= Comparar la velocidad de convergencia del método de punto fijo con la obtenida con el método

de Newton.

5. Considerar la ecuacion x = ye®

= Determinar para que valores de 7 la ecuacién no tiene solucion, tiene una unica solucién o
tiene dos soluciones.

= Analizar el método de punto fijo para resolver dicha ecuacién: ; Hay convergencia 7, en caso
afirmativo, ; hacia qué solucion. ? ;Cudl es el orden de convergencia? Distinguir el caso de una
solucién y de dos soluciones. En el caso de dos soluciones jPodemos obtener las dos soluciones

por aplicacion directa del método de punto fijo?

= Analizar el método de Newton para resolver la anterior ecuacion. ; Hay convergencia global 7

i, Cudl es el orden de convergencia ?
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6. Sea f diferenciable, estrictamente creciente, convexa y con una raiz. Demostrar que la raiz es inica

y que la iteracién de Newton es convergente cualquiera que sea el valor inicial elegido.

7. Utilizar el método de Newton para calcular la raiz cuadrada de 2 y de 3 y verificar que la convergencia

es cuadratica.

8. Calcular la raiz doble de f(x) = 2% — 2z + 1 que es # = 1. Observar que la convergencia es solo

lineal.

2.4. Modificaciones del método de Newton

En muchas aplicaciones, f(z) no viene dada por una férmula explicita, por ejemplo si f(z) es el resul-
tado de algin algoritmo numérico o de un proceso experimental. Como f’(x) no estard en consecuencia

disponible, el método de Newton debera modificarse de modo que dnicamente requiera valores de f(x).
Cuando f’(x) no estd disponible, podemos remplazarlo por una aproximacién suya, por ejemplo,

tomando la pendiente de la secante formada a partir de dos puntos sobre la gréafica de la funcién, es decir,

aproximamos la derivada en un punto x, mediante

_ f(xn + hn) - f(x'n)

El algoritmo sera

= 1o, valor cercano a T

f("Ln)

an

" Tppl = Tn —

f(@nthn)=f(zn) i

n

donde a,, =

Seguird funcionando el método ?
Cémo elegir adecuadamente h,, en cada paso 7

Analisis del error

Consideremos primero el método anterior donde a,, es una aproximacién adecuada de f’(a,). Bajo
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las mismas hipétesis que en el caso del método de Newton tendremos

R )
I r = X x
ao
=T = ay [f(Z) = f(z0) — ao(Z — x0)]

= ay'[f(@) = f(wo) = f'(x0) (@ — wo) + (' (20) — a0)(% — z0)]

_ —117 = _
lor =2 < ag H[517 = @ol” + |f (o) — aol|z — o]

Aparece un término adicional que contribuye al error, |f'(z¢) — aol|Z — x¢|. Depende como elijamos

ag, a1, ... y de que sean valores suficientemente cercanos a f'(x¢), f'(x1), ... para que la convergencia no se

= —f(x"Jrh;L‘)*f(m"). En primer lugar

n

deteriore. Veamos algunas posibilidades. Consideramos la eleccion a,,

veamos el siguiente lema.

Lema 2.2

Y| B

lan = /(@) < 5

Demostracion:

hn

f(@n + hp) — f(2n)
h"l

| = f'(zn) =

v

donde hemos utilizado el lema de la seccién anterior.

Teorema 2.7 de convergencia del método de Newton modificado
Sea f: I — R, I un intervalo abierto de R y f’ verificando la condicién de Lipschitz siguiente:

Jv > 0 tal que V,y € I se verifica

| (x) = f' ()| < ~lz -yl

Supongamos que para algin p > 0, |f/(x)| > pVz € I. Si f(x) = 0 tiene una solucién Z € I, entonces
existen dos constantes i y 1’ tales que si (hy,), > 0 es una sucesién de nimeros reales con 0 < |h,| < 7/

y si |xg — Z| < 1, entonces la sucesién g, z1, T2, ... generada por el algoritmo de Newton modificado

_ f(xn) — f(xn""h};z)_f(mn)

Tptl = T , donde a,, estd bien definido y converge linealmente hacia .

= Silim h,, = 0 la convergencia es superlineal.

= Si existe alguna constante c tal que

|| < clan, — T,

la convergencia es cuadratica.
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Demostracion:

21— & < lag (312 = wol* + | (w0) — aol 7 — wol)
Segin el lema anterior |f'(z¢) — ag| < Z|hol, de donde
21— & < Jag " (5 (12 = wol + |hol)|& — o
Por otra parte como |f'(x)] > p>0Vx eI

£ @o)] — laol < If'(x0) — aol < 2ol

~
lao| > | f'(z0)| — §|h0|

y eligiendo " suficientemente pequefio de modo que siendo |ho| < 7’ resulte Z|ho| < § tendremos

p_ P
> —_—— = —
|ao\_P 9 D)

es decir, |ag '] < % y finalmente

w1 — 2 < L(|zo — &| + |ho|) o —

hS)

Ahora, eligiendo 1 y ' de modo que %(77 +7)<7t<1
|x1 — Z| < Tlxg — Z

y el razonamiento sigue inductivamente, teniendo

_ Y _ _
|Tn1 — 7] < ;(‘xn = Z| + |hn|)|zn — Z|

|Tng1 — % < Tl — 7] < . <7 2o — 7

de donde lim|z, — Z| = 0 y la convergencia es al menos lineal.

Si limy, o0 |hn| = 0 entonces

y la convergencia es superlineal.

Si |hy| < dz, — T

~y

Tpy1 — 2| < L(1 40|z, — Z)?

hS)

y la convergencia es cuadratica.

Ejercicio
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1. Con las mismas hipétesis que el ejercicio anterior demostrar la equivalencia de las condiciones

a)

ey bl < e|zn — 7

b)
Jdea  |hn| < ol f(zn)]

Observaciones

El analisis de la convergencia proporcionado por el teorema anterior nos proporciona informacién
sobre como elegir h, de manera que el método sea convergente con convergencia lineal, superlineal o

cuadrética.

Sin embargo la aritmética con precisién finita puede jugar un importante papel y dar lugar a ciertas
limitaciones. Obviamente, en la practica, h,, no puede ser demasiado pequeno en relacién a z,. Por
ejemplo, si fl(xz,) # 0y |hn| < |zn|-€, siendo € la precisién del ordenador, entonces fl(x, + h,) =

w serfa nulo. Incluso si h, es suficientemente grande de modo

fl(z,) y el numerador en
que fl(x, + hy) # fl(x,) hay una pérdidad de precisién al restar ndmeros parecidos. Por ejemplo,
supongamos que operamos con 5 digitos significativos y tenemos f(x,) = 1,0001 y f(z, + h,) = 1,0010
con h,, = 1074, En este caso f(x, + h,) — f(z,) = 9,0 107% y a,, = 9. Se han perdido la mayor parte de

los digitos significativos al hacer la diferencia.

2.5. El método de la secante

Una manera de aproximar f/(z,) es utilizar los valores de f en z, y x,41, es decir,

flan) — f(@n—1)

Tp — Tpn-1

f(an) = an =
obtenemos asi el llamado método de la secante,

" Zo, T1

B Tpntl = Tp — f(xn)%

y que necesita de una sola evaluacion de la funcién en cada iteracién.

Analisis del error

Vamos a ver que si hay convergencia esta es superlineal. El método de la secante es un caso parti-
cular del método de Newton modificado al aproximar las derivadas de la funcién mediante el cociente

incremental; el método de la secante corresponde a tomar h,, = T, — Tp,_1.
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Segun el andlisis efectuado anteriormente

|1 — 7] < (|on — 2| + |20 — Tn—1])|vn — |

< (|2n — Z* + |20 — 1|20 — Z|)

IR DI

ahora bien, x, — 2,1 =2, — T+ % —xp_1 = €, — en_1 de donde,

lensa] < %(|en|2+|en—en_1||en|>
< 7 2 2
> ;(|en| Jr|€n| Jr‘enHen—lD

lenyil Y

—_— —(2 _

|en| p( ‘en| + |€n 1|)

1, ‘en+1| _
|en]

es decir, la convergencia es superlineal.

Podemos estimar el orden preciso (valor de « en la definicién) de la convergencia. Hemos visto que la

convergencia es al menos superlineal, como

|6n+1| S Cl|6n|2 + 62|en||en—1|

podemos escribir,

lent1] len]
<a
lenllen—1] len—1]

+ co

Como la convergencia es superlineal, para n — oo, |e‘e"|1‘ —0y
e

‘6n+1| < Co
lenllen—1] ™~

poniendo |e, 41| &~ Ale,|* con A # 0 indicard convergencia de orden o.

Alen|®

Ll <o
len|len—1]

Despejando |e,, 1| de la relacién |e,| = Ale,_1|%, resulta |e,_1| = A=Y |e, |/, reordenando

A|en|oz—l ~ CQA_I/a|€n|1/a

02—1A1+1/\a ~ |en|§—a+1
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como el primer miembro una constante distinta de cero y en el segundo |e,| — 0, necesariamente é —

2

a+1=0, es decir, a* — a — 1 = 0, de donde finalmente,

1+5
2

~ 1,62

Ejercicios

1. Escribir el pseudo-codigo del método de la secante.
2. Interpretacion grafica del método de la secante.

3. Resolver utilizando el método de Newton (con 2o = 7/4.) y utilizando el método de la secante (con
o = 0,5, z1 = m/4.) la ecuacién cos(z) —x = 0. Estudiar la eficacia de los dos métodos, comparando

el orden de convergencia y el nimero de evaluaciones funcionales.



Capitulo 3

Generalidades sobre el analisis
numeérico matricial

3.1. Los dos principales problemas del calculo numérico matri-
cial

Los dos principales problemas del calculo numérico matricial son

1. Resolucién de sistemas lineales:

Hallar x = [z, ..., z,]" € R™ verificando

a11T1+ +a1pTqg = by
ag121+ +aonTg = ba
Gn1T1+ +annTg = by

donde
ai1r ... Qin
A= .
apl ... Gpn
b=[by,....,b,]" € R"
o escrito en forma matricial: Dada A € R™ ™ y b € R"™, hallar x € R™ que verifique
Axr=b

2. Célculo de valores y vectores propios de una matriz:

27
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Dada A € R™*™, hallar los pares (A, v) € R X R™ que verifiquen

Av = lv

3.2. Repaso de conceptos y resultados del Algebra Lineal

3.2.1. Notaciones y primeras definiciones

Consideramos V un espacio vectorial de dimensién finita sobre un cuerpo K (en la prictica R o C).
Sea [e1, ..., e,] una base de V.

Todo vector v € V se puede expresar de la forma v = > v;e;.

Cuando la base [eq, ..., e,] estd definida sin ambiguedad podemos identificar V' con K™.

v se escribe con notacién matricial

v=(v1,...,00)" =

Un

Designaremos mediante v* = [vy, ..., v,,] al vector transpuesto de v y mediante v* = [0y, ..., v,,] al vector

adjunto, donde & designa el nimero complejo conjugado de a.

La aplicacién (.,.) : V x V — K definida por

d
(u,v)zvtu:utvzg wv; si K=R

i=1
d
(u,v) = v*'u = u*v = g u;v; si K=C
i=1

se llama producto escalar euclideo si K = R y producto escalar hermitico si K = C.
Dos vectores son ortogonales si (u,v) = 0.

Un conjunto de vectores {v1, ..., v} son ortonormales si (v;,v;) = d;5.
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Sean V' y W dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo I, con bases respectivas [e;] Ty [w;] Ay

Sea A : V — W una aplicacién lineal. Referida a estas bases la aplicacién lineal se representa por una

matriz de m filas por n columnas A:
ail A1n

Am1 e Qmn

Los elementos a;; de la matriz estdn definidos de forma tnica por las relaciones

m
Aej = E Q5 W; j = 1, e n
i=1

Dicho de otra manera, la j—ésima columna (a1, ..., an;)" de la matriz A representa el vector Ae; en

la base [w;]™,.

Una matriz de m filas por n columnas se designa del tipo (m,n) y se denota A,, ,(K) o simplemente

A, €l espacio vectorial sobre el cuerpo K formado por las matrices (m,n) de elementos en K.

Dada una matriz A = (a;;) i =1,...m j=1,..,n, A € Ay, ,»(C se define la matriz adjunta por las
relaciones
(Au,v)m = (u, A™0),, Yuel"Vvel™
Estas relaciones implican (A*);; = aj;. andlogamente, si A € A, ,(R) se define A* € A,, ,(R) por las
relaciones

(Au,v), = (u, A), Yu€R"VYveR™

y estas relaciones implican (A%);; = a;;.

A la composicién de aplicaciones B o A lineales le corresponde el producto de matrices BA. Se tienen

las relaciones

(AB)' = B A!
(AB)* = B*A*

Cuando el numero de filas coincide con el nimero de columnas las matrices se llaman cuadradas. El
conjunto A,, = A, , es el anillo de matrices cuadradas. Para A € A,,, A = (a;;) los elementos a;;

se llaman elementos diagonales. La matriz I = (6;;) se llama matriz unidad. Una matriz es invertible
o regular, si existe una matriz (Winica si existe) denotada A~!, llamada inversa de A tal que AA~! =

A71'A = 1. En caso contrario se dice que A es singular. Si A y B son inversibles se tiene:

(AB)"'=pB~1ta™!
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Definiciones Sea A € A,,, A es:

» Simétrica, si A es real y A = A’

= Hermitica o autoadjunta, si A = A*.

= Ortogonal, si A es real y AA" = A'A = I, es decir, A* = A1,
= Unitaria, si AA* = A*A = I, es decir, A* = A~}

= Normal, si AA* = A*A

Una matriz A es diagonal si sus términos a;; = 0 Vi # j. Escribiremos A = diag(a;;) = diag(aii, ..., Gnn)-

Se define la traza de A, tr(A) = > | a;; y determinante de A, det(A4) =" 5gn(0)Ag(1),1--Ao(n)

)n.

3.2.2. Valores propios

Los valores propios A; = A;(A), 1 < i < n de una matriz A de orden n son las n raices reales o

complejas, distintas o no, del polinomio caracteristico:
pa:AEC — pa(A) =det(A— )

El espectro sp(A) de la matriz A es el subconjunto sp(A4) = [J;—;{\:(A)} del plano complejo. Recordemos

las relaciones

= tr(A) = 35 Ai(4)

det(A) =TI \;(A)

» tr(AB) = tr(BA)

tr(A+ B) = tr(A) + tr(B)

» det(AB) = det(BA) = det(A)det(B)

Las dos primeras se pueden obtener como consecuencia del lema de Schur que veremos mas adelante.
Definicién 3.1 El radio espectral de una matriz A es el niimero mayor o igual que cero dado por

p(4) = méx {|Xi(A)[}

A todo valor propio de A se le asocia al menos un vector p tal que Ap = Ap llamado vector propio
correspondiente valor propio A. Si A € sp(A) el subespacio {v € V; Av = Av} de dimensién al menos 1,

se llama subespacio propio correspondiente al valor propio A.
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3.2.3. Reduccion de matrices

Sea V en espacio vectorial de dimensién finita n. A : V' — V una aplicacién lineal representada
por una matriz A relativa a una base [e;];=1,..n. Relativa a otra base [w;]i=1,...., la misma aplicacién
estd representada por la matriz B = P~ AP, donde P es la matriz regular cuyo j—ésimo vector columna
estd formado por las componentes de [w;] en la base [e;]. La matriz P se llama matriz de paso de la base

[e;] a la base [w;].

La cuestién que se plantea es ahora la de hallar una base [w;] en la que la matriz B sea lo més sencilla
posible, por ejemplo diagonal. S existe tal posibilidad se dice que A es diagonalizable, en cuyo caso los
elementos diagonales de P~' AP son los valores propios Aq, ..., A\, de A y la j—ésima columna de P son

las componentes de un vector propio asociado a A;, en efecto, tenemos
P7'AP = A = diag(\;) & AP =PA & Ap; = \jp; 1 <j<n
es decir, el par (pj, A;) es la solucién de
(A=XD)p; =0
como es un sistema homogéneo con solucién no trivial A; es solucién de
det(A—XI)=0
y A;j es un valor propio segin la definiciéon dada anteriormente.
Definiciéon 3.2 Dos matrices A y B relacionadas de la forma
B=P AP
se dice que son semejantes.

Propiedades de las matrices semejantes

= det(A) = det(B)
w {r(A) =tr(B)

= sp(A) = sp(B)

En efecto, la primera es consecuencia de
det(B) = det(P~")det(A)det(P) = det(P) *det(A)det(P) = det(A)

La segunda, se obtiene mediante célculo

tr(B) = b= pulawpu = > (ax Y pipit) = > amibu = Y apx = tr(A)
i ki

ikl kl
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finalmente la tercera,

det(B — X ) = det(P~*AP — AP™*P) = det(P~*(A — M\I)P) = det(A — \I)

Observacion: Los elementos de la diagonal de una matriz triangular son sus valores propios. En

efecto, si
b1 1 b12 ces b]n
B = 0 b22 bgn
0 0 ... bun

entonces,

El siguiente lema es fundamental en el estudio de los valores propios y vectores propios de una matriz.

Lema de Schur: Dada una matriz cuadrada A, existe una matriz unitaria U tal que U 'AU es

triangular. Resulta entonces que

)\1 b12 bln
U-1AU — 0 Ao ... boy
0 o0 An
donde A1, ..., A, son los valores propios de A.
Demostracion: Procedemos por induccion. El teorema es cierto para n = 1 de manera trivial.

Suponiendo entonces que es cierto para matrices de orden n — 1, probaremos que es cierto para matrices

de orden n.

Sea u1, A1 un vector propio y el correspondiente valor propio de A, donde wu; estd normalizado, es
decir, (u1,u1) = 1. Elijamos una base [uy, ..., u,] de C™ ortonormal (que podemos construir, por ejemplo

utilizando el método de Gram-Schmidt). Entonces U = [uq, ..., 4] €s una matriz unitaria y tendremos

! /\1 C12 ... Cin
U*AU = U*[Auy, ..., Aup] = | A, Aug, . Aug) = 0 A
1
. 0
U

donde ¢i1; = ujAu; j=2,..,ny A esdeordenn— 1.
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Sea U; una matriz unitaria de orden n — 1 tal que Uy A;U; es triangular (hipétesis de induccién) y

designamos

Uy

Entonces Uy y UUs son unitarias y obtenemos

1 0 .. 0 )\1 C12 . Cin 1 0 ... 0
(UU)*A(UUy) = Uy (UTAU)U, = Uy . A S U, =
0 0 0
)\1 b12 bln
0
UfAL U,
0
donde
[)\labl% "';bln] = [>\17612,~~->Cln]U2
resulta entonces
>\1 b12 bln
U AU — 0 Ao ... bop
0 0 An

donde Ay, ..., A, son los valores propios de A. B

El siguiente corolario es fundamental importancia en muchas aplicaciones. Muestra que todos los

valores propios de una matriz autoadjunta son reales.

Corolario 3.1 Si una matriz es autoadjunta, es decir, A = A*, es diagonalizable y sus valores propios

son reales. Andlogamente si una matriz es simétrica, es diagonalizable y sus valores propios son reales.

Demostracién: Por el lema de Schur, existe una matriz unitaria U tal que

)\1 b12 bln

goar— | 0 A ba

0 0 ... A\
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Como A es autoadjunta

A0 .0 At bz . b
b12 )\2 0 _ (U*AU)* —U*A*U = U* AU — 0 )\2 bgn
bin e e A 0 0 ... X

por lo tanto \; = \; y b;; = 0 # j, es decir, U* AU = diag()\;). La demostracién para matrices simétricas

es analoga. H

El siguiente corolario caracteriza a las matrices diagonalizables.

Corolario 3.2 A es normal si y solo si es diagonalizable y tiene una base de vectores propios ortonor-

males.

Demostracién: Sea A una matriz normal y U una matriz unitaria tales que T' = U* AU es triangular

superior. Veamos que T es también normal, en efecto,
T"T = (UAU)*(U*AU) = U A*UU*AU = U*A*AU
TT* = (UAU)(U*AU)* = U*AUUA*U = U*AA*U
como A*A = AA* se deduce que T*T = TT*. Escribamos,

ti1 tiz ... tlin
T— 0 ta2 ... top
0 0 . ta
tenemos,
[t 0 .. 0 tin tiz .. tin |
T — tig toa ... 0 . 0 tog ... top
L tin o e tan 0 0 .. ton |
[ t1 tia . tin tu 0 .. 0]
T — 0 too ... top . tig toa ... 0
L 0 0 ..t tin oo oo lun |

El término (T*T)1; es igual a |t11]?. Por otra parte el término (TT*)1; es igual a |t11|> +[ti2]? +... + |t1n|?
lo que implica necesariamente que t15 = t13 = ... = t1, = 0. Andlogamente demostramos que tog3 = tog =

... = tay, = 0, etc. Por lo tanto T es diagonal y A es diagonalizable.

Reciprocamente, si A es tal que U* AU es diagonal con U unitaria, entonces A es normal. En efecto,
D =U*AU y UDU* = A de donde

AA* = (UDU*)(UDU*)* = UDU*UD*U* = UDD*U*
A*A=(UDU*(UDU*) =UD*U*UDU* =UD*DU*
y por tanto AA* = A*A pues DD* = D*D.
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3.3. Normas vectoriales y normas matriciales

3.3.1. Definiciones y ejemplos

Definiciéon: Norma de un vector
Sea v € K%, (K = R,C) se llama norma de un vector a una aplicacién

[I.]] : Kt — R
v — ] (3.1)

verificando las propiedades,

L |v]|>0 VveRy ||v||=0solosiv=0.
2. [lav|| = |al|]v]] VaeR YveR™L

3w+ < || +1]v]] Yu,v e RY.
Ejemplos:

1. Norma ly: |[v]|2 = (3 v?)1/?
2. Norma l3: |[v||1 = D |vi]
3. Norma l: ||v||co = méx |v;]

4. Norma l,, p > 1: ||v||, = (O |vg|P) /P

Ejercicio: Verificar que 1, Iy y lo son efectivamente una norma en K¢
Se llaman Normas euclideas a las que derivan de un producto escalar, es decir, ||v|| = (v,v)'/2,
donde (.,.) es una aplicacién

(,): KixK? —K

u,v — (u,v)

verificando las propiedades siguientes:

L. (u,v) = (v,u) Yu,ve K4 sikK=C
(u,v) = (v,u) Yu,v € K4 si K=R
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2. (au,v) = a(u,v) Ya € K,VYu,v e K2
3. (utv,w) = (u,v) + (u,w) Yu,v,w € K4

4. (v,v) >0 Yve K% (v,v) =0 solosiu=0.

Ejemplo: (u,v) = Y u;v; en R?

(u,v) = > w;v; en C4

La norma [ es la norma asociada a este producto escalar.

Convergencia de una sucesién de vectores en R? o C%.

Una sucesién (v¥); de vectores converge hacia un vector v si y solo si limy_. |[v* — v|| = 0.

Teorema 3.1 Las siguientes afirmaciones son equivalentes,

1. La sucesién (v*); de vectores converge hacia un vector v en una norma determinada.
2. La sucesién (v*);, de vectores converge hacia un vector v en cualquier norma.

3. Las componentes de los vectores de la sucesién (v*);, convergen hacia la correspondiente componente

del vector v.

Definicion: Norma matricial

Sea A, el anillo de matrices de orden d X d de términos reales (o complejos). Una norma matricial es

una aplicacién

I Aa — R
A — 4]

verificando las siguientes propiedades:

1. ||A]| >0VAe Ay y||A]|=0solosiA=0
2. ||aAl| = |of||A]| Ya € R (0 C) VA € Aq
3. [[A+ Bl < ||A]l + ||B]| VA, B € Aqg

4. [[AB|| < [|Alll|BI| VA, B € Aq



3.3 Normas vectoriales y normas matriciales 37

Normas matriciales subordinadas: Toda norma vectorial induce la correspondiente norma matri-
cial mediante:

A
1Al = max A9 114w
o0 |lol] flell=1
Ejercicios

1. Verificar la anterior igualdad.

2. Una norma subordinada verifica ||Av|| < [|A]l||v]|

3. Una norma subordinada es una norma matricial.

4. Demostrar que si A € A, entonces |[Al[oc = max||z(| =1 [|A]| = méxi<i<n D>y, lasjl-
5. Demostrar que si A € A, entonces [|A[|1 = médx)|,| =1 |[Az]| = mdxi<j<n Dy, laijl.

3.3.2. Caracterizacion de valores propios y convergencia de sucesiones de
matrices

Definiciéon: Radio espectral de una matriz

El radio espectral de una matriz A € A,, es el niimero

A)= mix |\
p(A) Aergga)ll

es decir, el maximo valor absoluto del conjunto de valores propios.

Teorema 3.2 : Caracterizacién del minimo y méaximo valor propio

Hemos visto como consecuencia del lema de Schur que si A es una matriz simétrica (o autoadjunta)
es diagonalizable y sus valores propios son reales, que podremos ordenarlos de la forma A\ <,..., < A,

Entonces, A1 y A, estan caracterizados por

A = min A0
v#0 (v,v)

An = mMEx (Av,v)
v£0 (v, 0)

Nota: El cociente Ry (v) = (évl’f;) se llama cociente de Rayleigh asociado al vector v.

Demostracion:

Primero observar que max,xo Ra(v) = max||y|,=1(Av,v) y min,zo Ra(v) = minyj,|,=1 (Av,v).
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Sea [u1,us, ..., U] una base de vectores propios ortonormales entre si.

Para v de norma unidad, tenemos, v = Y .- | a;u; con |[v]|3 = (v,v) = >, |ay]? = 1.

Rav) = (ﬁf’;} 1;) = (Av.0) = 3 Mol

Mayorando A; por Ay y minorando por A; resulta,
n n n
)\1 = )\1 Z |ai|2 = RA(U) S Z)\n|al|2 = )\”Z |Oéi|2 = )\n
i=1 i=1 i=

Por otra parte, tomando v = u,

(Aul,ul)
Ra(uy)) = —F =X
Alur) (r, ) 1
y tomando v = u,,
o (Aunaun) o
RA(ul) - (Un7Un) —)\n

termina la demostracién. B
Observacién: Para un par vector propio, valor propio (u;, A;) se tiene

Ry(ui) = N

Propiedad: Si una matriz simétrica es definida positiva (resp. semidefinida positiva), es decir,
(Av,v) >0 Yo #0
(resp.(Av,v) > 0 Vo # 0) sus valores propios son positivos (resp. mayores o igual a cero), en efecto

(Aui7 uz)

A =
(uia uz)

>0

(resp. A; = (Auiui) 0).

(wi,uq)

Teorema 3.3 Para toda matriz A
1A]l2 = (p(A*A))'/?

Demostracién: Primero observemos que A*A es hermitica y semidefinida positiva.

||A||§ = rrlléx ||Av\|§ = ‘ mléxl(Av,Av) = méix (A*Av,v) = mj())iRA*A(v) =X\, = || = p(47A)

lv]l2=1 [vl]2 [lvll2=1

donde A, es el maximo valor propio de A*A que es mayor o igual que cero, pues A*A es una matriz

hermitica semidefinida positiva.
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Teorema 3.4 Para toda matriz A real
1Al2 = (p(A*A)Y/?
Demostracién: Primero observemos que A'A es simétrica y semidefinida positiva.

||AH5 = méx ||AUH§ = méx (Av, Av) = miax (A"Av,v) = max Ryt (v) = A, = |A\n| = p(A*A)
[lv][2=1 [lv]]2=1 [lv][2=1 v#0

donde ), es el maximo valor propio de A*A que es mayor o igual que cero, pues A*A es una matriz

simétrica semidefinida positiva.

Corolario 3.3 Si A es una matriz simétrica ||Al|]2 = p(A).

Demostracién: A es simétrica si y solo si A = A*. Si \ es un valor propio de A, A\? es un valor propio
de A?, lo que implica p(A4)? = (p(A))?, de donde

(p(A))* = p(A?) = p(A"A) = [|A]]3
y finalmente ||A||]2 = p(A4).1

ejercicios

1. Para toda matriz cuadrada A demostrar
p(A"A) = p(AAT)
y concluir ||A[|2 = ||A*||2 ¥y que si @ es una matriz unitaria entonces ||Q]|2 = 1.
2. Demostrar la invariancia de la norma, ||.||2 por transformacién unitaria.

3. Demostrar que si A es normal ||A]|s = p(A).

Teorema 3.5 1. Sea A una matriz cuadrada cualquiera y ||.|| una norma matricial, subordinada o
no, cualquiera. Entonces,
p(A) < |IA]|

2. Dada una matriz cuadrada A y un ntimero € > 0 existe al menos una norma matricial subordinada
tal que
IA[l < p(A) +¢

Demostracion:

1. Veamos primero el caso de una norma matricial subordinada. Si A es un valor propio de A y p el

correspondiente vector propio, es decir Ap = Ap,

(AP = [1Apl] = || Apl < [|Allllpl]
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de donde, |A\| < ||A]| v p(A) < ||A]|. Consideremos ahora el caso de una norma cualquiera, y sea p

un vector propio verificando
p#0, Ap = Ap, |A| = p(4)

y sea ¢ un vector tal que la matriz pg® no sea nula. como
p(A)llpd'll = |Ixpg'l] < ||Alllpg"]

resulta p(A) < ||A]l.

. El lema de Schur nos dice que existe una matriz unitaria tal que U* AU es triangular, siendo por

tanto los elementos de la diagonal los valores propios de A.

)\1 b12 bln
U* AU — 0 Ao ... boy
0 0 ... A\

A todo esclar § # 0 le asociamos la matriz Ds = diag(1, 9,2, ...,6" 1) de manera que

A1 Obio 52b13 5n71b1n

0 A 0bo3 5n_2b2n
(UD(s)*lA(UD(;) =

0 0 o Aot Sbm

0 0 0 An

Dado ¢ > 0, fijamos ¢ de manera que
S byl <e 1<i<n-—1
j=i+1
Entonces la aplicacién
I.Il: A, — R
A — |[(UDs) ' A(UD§)||oo

es la norma buscada. En efecto, tenemos por una parte
IA]] < p(A) +

pues ||Cfloc = mdx; ), [c;j| v es efectivamente una norma matricial subordinada por la norma
vectorial

v —[|[(UDs)™ vl

Aclaremos esto ultimo:

(UDs) " Azlloe = méx ||(UDs)™ A(UDs)vlloo = ||(UDs) ™" AU D[

max
[1(UDs) tz||o=1 [lv]]eo=1

Al = méx || Az]| =
[E
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Sucesiones de matrices: Dada una matriz A € A,, consideramos la sucesién A* = AA...A k veces.

Queremos estudiar en qué condiciones limy, .o, A* = 0, 0 lo que es lo mismo limy,_, ||A*|| = 0 o de forma

)

equivalente limy_, az(»f) =01<14,57 <ndonde al(? es el término ij de AF.

Teorema 3.6 Sea A una matriz cuadrada. Las propiedades siguientes son equivalentes,

1. limy oo A¥ =0
2. limy_oo A0 =0 YveR®
3. p(4) <1

4. ]|A4]| < 1 para alguna norma subordinada.

Demostracién

1. (1) = (2): Sea ||.|| una norma vectorial y su correspondiente norma matricial subordinada,
Yo e R || AR < [|A%[[[Jol]
que implica

0 < lim [[A%o| < [Jo]| lim [|4%]| =0
k—oo k—o0

2. (2) = (3): Si p(A) fuera mayor o igual que 1, quiere decir que existe un vector propio v y su
correspondiente valor propio A tal que |A| > 1, de donde, la sucesién de vectores {A*v} verifica

AFy = Nfy que no tiene lfmite nulo en contra de la hipStesis.

3. (3) = (4): Sea p(A) < 1, para todo € > 0 existe una norma matricial subordinada tal que ||A|| <

p(A) + &, tomando ¢ suficientemente pequefio tendremos, ||4|| < 1.
4. (4) = (1): Si ||A]| < 1 entonces

|A%|| < ||A]|F — 0 parak — oo
Ejercicios

1. Sea [|.|| una norma matricial subordinada y B una matriz tal que ||B|| < 1, demostrar que la matriz

I 4+ B es no singular y que
1

I+B)7 Y < ——
I+ B < g

2. Sea una matriz de la forma I 4+ B singular, demostrar que entonces ||B|| > 1 para toda norma

matricial.
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3. Sea B una matriz cuadrada y ||.|| una norma matricial cualquiera, entonces
lim [|B*[|'/* = p(B)
k—o0
4. Considerar la norma matricial
I|-lls : Ay — R

definida por
1Alls = O lai; )"/
ij

llamada norma de Schur.

= Demostrar que es una norma matricial, no subordinada a ninguna norma vectorial.
= Demostrar que ||A||s = (tr(A*A))'/?

= Demostrar || All2 < [|A]]s < vallAll

Valores singulares: Para una matriz rectangular, la nocién de valor propio, no tiene sentido. Sin

embargo, se puede introducir otro concepto que es el de valor singular.

Definiciéon 3.3 Dada una matriz rectangular de m filas por n columnas A, se llaman valores singulares

{p:} de A las raices cuadradas positivas de los valores propios de la matriz cuadrada A*A de orden n.
Tenemos el siguiente resultado general que generaliza el obtenido para matrices cuadradas.

Teorema 3.7 Dada una matriz rectangular de m filas por n columnas A. Existen dos matrices cuadradas

unitarias U y V de orden m y n respectivamente tales que

UrAV =%

donde ¥ es una matriz rectangular de m filas por n columnas de la forma

w0 0

0 125 0

0 0

il fin
0 0

0 0

Donde {u;} son los valores singulares de la matriz A.

Demostracién: A*A es una matriz autoadjunta de orden n, entonces existe una matriz unitaria V'

de orden n tal que

V(A AV = diag(?)
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siendo {u;} los valores singulares de A.

Sea c; el vector de dimensién m formado por la j—ésima columna de AV. La igualdad matricial
anterior se puede escribir

Gej=pidiy, 1<j<n

Sean {1, pt2, ..., ttr } €l conjunto de valores singulares no nulos y {41, ..., ttn } €l conjunto, eventualmente

vacio de valores singulares nulos.
Tenemos pues, ¢; = 0 parar + 1 < j < n, ya que ||¢;||3 = 0.
Pongamos u; = ;CTJ]’ para 1l < j <r.
Tenemos pues por construccién uju; = d;5, para 1 < 4,5 <r.
Los r vectores [u;] pueden completarse para formar una base ortonormal de C™.

Tendremos entonces uju; = d;;, para 1 <4,j <my ¢; = p;u;, para 1 < j < n pues para j <7 es la

definiciéon de u; y para j > r 4 1 la igualdad anterior es 0 = 0.

Sea U la matriz cuadrada de orden m, cuya i—ésima columna esta formada por el vector u;. Es una

matriz unitaria. Resulta finalmente

que se escribe también

K2
U*AV =% =

OO OO O
=
3

o O OO oo

3.3.3. Condicionamiento

Supongamos que queremos resolver un sistema de ecuaciones
Au=1>

En la préctica debido a errores de redondeo, falta de precisién en los datos, etc. resolvemos un sistema,

distinto
(A+AAw =0+ Ab
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donde AA y Ab son perturbaciones de A y de b respectivamente.

La pregunta que nos hacemos ahora, es estimar o evaluar la diferencia © — v en funcién de AA y de

Ab. Este serfa el problema de condicionamiento asociado al sistema de ecuaciones anterior. Veamos un

ejemplo,
10 7 8 7
75 6 5
A=1%6 10 9
75 9 10
y
b =[3223 33 31)*
10 7081 72
7,08 5,04 6 5
A+Ad= 8 598 989 9
6,99 4,99 9 998
y
b+ Ab = [32,01 22,99 33,01 30,99]*
es decir

0 0 01 02

0,08 0,04 0 0

Ad= 0 —0,02 —-0,11 0
~0,01 —0,01 0 —0,02

Ab=1[0,01 —0,010,01 —0,01]*

La solucién de Au = bes u = [1 11 1]* mientras que la solucién de Az = b+ Abes [1,82 —0,36 1,35 0,79]",
es decir Au=u—z=1[0,82 — 1,36 0,35 0,21]"

La solucién de (A+ AA)z =bes z = [—81 137 — 34 22]*, es decir Au=u—z = [-0,82 136 — 35 21]*
asf una perturbacién relativa del segundo miembro del orden de 3x 10~* implica una perturbacién relative
del segundo miembro del orden de 0,8: El error se amplifica en un factor de 2500 aproximadamente. Una
perturbacién relativa de la matriz de orden 102 conlleva una perturbacién relativa de la solucién de

orden 80. A continuacién vamos a explicar este fenémeno.

Definicion: Condicionamiento de una matriz

Sea ||.|| una norma matricial, el condicionamiento de una matriz regular A asociado a la norma dada,

es el numero

cond(A) = [|A[|-||A7]]

En particular
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- conds (A) = || All.[|A~
» condeo(A) = HAHOO-HA_lHoo

= condz(A) = [|A]|2.[|A7Y|2
Propiedades del niimero de condicionamiento

1. cond(aA) = cond(A), VA, Ya#0
2. cond(A) > 1 si el condicionamiento se calcula para una norma inducida.

3. condy(A) = Z’“ﬂ donde fmazr ¥ Mmin SOD respectivamente el valor singular méximo y el valor

singular minimo de la matriz A.

4. condy(A) = 1siy solosi A= a@ donde « es un escalar y @) es una matriz unitaria.

Demostracién

L. cond(ad) = [[aA||.[[(ad) "] = [af[|All.la"[JATH| = [|A]|.|A7] = cond(A)
2. 1= [[I]| = [[AA7Y]| < [|A][]|A7!] = cond(A)

3. [[All2 = (p(A* A))? = fimas

1A=l = (p((A1)7 A=)12 = (p(A* A)) "2 = 1

Hmin

de donde conda(A) = ||A|2||A7Y|| = Lmez

Hmin

4. Recordemos que para toda matriz A regular existen dos matrices unitarias U y V' y una matriz

diagonal ¥ cuyos coeficientes diagonales son los valores singulares p; de A tales que

A=UXV*

Segun la propiedad anterior condz(A) = 1 si y solo si los valores singulares son todos iguales. Sea

« este valor, entonces ¥ = al y A = aUV™* donde Q = UV™* es una matriz unitaria.

Diremos que una matriz estd bien condicionada si su ntimero de condicionamiento no es mucho més
grande que 1. La ultima propiedad muestra que las matrices unitarias son las que poseen el mejor niimero

de condicionamiento posible, de ahi su uso frecuente en algoritmos de analisis numérico.

Vamos ahora a estudiar el efecto de las perturbaciones en funcién del nimero de condicionamiento de

una matriz.
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Teorema 3.8 Sea A una matriz regular. Sea u y u+ Awu las soluciones respectivas de los sistemas lineales
Au=b Au+ Au)=b+ Ad
tenemos

[|Aul|
[lull

[|Ab]]

< cond(A)——

o1l

Demostracion: Restando las dos ecuaciones obtenemos

A(Au) = Ab = Au = A~ (Ab)

| Aul] = [JA7H(AD)|| < [|AT[||Ad]
Como |[b|| = ||Aul|| < ||A]].]|ul], es decir W W resulta
[Au]| _ -y lAsl _ ||Ab]]
d(A)~———
fuf = AT g = cond() g
|
La estimacién anterior es la mejor posible, es decir, no existe ningtin nimero k, k < cond(a) tal que
verifique
lAu| _, Ab
[lull |10l

se verifique siempre. En efecto, existen vectores Ab y u verificando
|ATH(Ab)[| = [|A7H]].[|Ab]]
[[Aul| = [|A[].] |||

y para estos valores tendremos
[|Aul]
|

pues Au = A7Y(Ab) y Au = b. Por ejemplo veamos dos de estos vectores, supongamos por ejemplo que

| Ab]]

|
= | AILNATH =
1ol

u|

A es simétrica y definida positiva, de valores propios 0 < Ay, ..., A\, y sean uq, ..., 4, una base ortonormal

de vectores propios
Au, = Apuy,

Au1 = )\1 (5]

tomemos b = Apu, y Ab = Ajuq, tendremos u = u,, y Au = uy

|Aullz _ [luall2

= =1
[lullz [lunl2

[Abll2 _ [A] _ 1

[1B]|2 o Anl B conds(A)
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finalmente,

[|Aull2

[lull2

Ab
=1= condg(A)||||b|||

Veamos ahora como afecta el condicionamiento de una matriz cuando se modifican sus términos
Teorema 3.9 Sea A una matriz regular, y sean u y u + Awu las soluciones de los dos sistemas lineales
Au=b (A+AA)(u+Au)=5b

tenemos

|| Aul|
[lu+ Aul

AA
< cond(A) |||A|||

Demostracién:
Au=b=(A+ AA)(u+ Au) = Au+ A(Au) + (AA)(u + Au)
0= A(Au) + AA(u + Au)
Au=—A"TAA(u+ Au)
[|Aul| < [[A7H]AA]L]u + Aull

|| Al
[|u+ Aull

_ AA
< 1A 1Al = cond( )

B Ejercicios
1. Sea A la matriz diagonal de orden n = 100 definida por a;; = 1y a;; = 0,1 2 < ¢ < n. Calcular
A2, [[A7H ]2, conds(A), det(A).

2. Sea A triangular superior, bidiagonal, definida por a; = 1, a; 41 =2 Vi a;; = 0 en cualquier otro

caso. Es decir,

1 2 0 0 1 -2 4 (—2)i! (—2)n1

0 1 2 0 1 -2 (—2)n—2
A= A= .

0 1 2 0 1 -2

0 0 1 0 1

» Verificar la expresién de A1,
» Calcular ||A|so, [|A7 oo, ||A]]1, [|A7H|1, condao (A), cond; (A).
= Calcular det(A).
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3. Con las notaciones anteriores considerar

0 7 8 7 32 0,01
75 6 5 23 —-0,01
A= 8 6 10 9 b= 33 Ab= 0,01
7 5 9 10 31 —0,01
Calcular condz(A) y comparar la estimacién
[[Aull2 [|Ab]]
< condg(A)——
[lull2 1ol

¥

A
con el verdadero valor de H\qu



Capitulo 4

Métodos directos para la resolucion
de ecuaciones lineales

4.1. Nociones preliminares. El método de Gauss

4.1.1. Descripcion del método de Gauss para un sistema de 4 ecuaciones con

4 incégnitas

Consideremos el siguiente problema:

Hallar x = [z1, ..., z4])" € R™ verificando

201 + 1l + 023+ 424 = 2
—4x1 — 229+ 33— Ty = -9
4z + 1lxg — 223 + 824 =

0.751 — 3372 — 123)3 — 1$4 =
que escribiremos en forma matricial Ax = b con

2 1 0 4
4 -2 3 -7
A= 4 1 9 s b= r=

0 -3 -12 -1

|
N B © N
8 8 8 8
W N

Ahora realizaremos una serie de transformaciones en el sistema anterior.

Primera etapa: Poniendo A1 = A, by = b trataremos de eliminar la incégnita x; de la ecuaciones

2,3 y 4. Para ello multiplicamos la primera ecuacién por 2 y la anadimos a la segunda ecuacién que se

transforma en
0xq + 0x9 + 323 + 1oy = —5

49
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Anélogamente, multiplicamos la primera ecuacién por —2 y la anadimos a la tercera ecuacién
0x1 — 1lxg — 223 + Oy = —2

Puesto que z1 no interviene en la cuarta ecuaciéon no modificamos ésta. Al final de esta primera etapa de
eliminacion de x; obtenemos un sistema equivalente Asx = by con

2 1 0 4 2
0 0 3 1 -5
Az = 0 -1 -2 0 b= _,
0 -3 —-12 -1 2

Segunda etapa: Eliminacién de zo. Para eliminar x5 de las ecuaciones tercera y cuarta, no podemos

utilizar la segunda ecuacién puesto que en ella el coeficiente de x5, que llamamos pivote, es nulo. Por
el contrario, se puede utilizar una de las dos tultimas ecuaciones. Elijamos, por ejemplo, la tercera, en
este caso, es el coeficiente —1 que juega el papel de pivote. Puesto que el coeficiente de x5 en la segunda
ecuacion es ya nulo, zo estd eliminada en esta ecuacién. Multipliquemos la tercera ecuacién ( la del pivote)

por —3 y sumemosla a la cuarta, que se convierte en
0z1 +0x9 — 623 — 24 =8

Si permutamos las ecuaciones segunda y tercera, obtenemos el sistema lineal equivalente A3z = b3 con

2 1 0 4 2
0 -1 -2 0 )
Ads=10 o 3 1 b=1 _5
0 0 -6 -1 8

Tercera etapa: Eliminacién de x5 en la cuarta ecuacién. Sélo queda eliminar x5 en la iltima ecuacion.

Como el coeficiente z3 de la tercera ecuacién es no nulo, lo elegiremos como pivote. Se multiplica la
tercera ecuacién por 2 y la anadimos a la cuarta para obtener

0x1 4+ 0xg + 03 + 24 = —2

iel sistema de ecuaciones lineales, equivalente, que finalmente hemos obtenido es Ayx = by con

2 1 0 4 2
0 -1 -2 0 )
=1y 0 31 b=1 _5
0 0 0 1 )

Resolucién del sistema triangular La matriz A4 es triangular superior. Para obtener la solucién del

sistema Asx = by, se resuelve primero la cuarta ecuacién, después la tercera, etc, mediante un proceso
llamado de remonte.

2174:—2
33‘3:(—5—.134)/3:—1
x2:2—2x3:4

X1 :(2—1‘2—41‘4)/223

Hemos obtenido la solucién z = [34 —1 — 2]
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4.1.2. Escritura matricial de las operaciones de eliminacién

La transformacién consistenete en multiplicar la primera componente de a; de un vector por un
numero « y anadirlo a la segunad componente as se puede representar mediante la multiplicacién de una

matriz, llamemosla E; por este vector, en efecto, poniendo

1 0 0 O

a 1 0 0

Et=19 010

0 0 0 1

tendremos, designando a = [a1 ay a3 a4

1 0 0 O aj ai
Fa=|© 100 az aay + as
710010 as | as
0 0 0 1 aq aq

Anélogamente, multiplicar a; por 8 y anadirlo a az se puede expresar

1 0 0 O aq a1

Eoa — 01 0 O a2 o a9
2 g 0 1 0 as Bay + ag
0 0 0 1 aq ayg

Efectuar las dos transformaciones sucesivas (el orden no tiene importancia) equivales a multiplicar el

vector por el producto de las dos matrices

1 0 00 1 0 0 0 10 00

01 00 a 1l 0 0 a 1 0 0

My = ExBy = 6 0 1 0 0010 |8 010

0 0 01 0 0 0 1 0 0 01

Las anteriores transformaciones son invertibles y

10 0 0 10 0 0 10 00
1 _ | —a 1 0 0 1 01 00 4 _ | —a 1.0 0
By = 0 010 By = -8 0 1 0 M= -6 0 1 0
0 0 01 0 0 0 1 0 0 01

con el significado correspondiente: Si a as + aay le restamos —aa; volvemos a obtener ay. Llamemos L
a la inversa de M, Mfl = EflEgl. En la primera etapa, a partir del sistema A;x = by, eligiendo a = 2
y 8 = —2 hemos obtenido el sistema Asx = by con M1 A; = Ay y M1by = by. De donde deducimos las
relaciones

Ay =L1Ay by = Liby
En la segunda etapa, se ha efectuado una permutacién de las filas segunda y tercera para obtener un pivote

no nulo. Esto se interpreta matricialmente por la multiplicacién por la matriz elemental de permutacion
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P siguiente

S O O
o= O O
[N el =)
_ o0 O O

Después se ha eliminado x2, que equivale a la multiplicacién por la matriz Ms, donde

My

SO o
w o = o
o= O o
_ o o o

El sistema obtenido es Asx = bg con

Ay = MyPAy by = MyPby

poniendo
1 0 0 O
-1 |0 1 00
Le=My"=1|¢ o9 1 ¢
0 3 01
se deduce

PA2 = L2A3 Pb2 = L2b3

Finalmente, la ultima etapa conduce al sistema Asx = by donde

A4 = M3A3 b4 = M3b3

o bien
As = L3As b3 = Lsby

con
1 0 0 0
1|01 0 0
La=My" =10 o 1 0
00 -2 1

Llamando U = A4 y ¢ = by hemos llegado al sistema equivalente
Uz =c

que es triangular superior.

Interpretacién del método de Gauss como método de factorizaciéon: Pongamos

1000
;L i | -8 100
Li=FPLP=1_, ¢ 1 0
0001
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donde « =2y 3= -2y L = L{'LyL3. Un célculo simple da

10 0 0 10 0 0 10 00 10 00

I - 21 00 01 00 0 1 0 0 _ 2 1 0 0
-2 010 0 010 0 0 10 -2 0 1 0

00 01 0 3 01 0 0 -2 1 03 -2 1

Observemos que para obtener L basta copiar en su sitio respectivo los coeficientes bajo la diagonal de

Ly’, Ly y L3. Calculemos el producto LU:

LU = Ly'LoL3Ay = Li'LyAs = L,/ PAy = PL,P'PAy = PL, Ay = PA; = PA

Hemos obtenido asi la factorizacién de la matriz PA en el producto de dos matrices triangulares,
una triangular inferior L (del inglés “Lower”) con los coeficientes diagonales iguales a 1 y una triangular
superior U ( del inglés “Upper”). El célculo de P, L y U puede hacerse independientemente del segundo
miembro b. A continuacién para resolver el sistema Ax = b, se resolverda PAx = LUx = Pb resolviendo

dos sistemas triangulares

Ly = Pb
Ur = y

4.1.3. El método de eliminacién de Gauss para un sistema regular N x N

Para resolver el sistema lineal Ax = b donde A es una matriz de orden N regular, la vamos a tansformar

en N — 1 etapas en un sistema equivalente Uz = ¢, donde U es una matriz triangular superior.

Describiremos primero la primera etapa y luego la k-ésima etapa que sustituye el sistema Apx = by,

por un sistema equivalente Ap 12 = bg1.

Introducimos las matrices ampliadas A, de formato N x (N + 1) obtenidas aniadiendo el segundo

miembro b, a la matriz Ay.

Ay, = [Ag|br]

1. Primera etapa: Eliminaciéon de x; de las ecuaciones 2 a IN.

Vamos a tener que efectuar divisiones por el coeficiente A;(1,1) al que llamaremos primer pivote. Si
este coeficiente es nulo, se efectiia previamente una permutacién de la primera fila con la fila p, para
conseguir una matriz cuyo coeficiente, de posicién (1, 1) no sea nulo. Esto es siempre posible, pues
det(A1) # 0 implica que existe al menos un coeficiente no nulo en la primera columna. Se vera més
tarde como, en la practica, se define la permutacién para evitar tener un pivote demasiado pequeno

en valor absoluto.
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Este intercambio es equivalente a la multiplicacién del sistema A;x = b; por una matriz elemental

de permutacién P; tal que:

Py

|
—
o

Para escribir las formulas que siguen llamaremos también A; a la matriz de partida incluso si hemos
intercambiado la primera fila y la fila p. Para ¢ comprendido entre 2 y N restamos de la i-ésima fila
la primera fila multiplicada por

L1 = 2D

tenemos pues las férmulas siguientes. Llamando As a la matriz transformada

Aolivg) = Ay(i,g) — LG, 1)Ar (1) 2<i<N 1<j<N+1

Para j = 1 observamos flg(i,l) =0 2 < i < N como queriamos. Efectuaremos los célculos

solamente para 2 < j < N + 1.

As posee la estructura siguiente

T T | x
0 =z .. T

Ay = 0 =z =« T
0O « ... .. =x x

Como las primeras filas de Ay y de Ay son iguales podemos escribir

Au(i,j) = L(i, 1) A2(1, j) + A2(i, )
Definimos ahora el vector I; de dimensién N y la matriz cuadrada L; de orden N mediante

l1(1)=0 {1(4) = L3G,1) para2<i<N

1 0 .. 0
L2 1 0 0

Li=1| LB 0 1 0 | =1+he,
L(N) 0 .. .. 1

donde e; es el primer vector de la base canénica de RY.

L es triangular inferior, los coeficientes de su diagonal son iguales a 1, as{ pues det(L;) = 1. Fuera

de la diagonal los tinicos términos distintos de cero son los de la primera columna. La multiplicacién
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por la izquierda de una matriz por L; equivale a anadir la primera fila multiplicada por L(7,1) a la

i-ésima fila y esto para 2 < ¢ < N. Podemos pues escribir
PlA, = L1 A
como P! = P; tenemos
Ay =P LAy

es decir

Al = P1L1A2 b1 = P1L1b2

Como det(Ly1) = 1 deducimos det(A;) = e1det(Az) donde €1 = +1 si no se ha efectuado ninguna

permutacién y € = —1 en caso contrario.

2. k-ésima etapa:Eliminacién de xj de las ecuaciones k + 1 hasta N.

El célculo que se va a describir monstrard, por induccién que al final de la etapa (k + 1) la matriz

Ay, posee la estructura siguiente

oo
o8
&

8 &

P 0 O T T. X X
Ae=Mebd =1 ¢ 0 = @ [O A, X]
0 0 0 =z = x
0 0 0 = = T
0 0 0 = «x x| x

donde los coeficientes de Ay situados debajo de la diagonal, en los k — 1 primeras columnas son
nulos, siendo el bloque T}, de la figura triangular superior. Si consideramos la descomposicién de

Ay en bloques de dimension £ — 1y N — k + 1 como en la figura, vemos que
det(Ay) = det(Ty).det(Ay)

Demostraremos més adelante por induccién que |det(Ay)| = |det(A)| # 0. Ello implica que det(A,) #
0 de donde al menos uno de los coeficientes de la primera columna de A,k, Ag(i, k) i >k es distinto
de cero. Si el k-ésimo pivote, es decir el coeficiente Ag(k, k) es nulo, se puede permutar la k-ésima

fila con una fila de indice p > k+1 tal que Ax(p, k) # 0 y este coeficiente jugard el papel de pivote.

Esta permutacion es equivalente a la multiplicacién del sistema

Akl'z = bk
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por una matriz de permutacion elemental Py

P =

1

Ahora las k primeras filas no se cambian y para k+ 1 < i < N se resta de la i-ésima fila la k-ésima

fila multiplicada por

L(i,k) = FRID)

Se define Ak+1 a partir de A, por las férmulas

Apy1(iy§) = Ap(iy§) — L(i, k) Ap(k,j) para k+1<i<N 1<j<N+1

tomando j =k

A1 (i, k) = A(i, k) — m =0

que es el resultado buscado. Ademds para todos los indices j < k — 1 tenemos Ag(k,j) = 0y
Ag(i,j) =0parai > k+1, de donde Agy1(i,j) =0 para i > k + 1. Es decir los ceros de las k — 1
primeras columnas de las filas k + 1 a IV se conservan. Observemos que las ceros de las filas 1 a k
se conservan pues estas filas no se modifican. La matriz AkJrl tiene pues la estructura de la matriz

anterior Aj, cambiando k por k + 1.

El niimero de operaciones efectuado en esta k-ésima etapa es:

= N — k divisiones.
» (N — k)? adiciones y multiplicaciones para los coeficientes Ay 1.

» N — k adiciones y multiplicaciones para los coeficientes de by41.
Como la k-ésima fila de flk y de A;;H son iguales podemos escribir
Ap(i,5) = L(i, k) Apyr(k,§) + Apgr(i,j) para k+1<i<N 1<j<N+1
Definimos el vector I de dimensiéon N y la matriz cuadrada L de orden N por

lg(i)) =0 para i<k I[;(i)=L(,k) k+1<i<N
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1
1
Lk: 1 :I+lk62
le(k+1)
O
I Ik(N) 1

donde ey, es el k-ésimo vector de la base candnica.

Tenemos:
w det(Ly) =1
= PoAy = Ly Ara
= Como P2 =1, Ay = PpLi Ay,
» Ay = PeLyAgyr by = PxLibgin

1 si P,=1
det(Ag) = epdet(Apsr) ak:{ . : PZ;&I

= Por induccién tenemos |det(Ay)| = |det(A)].

3. Resolucién del sistema triangular: Al final de la etapa N — 1, la matriz Ay es triangular superior.

Solo falta realizar la etapa de remonte para resolver el sistema lineal Uz = ¢, cuya i-ésima ecuacién

se escribe
N

Uiz + Y Ui, )z =c

j=it1
Se calculan las componentes de = por orden de indice decreciente empezando por x:
— CN
{ TN = UNN)

i — CFZ;\;H U(i,5)z;
v U (%,%)

Como los U(i,1) son los pivotes sucesivos, son todos no nulos y las férmulas anteriores son validas.
El niimero de operaciones a efectuar en esta fase es:
= N divisiones.

. ZfV(N —1) = N(gfl) adiciones y multiplicaciones.

4. Célculo del determinante: det(Ag) = edet(Ag4+1) para 1 <k < N —1dondee = —10¢ = +1 segin

se halla realizado una permutacién o no en la k-ésima etapa.
det(A) = det(A1) = (—1)Pdet(An) = (—=1)Pdet(U)
siendo p el numero de permutaciones de filas realizadas. Como U es triangular superior

det(U) =TI, U (4,4)
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5. Interpretacién matricial: PA = LU

Hemos visto,
A =P LgAgyr 1<kE<N-1

sabiendo que A1 = A Ay = U matriz triangular superior y siendo Py la matriz de permutacién

de indices k y I con [ > k. Podemos enunciar el siguiente
Lema 4.1 P, matriz de permutacién de indices p y ¢ > p entonces para k < p
LyP,=P,L, o P,LyP,=1L,

donde la matriz L;C obtiene de L permutando los coeficientes de las lineas p y g en la k-ésima

columna.

Demostracién: para p > k Pyer = e, y l; = Ppli.
Ly, = Py(I +lyel)Py = P2 + Iyl = I + e}
donde Z;C se deduce de [ por permutacién de las componentes p y ¢.H

Lema 4.2 Seal, 1<k < N —1 una sucesién de N — 1 vectores de dimensién N tales que las k

primeras componentes de [; sean nulas, entonces:

(I + llei)(l—l— 1265)(1—1- lN_lef\_l) =1+ llei + 1263 + ...+ lN_leﬁ\,fl

Demostracién: Observar que los productos lieﬁljeg- con i < j son nulos pues efl; = 1;(i) = 0 para

j>im

Teorema 4.1 Sea A una matriz regular de orden N. Existe una matriz de permutacién P y dos

matrices L y U, L triangular inferior de diagonal unidad, U triangular superior, tales que
PA=LU
Demostracién: A = Ay = PiL1P>,Lsy...Pn_1Ly_1U Se verifica facilmente
A= P/ Py..Py_1L Ly.. Ly U

donde
L, =Pyx_1PN_9...Pu_1LyPes1..Py_2Pyn_y

L=LiLy.Ly_,
P=Py_1Py_y..P

PA=LU
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4.1.4. Existencia y unicidad de A = LU

Teorema 4.2 Sea A una matriz regular de orden N. A posee una factorizacion A = LU donde L es

triangular inferior de diagonal unidad y U es triangular superior, si y solo si, todas las submatrices

principales A*) de A son regulares. En ese caso

det(A®)
Uk, k) = 2o ram=y

Demostracién: Si A = LU, descomponemos las tres matrices en bloques de ordenk y orden N — k
A A | _ | Lu O Unn U2
Ag1 Az Ly Lap |7| O U2
Por definiciéon Aq; es la submatriz principal de orden k

A11 =L11U11 = det(An) = det(Ln)det(Un) = H?ZlU(Z.,Z') 75 0

y de ahi

det(A®)
Utk k) = iy

Reciprocamente, si los determinantes de las submatrices principales A%*) son todos distintos de cero,
veamos que tedricamente podriamos aplicar el algoritmo de eliminaciéon de Gauss sin efectuar permuta-

ciones.

Procedemos por induccion

= Parak =1, como A = A;; # 0, en la primera etapa no necesitamos efectuar ninguna permutacién
de filas.

= Supongamos que la eliminacién sin permutaciones se ha podido realizar hasta la etapa k — 1. Antes

de la etapa k-ésima, tendremos
A=Ay =L1Ls...Li_ 1A, = RA;

donde R es triangular inferior de diagonal unidad. Descomponiendo en A, Ry Ay = B en bloques

[ A A ]

R11 0] Bll BlQ
A21 A22 ’

R21 I 0 BZQ
resulta A1q7 = Ry1Bi1, como det(Ry1) =1
det(Bll) = d@t(All) = det(A(k)) 7& 0

y Bi1 es triangular superior tenemos todos sus elementos diagonales no nulos, en particular,

B(k,k) = Ag(k, k) se puede elegir como pivote en la siguiente etapa. Bl



60 Métodos directos para la resoluciéon de ecuaciones lineales

Teorema 4.3 de unicidad

Si una matriz regular A de orden N, posee una factorizacién A = LU, con L triangular inferior de

diagonal unidad y U triangular superior, entonces la factorizacién es tnica.

Demostracion: Supongamos A = L1U; = LyUs, resulta X = L2_1L1 = UgUl_l, de donde necesaria-
mente X = 7.1

4.1.5. Complejidad algoritmica del método de eliminacién de Gauss

» Factorizacién En la etapa k-ésima de la factorizacién, N — k divisiones y (N — k)? sumas y multi-

plicaciones. sumando para todo k =1,..., N — 1:
N-1

S (N )2 = éN(N —1/2)(N - 1)
k=1

sumas y multiplicaciones y
N1
=_-N(N-1)
2
k=1
divisiones

= Resolucién de un sistema triangular

N(N - 1)

sumas y multiplicaciones y N divisiones.

En total O(NTB) para la factorizacién y O(N?) para la resolucién de los sistemas triangulares. Por ejemplo

resolver un sistema de 100 ecuaciones significa realizar del orden de 10°/3 operaciones.

Tema para clase de practicas: Requarimientos de memoria del algoritmo de Gauss. Solo se necesita
el espacio ocupado por la matriz y el vector segundo miembro inicial y un segundo vector adicional si es

necesario realizar permutaciones.

Ejercicios:

1. Influencia de los errores de redondeo. Resolver el sistema siguiente

ex;+x2 = 1/2

1 +x9 = 1

sin realizar permutaciones y realizando una permutaciéon de filas para evitar pivotes pequenos.

Comparar con la solucién exacta.
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4.2. El método de Cholesky para matrices simétricas y definidas
positiva

Consideramos en esta seccién una matrices A simétricas y definidas positiva. Una factorizacion regular
de Cholesky es una factorizacién de la forma A = BB? donde B es triangular inferior. Si los coeficientes

de la diagonal de B son todos positivos se dice que es una factorizacién positiva de Cholesky.

Teorema 4.4 de existencia y unicidad

A posee una factorizacién regular de Cholesky si y solamente es definida positiva. En este caso posee

una factorizacion positiva tinica.

Demostracion:

= Necesidad: Sea A simétrica y supongamos que A = BB! con B triangular inferior. Entonces A es

definida positiva, en efecto
(Az,x) = (BB'z,2) = (B'z, B'z) = ||B'z|[2 >0 Vz #0

= Suficiencia: Sea A simétrica y definida positiva, es decir, (Az,z) > 0 Vz # 0. Procedemos por
induccién. El resultado es obviamente cierto para matrices de orden 1. Supongamos pues que es
cierto para matrices de orden N — 1 y demostremos que entonces sera cierto para matrices de orden

N. Descomponemos la matriz A en bloques,

donde R es una matriz de orden N — 1, a un vector de RY y o un niimero real. Como A es simétrica
definida positiva, necesariamente también lo serd R. Por la hipétesis de induccién que R = M M?

con M triangular inferior de orden N — 1, por tanto R es simétrica y definida positiva. Busquemos

a=[ 7]
rtop

B de la forma

con r € RN~y p e R. Se deber cumplir

e S i g s e

at « rt p O »p r*M iy + p?

identificando términos
a=Mr

a:rtr+p2

es decir
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P’ =a—rlr

de donde
pP=a—aRta

Basta verificar ahora que p es necesariamente un nimero real, es decir, que o — a*R~'a > 0. En

efecto, como A es definida positiva, para todo vector z € R distinto de cero se tiene
R
! [ L@ } x>0
at o«
tomando z = [R’l — 1]t

[ R 'a —1][ ;

de ahi el resultado buscado.

Queda por verificar la unicidad. Supongamos que existen B; y Bs matrices triangular inferior tales
que

A= B, B! = B,B}

resulta
X =B,'B, = B{B;*

de donde necesariamente X es diagonal y ademas los términos de la diagonal verifican

p p@
p@ M

i

de donde
®i)2 = (b{P)2

(X3

eligiendo la diagonal con términos positivos, resulta
(1) _ 42
bi;” = bi

es decir B; = B> .1



Capitulo 5

Métodos iterativos para la resoluciéon
de sistemas de ecuaciones lineales

5.1. Generalidades y descripcion de algunos métodos

Los métodos directos son eficaces para sistemas de tamano moderado, por ejemplo N ~ 1000 o en el
caso de matrices huecas N = 5000 , 10000. Para valores significativamente mayores los métodos directos
pierden eficacia, no solo porque el niimero de operaciones necesario crece desmesuradamente sino también

porque la acumulacién de errores de redondeo puede desvirtuar el resultado.

En el caso de grandes sistemas de ecuaciones, los llamados métodos iterativos, resultan méas conve-
nientes. De forma genérica: Para resolver un sistema Az = b, se transforma en otro equivalente (es decir,

con la misma solucién) que tenga la forma

r=Bx+c

expresion que sugiere el siguinete método iterativo

2@ arbitrario
e+ = Bg(k) 4 ¢

Diremos que el método es convergente, si

lim z* = 2

k—o0

cualquiera que sea el valor inicial z(?) elegido.

Teorema 5.1 El método iterativo anterior es convergente si p(B) < 1, o de forma equivalente si || B|| < 1

para al menos una norma matricial (que podemos elegir subordinada).

63
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Demostracién:

r=Br+c
) = Bg® 4 ¢

restando

2D g = B(a®) — 1)

Llamando e(©) = z(9) — z a] error inicial y e®*) = z(*) — 2 al error en la iteracién k resulta e(*t1) = Be(¥)

y también
e®) = Belk=) = | = Bke®)
de donde
1| = [1B*eD]] < [|BF||]1e]] < ||BI|*[[e]

Si ||B|| < 1 entonces

lim [|e®]| =0

k—oo
es decir,

lim 2 =z

k—oo

|

5.1.1. Descripcién del método de Jacobi

Supongamos que queremos resolver el sistema

a1 x1+ +ainrg = b1
ao121+ +a9n,Tqg = b2
ap1x1+ +apnty = by,
que podemos escribir
anry = b1 — E a1;T;
J#1
a99Ty — b2 — E a5
J#2
OQNNITN = bN— E AN;Tj

J#EN
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El algoritmo de Jacobi se escribe Dado z(9) € RN arbitrario, una vez calculado una aproximacién (%),

calculamos z(*) de la manera siguiente:

(k)

(k+1) b — Zj;él a15T;
x =
a1
(k)
(k+1) b — Z_jy&Q A2 ;
x5 =
a22
(k)
(k+1) by — Zj;ﬁN AN;T;
Ty =
aNN

Este método estd definido solo si a;; # 0 para i = 1,..., N. La ecuacién i-ésima

k
(k+1) _ bi — 3 jzi aii“fg‘ )

ZT;
i
(0777

(k)

se puede escribir también, restando en los dos miembros z;" asf:

j=1%4T; T
(k1) _ o = i

K2
Qg Q5

by — N (k) (k)
LB >

donde hemos designado mediante *) al vector residuo
rB) = — Ag®
correspondiente al valor z(%).

Vamos a escribir el método anterior en forma matricial. Podremos
A=D-—-F—-F

donde

= D, es la parte diagonal de A, D;; = a4, t=1,....N

= —F es la parte estrictamente triangular inferior

(=E)ij = ai; i>]
- 0 i<y

|
&
-
S
|

(=F)ij = aiy i<j
j 0 1>y

|
&S|
=
S
|
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Entonces la iteracion de Jacobi se escribe
2 ) = DY E + F)z2® + D%

o bien,
2D = (1 — D71 A)2® + D71

es pues de la forma general con B=1— D"'Ayc= Db

Pseudocddigo de una iteracion del método de Jacobi

m Fori=1,...,N do

= s b(i)
e Forj=1,....i—1do
o 55— A(i,j) *2())
e end
e Forj=i+1,...,N do
o 55— Ali,j) *2())
e end

= y(i) — a5
e Fori=1,...,N do
o (i) —y(i)
e end

= end
Ejercicios

1. Considerar el sistema
1021 +2o = 11
201 + 10z, = 12
a) Calcular la solucién exacta.
b) Calcular el radio espectral de la matriz asociada.

¢) Aplicar el método de Jacobi.

2. Considerar el sistema
r1 + 102y = 11
10z + 220 = 12
a) Calcular la solucién exacta.
b) Calcular el radio espectral de la matriz asociada.

¢) Aplicar el método de Jacobi.
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5.1.2. Descripcién del método de Gauss-Seidel

Si observamos con atencion la expresion general de una iteracion del algoritmo de Jacobi, observaremos

§k+1)’ x§k+1) LD

. ) k+1
que si procedemos en el orden natural, 1 = 1,2, ..., N, al calcular xi + ), los valores x N 2

va los hemos obtenido. Si el método es convergente, tenemos la esperanza que estos ¢ — 1 valores estén

[ - . k) (k k -
mas cerca de la solucién que los anteriores 335 ),xg )7 ...,ng)l. Por lo tanto podemos utilizarlos en lugar
. . k41
de estos en la expresién que sirve para calcular :175 + ), quedando

i—1 (k+1) N (k)
LD bi — 3251 0475 = D jmit1 %%,

%

Q4
Obtenemos asi el llamado método de Gauss-Seidel, que podemos escribir de la forma
i N
k+1 k
> ayal Y =bi— 37 agag?
j=1 j=i+1

o en forma matricial

(D — E)z ) =p 4 Fz®

y también
e D) = (D - E)'F2® + (D-E)"'

En cada iteracién del algoritmo de Gauss-Seidel resolvemos un sistema triangular. Veamos el pseu-

doc’odigo que es mas sencillo incluso que el correspondiente al algoritmo de Jacobi.

Pseudocddigo de una iteracion del método de Gauss-Seidel

= Fori=1,...,N do

= s — b(i)
e Forj=1,..., N do
o s—s—A(i,j) *x(j)
e end

s 2(i) «— x(i) + VC)

= end

donde hemos utilizado la expresién equivalente

b; — Zz}l aijx(_kJrl) B ZN aijx(k)

j=1 J J=1t J
a(i,i)

6= xEkH) — xgk) =

xgkﬂ) = xgk) +0
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5.1.3. Meétodos de relajacion

Se pueden generalizar los dos métodos anteriores de Jacobi y Gauss-Seidel, introduciendo un parametro

(k) o (k+1) (k)

w > 0. Sea z;"’ ya calculado y &; obtenido a partir de ;" por uno de los dos métodos precedentes.

Se define entonces la combinacion lineal

xEkH) = wi’gkﬂ) +(1- w)xl(.k)

Si el método de partida es el de Jacobi, obtenemos para i = 1,..., NV
(k+1 _ b _ Z aijz! 2F ) w)xgk)
Jj#i
o bien multiplicando por a;;
aiix5k+1) =w(b; — Z aijxlgk)) +(1- w)aii:rl(k)
i
y con notacién matricial
Dz = (1 —w)Dz™ + wb + w(E + F)z®
y también
2D = (I —wD ' A)e™ + wD™ b

En el caso del método de Gauss-Seidel, el correspondiente método de relajacién se llama S.O.R.

(Succesive Over Relaxation) y se escribe

N
AR b — Z @ijT; 2 Z aijxgk)) + (1= w)azl®
J=i+1
y con notacién matricial
(D — wE)z* Y = wb 4 (1 — w)D + wF)z®

es decir

D D 1—w
kD) — (Z —E) b+ (= - E)!
x (D =B b+ (o - E) (—;

)x(k)

Pseudocddigo de una iteracion del método de S.O.R.

= Fori=1,....,N do

= s b(i)
e Forj=1,....N do
o 55— A, )+ 2())
e end

w (i) — x(i) + WG

= end
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5.1.4. Control de parada de las iteraciones

Designemos mediante r(*) al vector residuo correspondiente a la iteracién k-ésima, es decir,
rB) = — Ag®
Un posible control de parada consiste en parar en la k-ésima iteracién si

il
1611

<e
para ¢ elegido convenientemente pequenio.

Esta relacién implica que el error e®*) = 2 — z(®) verifica

[le™ i

||

< econd(A)

siendo x la solucién exacta de Ax = b. En efecto, como
1™ = A= @ < A= |[1- M)

entonces

1] < el AL |lbl] < ellA™[.[|Az]| < econd(A)|x]|

y de ahi la afirmacion realizada.

Comentarios
1. En el método de Jacobi, aparece explicitamente el residuo r*) = (rgk)) con rgk) =b;— ZN aijx(-k).

Jj=1 J

2. Sin embargo en el método de Gauss Seidel 0 S.0.R. no aparece el residuo sino el vector 7#(*) = (rgk’i))
donde

i—1 N
(ki) _ g o (k+1) ()
i =b =) ey =) e
i=1 j=i

k)

Podemos realizar el control de parada con #(¥)| es decir parar las iteraciones si

7]
[0l

<e

lo que evita cdlculos suplementarios.

A menudo otro control de parada consiste en interrumpir las iteraciones cuando
k k—1 k
e — 24D]| < eflat®)|

que es un control cémodo desde el punto de vista del calculo. Presenta sin embargo el inconveniente que
podria darse en ciertos casos en los que se verificase el control sin que z(®) estuviese cerca de la solucién

x. Por ejemplo si para algin k resulta z(*) = 0 sin ser ésta la solucién buscada.



70 Métodos iterativos para la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales

5.1.5. Métodos por bloques

Los métodos precedentes se pueden generalizar a métodos por bloques.

Supongamos que A y el correspondiente sistema de ecuaciones lo descomponemos en bloques
A11 Alp X1 Bl
Apr .. Ay Xp B,
donde Aii,...Ay,, son matrices cuadradas y donde X;, B; son vectores cuya dimensién es igual al orden

de las matrices A;;.

De manera analoga a la efectuada precedentemente se define la descomposicion de A por bloques
A=D-FE-F
donde

= D, es la parte diagonal de bloques de A, Dy; = Ay, i=1,..,N

= —F es la parte estrictamente triangular inferior

(=E)ij = Ay i>j
(—E)y; = 0 i<j

(=F)ij = 0 i>j

Por ejemplo el método de relajacion por bloques serd

i—1 P
Aii(Xi(kJrl) _ Xi(k)) — w(B; - ZAin](k+1) . ZAiJXJ('k))

=1 j=i

k+1 . . k+1
Para calcular las componentes del vector Xi( ), es necesario resolver el sistema, An‘XZ-( ) — C;
donde C; es un vector conocido. Es necesario que esto sea relativamente sencillo. Por ejemplo, si utilizamos
una factorizacion A;; = LU, bastard hacerla una sola vez para cada bloque A;; y esta factorizacion se

utilizard en cada iteracion.

5.2. Estudio de la convergencia de los métodos de Jacobi, Gauss-
Seidel y S.O.R.

Los métodos anteriores son de la forma general

2D = Bz®) 4 ¢
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La condicién necesaria y suficiente de convergencia es
p(B) <1

Para el método de Jacobi
B=DYE+F)

Para el método de Gauss-Seidel
B=(D-E)'F

Para el método S.O.R.
D 1l—w
B=(—-E)yY(——D+F
(- B (=D +F)
Estos matrices se pueden expresar en funcién de L = D7'E y de U = D™'F que son respectivamente

dos matrices triangulares inferior y superior respectivamente con diagonal nula

0 0 .0 0 —gz . -
L= az: 0 0 U= 0 0 ~ o
—gaL _anz Q) 0 0 .. 0

Tenemos pues para el método de Jacobi
I=DYE+F)=D'E+D'F=L+U
para el método de Gauss-Seidel
Loo=(D—-E)'F=I-D'EYD'F=(1I-L)"'U
y para el método S.O.R.

L,=(D-wE) Y ((1-w)D+wF)=(I-wD 'E)" (1 —w)[+wD'F) = (I -wL) (1 -w)I+wl)

Observacién: D'A=D"YD-E-F)=I1-L-U.

Vamos a ver una condicién necesaria para que el radio espectral de la matriz del método S.O.R. sea

menor que la unidad.

Teorema 5.2 Para toda matriz A, el radio espectral de la matriz del método de relajacién S.O.R. es
superior o igual a |w — 1] en consecuencia una condicién necesaria para que el método sea convergente es
0<w<2.

Demostracion: Los valores propios de la matriz £, del método de relajacion verifican la relacién

det(=2D+ F) (£=2)Nlay;
Y\ (L) = det(Ly,) = w - w —(1— )N
1=1 ( ) € ( ) det(% _ E) (%)NHGJ“ ( C(J)
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y como por otra parte
p(Ly) = |l

lo que implica
PN (L) 2 L [N] = o — 1Y

resulta finalmente
p(Ly) 2w —1|

Corolario 5.1 Para toda matriz A, una condicién necesaria de convergencia del método de S.O.R. es

I<w<?2

5.2.1. Matrices a diagonal dominante

Definicién 5.1 Una matriz A de orden N se llama estrictamente diagonal dominante si

N
las| > Z la;j| para i=1,..,N
J=1
J#k

Teorema 5.3 Si A es una matriz de orden N estrictamente diagonal dominante entonces es no singular.

Demostracion: Consideremos el sistema de ecuaciones
Az =0

y veamos que tiene como tnica solucién x = 0.

Por reduccién al absurdo, supongamos que x = [z1, ..., zx]’ es una solucién distinta de cero. En este

caso para algin k, 0 < |z| = méxi<j<n |z;]

Como Zjvzl a;;x; = 0 para todo ¢ =1,..., N, tomando ¢ = k resulta

N
ATl — — Z akja:j
Jj=1
J#
de donde
N
larkllzel < D0 laklla;]
S

JFk
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es decir
N 2] N
k| <> \%‘Iﬁé > lakl
j=1 j=1
J#k J#Fk

en contradicién con la propiedad de A de ser estrictamente diagonal dominante.ll

Teorema 5.4 Sea A, matriz de orden N estrictamente diagonal dominante. Entonces el método de Jacobi

para resolver un sistema de ecuaciones lineales asociado a dicha matriz es convergente.

Demostracién: La matriz de iteracién para el método de Jacobi es B = D™Y(E+ F) = L+ U.

Demostraremos que ||B||s < 1. En efecto,

Q12 _aiN
0 a1 ail
__a21 0 __aaN
BZL—I—UZ 222 G2
__anN1 __an2 0
NN AN N

de donde

N
Bl = mix > o /an] = max =214 4
s ISiSN ag|
J=1

J#k
pues A es estrictamente diagonal dominante. B

Teorema 5.5 Sea A una matriz estrictamente diagonal dominante, entonces el método de Gauss-Seidel

para resolver un sistema de ecuaciones lineales asociado a dicha matriz es convergente.

Demostracion: La matriz asociada a la iteracién de Gauss-Seidel es
Li=(D—-E)y'F=(I-L)'U

Para determinar el radio espectral de £1, calcularemos primero los valores propios, es decir, las raices del
polinomio caracteristico

p(A) =det(M\ — L1) =0

Observando que det(I — L) = 1 resulta

p(A) = det(I — L)det(A\ — L1)
= det(I — L)det(\ — (I — L)"'U)
= det\I—1L)-"U)
U
= det(\I—-L - X))
U

= MVdet(I - L - —
et( 3
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de donde p(A\) =0si A =0 o bien sidet(I — L—¥)=0.

Queremos demostrar que todas las raices de p(A) = 0 verifican |\| < 1. Supongamos por reduccién
al absurdo que existe al menos una raiz A tal que |A| > 1. Entonces por una parte det(I — [ — %) =0
y por otra parte como A = D — E — F es estrictamente diagonal dominante, también loes I — L — U

y lo serd también I — L — % si [A\| > 1. Por lo tanto I — L — % es no singular en contradiccién con

det(I —L—-%)=0.1

5.2.2. Matrices hermiticas y definidas postivas

Teorema 5.6 Sea A hermitica y definida positiva, descompuesta de la forma A = M — N con M no
singular. Si la matriz hermitica M* 4+ N es definida positiva, entonces B = M ~'N = I — M ~' A verifica
p(B) < 1.

Demostraciéon: M*+ N es efectivamente hermitica, en efecto, M*+N = A*+N*+N = A+ N*+N =
M + N*.

Vamos a demostrar que ||[M~1N|| < 1 para la norma matricial subordinada a la norma vectorial

1.l : v — (Av,v)1/2

que es una norma pues A es hermitica y definida positiva.

Como
IMTIN|| =[] - M~'Al| = sup [jv— M~ Av||
[lv]|=1
y la aplicacién

v — |Jv — M1 Av|

definida en el conjunto compacto {v € CV;||v|| = 1} es continua, alcanza su valor maximo para algiin v
determinado de dicho conjunto. Veamos ahora que para ||v|| = 1, [J[v— M~ Av|| < 1. En efecto, denotamos

w = M~1Av y calculemos ||v — wl|
l[o — M~ Av||? = |Jv — w||* = (Av,v) — (Av,w) — (Aw,v) + (Aw, w)

teniendo en cuenta que Av = Mw y que A es hermitica, resulta (Av,w) = (Mw,w) y (Aw,v) = (M*w,w),
de donde
llo = M~ Av||? =1 — (M* 4+ N)w, w)

y puesto que si v # 0 y M y A son no singulares, w = M ~'Av # 0, ademds como M* + N es definida
positiva ((M* + N)w,w) > 0 resultando finalmente |[v — M1 Av|| <1y p(M~IN) < 1. B
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Corolario 5.2 Si A es hermitica y definida positiva el método S.O.R. por punto o por bloques converge

siysolosi 0 <w< 2.

Demostracién: En el método S.O.R. la descomposiciéon A = M — N es M = g —FE N = 1_T‘”DJrF.

De manera que

*

D
M*+ N =
w

1—

—E+—2D+F
w

como A es hermitica D = D* y F' = E* de modo que

2_
M*+N=""%p
w

Solo resta verificar que D es definida positiva. En efecto, sean A;;,i = 1,...,p los bloques de D. Cada

bloque es definido positivo pues, para v; # 0
(Aiﬂ}l',’ui) = (Aﬁ“ 171) > 0

donde v; se obtiene prolongando v; con coordenadas nulas hasta obtener el correspondiente vector de

dimension N. Finalmente
p

(Dv,v) = Z(Au‘vuvi) >0
i=1
La matriz M* + N = 2_T“’D es pues definida positiva si y solosi 0 < w < 2. B

Ejercicios

1. Considerar la matriz

2 -1 0
A -1 2 0
0 -1 2

- = f en la,b]
u(a) = u(b)=0

Demostrar que el método S.O.R. con 0 < w < 2, y el método de Jacobi convergen al resolver

sistemas asociados a ésta matriz.

5.2.3. Comparacion de los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel. Bisqueda del
parametro de relajacién 6ptimo en el método S.O.R.

Teorema 5.7 Sea A una matriz tridiagonal con bloques diagonales no singulares. Entonces los radios
espectrales de las matrices de iteraciéon del método de Jacobi y Gauss-Seidel por bloques estan relacionados
por

p(L1) = p*(J)
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de manera que los dos métodos convergen o divergen simultdneamente y si convergen el método de
Gauss-Seidel converge mas rapidamente que el método de Jacobi.

Empezaremos demostrando un lema.

Lema 5.1 Sea A una matriz tridiagonal por bloques de orden N.

Ar Aqa 0 0

Aoy Agy Axz 0 0

A= 0 Aszg Aszz Asy .. 0
0

Ap—l,p—l Ap—l,p
0 o e Ay Ay,

donde cada bloque A;; es una matriz de orden n; y > -_;n; = N. Sea ahora la descomposicién por
bloques A = D — E — F donde D es la diagonal de bloques

Ay 0 .. 0
0 Ay .. 0
0 .. 0 Ay

y —F y —F la parte triangular inferior y superior respectivamente excluida la diagonal. Sea p un niimero

no nulo y llamemos A(p) = D — pE — %F entonces

det(A(p)) = det(A)

Demostracion: Tenemos

[ Au fAL 0 0 ]
/LAQl A22 I%AQ?) 0 0
1
A(,LL) _ 0 ,LLA32 A33 ILA34 0
0 . Ap,11p71 %Apfl’p
L 0 /J,Ap’pfl Ap’p
y consideremos la matriz
wly 0 0
2
S = 0 1% IQ 0
0 0 prl,

donde I; es la matriz unidad de orden n;.

det(S) = det(ply)det(p*Is)....det (P I,) = p(mit2nat+pnp)
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por otra parte

pth 0 0
g1 — 0 ,uiQIQ 0
0 0 pPI,

det(Sil) — 'uf(n1+2n2+...+pnp)

Veamos que A(p) = SAS™L, en efecto

Ly

p
(SAS™H)y; = Z SiuAuS;t = =

k=1

de modo que

Para  j=1i (SAS™); = Ay
Para  j=i—1 (SAS™),;o1=pdii

1
Para j=i+1 (SAS )i =—Aiin
L

de donde finalmente

det(A(p)) = det(S)det(A)det(S™) = det(A)

Demostracién del teorema

= La matriz de iteracién del método de Jacobi es J = D~1(E + F) y sus valores propios son las rafces

de la ecuacion
Py(\) =det(\ - D Y (E+F)) =0

y también
det(D)Ps(\) = det(D)det(\] — D™Y(E + F)) =det(A\D — E — F) =0
por lo tanto los valores propios de .J son las raices de la ecuacién

detAD—E—F) =0

» La matriz de la iteracién del método de Gauss-Seidel es £; = (D — E)~'F y sus valores propios

son las raices de la ecuacion
Pz, (\) =det(\[ - (D —E)"'F)=0
y también

det(D — E)Pz,(\) = det(D — E)det(\ — (D — E)"'F) = det(A\D — AE — F) = 0
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de donde

det(D — E)Pz, (\) = det(VAX(VAD — VAE — %F)) =0

es decir, los valores propios de £ son las raices de la ecuacién
(VN Ndet(VAD — E - F) =0

donde hemos aplicado el lema anterior.

Comparando las dos ecuaciones, la que nos da los valores propios de J y de £ vemos que si A es un valor

propio de £; entonces +v/\ lo es de J y también si « es valor propio de J, o2 lo es de £, y de ahi que
p(L1) = p*(J)
|

Teorema 5.8 : Comparacién de los métodos de Jacobi y S.O.R.

Sea A una matriz tridiagonal por bloques con det(A;;) # 0 y tal que todos los valores propios de la
matriz de iteracién de Jacobi sean reales. Entonces el método de Jacobi por bloques y el método S.O.R.

por bloques para 0 < w < 2 convergen o divergen simultdneamente. Cuando convergen, la funcién
w e ]Oa Q[H p(ﬁw)

tiene la forma indicada en la figura, donde wyp: = ﬁ

Demostracién: Hemos visto anteriormente que para el método de Jacobi, los valores propios A de

la matriz de iteracién J = D™!(E + F) estan caracterizados por
P;(N)=0<det(AD—-E—-F)=0

Por otra parte para el método S.O.R. los valores propios i de la matriz de iteracién

D 1-—
Lo=(Z B (——=D+F)
son las soluciones de
Pe. () = det(ul — (2~ By (*—“ D+ F)) =0
y de
det(2 — E)Pz, (3) = det(p(2 — B) ~ (2D + F) =0
o bien de

—1
det(w
w

D—-—puE—-F)=0
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sacando factor comin /i y aplicando el lema anterior

fw-1
RrY = p-E-F)=0
7

N2 det(
fw

En resumen: Si A es valor propio de J entonces p es valor propio de L, si se verifica la relacién

ptw—1
NZE

A

es decir
(4w —1)% = p®X?

Vamos a estudiar la funcién p = pu(w, \) para cada valor de A > 0. p es solucién de la ecuacién de
segundo grado
P2 = (WA= 2w+ 2)p+ (w—1)>=0 (5.1)

cuyas raices son

(WA =204 2) + wAVWIA? —dw + 4
H1 = D)

(WA — 2w 4 2) —wAVWIA? —dw + 4
Mo = B)

1. consideramos el caso p(J) > 1, es decir, existe al menos un valor propio A > 1. Entonces

1
o > §(w2—2w+2)+%\/w2—4w+4
2 2
= %—w—&—l—l—w—%:l

por lo tanto p(L,) > 1.

2. Consideramos el caso p(J) < 1. Es decir para todo valor propio A > 0, A < 1. Estudiemos el valor
de las raices @1 y po en funciéon de w para A > 0 fijo. Empecemos estudiando para qué valores
de w las raices son reales o complejas. Para ello observemos que las raices del discriminante de la

ecuacién de segundo grado (5.1) son

2—V4—4X2 2
A2 14+v1-)2

24 VA—4X2 2
A2 RV =y

w1 =

(ver figura)

Tenemos pues, 1 < wy < 2 < wy.
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a) Estudiemos pu(w, ) para wy < w < 2. En este caso u; y po son complejos conjugados y
|| = |pa]. Como |u1||pa] = (w — 1)2, resulta |u1| = |u2| = w — 1. (Ver figura)

b) Para 0 < w < wp, p1 v M2 son reales y consideremos u; que es el valor propio de mayor valor
absoluto. Los valores de uj y p) (donde la derivada es respecto a w) en funcién de distintos

valores w son para un valor fijo de A\ son

w 0 1 wo
1 1 A2 wo—1
wy | A=1 —00
Ejercicios
1. Considerar un sistema de ecuaciones
Ax =0

asociado a la matriz

1 —a
Calcular la matriz J correspondiente a la iteraciéon de Jacobi .
Calcular para qué valores de a el método de Jacobi serd convergente.

)
)

¢) Calcular la matriz £, correspondiente al método S.O.R. .
)

Para qué valores del parametro de relajacion w y para qué valores de a el método S.O.R.
sera convergente 7

e) Calcular el pararhetro ptimo w,, del método S.O.R. en funcién de a. ; Cudl es el radio
espectral PLo,, correspondiente al método S.O.R. con este valor 6ptimo del pardametro de

relajacion ?

2. Considerar el siguiente sistema de ecuaciones

4r1 +3x90 = 24
3r1 +4x9 —x3 = 30
—T2 =+ 4563 = —24

(5.2)

Hallar la matriz de iteracién correspondiente al método de Jacobi.
Demostrar que el método de Jacobi es convergente para resolver este sistema.

Estimar la velocidad asintética de convergencia del método de Jacobi.

)
)
)

d) Estimar la velocidad asintética de convergencia del método de Gauss-Seidel.
) Calcular el valor éptimo del pardmetro de relajaciéon w del correspondiente método S.O.R.
) Estimar la velocidad asintética de convergencia del método S.O.R. con pardmetro éptimo.
)

Estimar el nimero minimo de iteraciones que hay que realizar con el método de Jacobi, con el
método de Gauss-Seidel y con el método S.O.R. con parametro 6ptimo para obtener la solucién

con un error relativo menor que 0,001.

h) Resolver el sistema utilizando los tres métodos anteriores y comparar los resultados.



Capitulo 6

Optimizacioén sin restricciones

6.1. Fundamentos de la optimizacion

6.1.1. Introduccion

En el espacio euclideo R? con la norma euclidea que denotamos ||.|| y que deriva del correspondiente

producto escalar que denotaremos mediante (., .), consideremos

» K un subconjunto cerrado de R%

= J: K — R una funcién sobre K

= Consideraremos el problema siguiente: Hallar v € K tal que

J(u) = Ulg}f{ J(v)

= Si K = R? el problema anterior se llama de optimizacién sin restricciones.
= ; En qué condiciones el problema anterior tiene soluciéon?
= Si tiene solucion j es ésta unica?

= Se dice que u realiza el minimo global de J.
Vamos a tratar de responder a las anteriores preguntas.
Teorema 6.1 de Weierstrass

Sea K un conjunto compacto de R%, no vacio y J : K — R continua en K. Entonces el problema:

81
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Hallar u € K tal que
J(u) = Ulélf( J(v)
tiene solucion.
Demostracion:
K compacto y J continua implica que J(K) es compacto en R, por tanto J(K) estd acotado inferior-

mente y existe un extremo inferior, es decir, existe un nimero a > —oo tal que o = inf,c i J(v).

. .z .. . . n—oo
Consideremos una sucesién minimizante (up)n, es decir, u, € K tal que J(u,) — a . Una tal

sucesion la podemos siempre construir tomando por ejemplo 0 < € < 1, u,, € K tal que

CVSJ(UR)SCV—FE”

(un)n €s una sucesion en el compacto K, por lo tanto existe una subsucesién convergente (u,),. Sea

w el limite de (u,). Gracias a la continuidad de J(.) tendremos o = lim, . J(u,) = J(u). B
Una variante del anterior teorema de Weierstrass es el siguiente:

Teorema 6.2 Sea J : R — R continua, verificando la propiedad (coercividad)

lim J(v) =0

l[v]| =00

Entonces existe v € R? tal que

J(u) = 52& J(v)

Demostracion:

Llamemos « = inf,cga J(v). En principio a pordria tomar el valor —oo. Consideremos una sucesién

(t,),, minimizante de elementos de R?, es decir,

J(up) — inf J(u) =
(un) vlean(u) e

a< J(up) <a+e”
si a es finito y si & = —oo entonces tomaremos u,, de modo que J(u,) — —oo.
La sucesién (uy,), estd acotada, pues si no fuera asi, resultaria

lim  J(uy,) =0

[lun [|—o0

en contra de la eleccién de (uy, ).
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Podemos pues extraer una subsucesién convergente. Sea (u, ), tal que limu, = u; como J es continua

resulta lim J(u,) = J(u) y a es un nimero finito. W

Ejercicio: Dar 3 contraejemplos en los que el problema anterior no tenga solucién debido a que:

1. K no sea compacto.

2. J no sea continua.

3. J no sea coerciva.

6.1.2. Extremos relativos y diferenciabilidad

En este apartado consideraremos la nociéon de extremo relativo y la relacionaremos con las nociones

de diferencial.

Definicién 6.1 Sea A C R? un conjunto abiertoy J : A — R. Se dice que J(.) tiene un minimo relativo

en u € A si existe un entorno U de u tal que
YoeU J(u)<J()

Andlogamente J(.) tiene un méaximo relativo en u € A si existe un entorno U de u tal que
YoeU J(u)>J(w)

Teorema 6.3 Condicién necesaria de extremo relativo

A abierto de RY, J : A — R diferenciable en A. Si J(.) tiene un extremo relativo en u € A (maximo o
minimo) entonces la diferencial de J(.) en u es la aplicacién nula, es decir, DJ(u) = 0, o bien identificando
DJ(u) con un elemento de R9,

(DJ(u),v) =0 YoveR?

Nota 6.1 Referido a la base canénica de R? el vector de R?, D.J(u) se escribird J’(u), es decir, la matriz
Jacobiana de J(.) en el punto u. en este caso la matriz jacobiana en un matriz fila. La transpuesta de
esta matriz es un vector columna que se suele llamar vector gradiente de J() en u y se escribe V.J(u).

Cuando identifiquemos D.J(u) con un vector de R escribiremos indistintamente (D.J(u),v) o (VJ(u),v).

Demostracion:

= Caso d = 1: Sea A abierto de R, u € A, f: ACR — R, f(u) < f(v) Vv € U, entorno de u.
Tendremos, por ejemplo

>0
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de donde f'(u) = 0.

= Caso general d > 1

Fijemos h con norma suficientemente pequetia de modo que u+th € UVt €] —1,+1[. Introducimos

ahora la funcion
f]-1L,+1—R
t — J(u+th)

Sea f = J o g donde

g:R—R?
t—u+th

Si J tiene un minimo relativo en u, es decir, J(u) < J(u+th), entonces f(0) < f(t) Vte€]—1,1].
Resulta f(.) tiene un minimo relativo en 0 y por lo tanto f/(0) = 0, es decir, aplicando la regla de

la cadena
f'(t)=DJ(g(t)) o Dg(t) = J'(u+th).g'(t) = J' (u + th).h

de modo que
F(0)=J(u).h=0

Como la direccién h es cualquiera resulta J'(u) = 0. B

Vamos ahora a tener en cuenta las derivadas segundas, para obtener una condicién necesaria y sufi-

ciente de minimo relativo.

Teorema 6.4 Condicion necesaria de minimo relativo.

Sea A un abierto de RY, J : A — R dos veces diferenciable en u € A; Entonces si J(.) admite un

minmo relativo en u, entonces la diferencial segunda de J(.) en u verifica,
D2J(u)(u,u) >0 VheR?

o de manera equivalente, la matriz Hessiana de J(.) en u es semidefinida positiva.

Demostracion:

Utilizaremos el desarrollo de Taylor con resto de Taylor-Young.
1
J(u+h) = J(u) 4+ DJ(u)(h) + 5D“‘J(u)(h, h) +e(h)||h|?
donde e(h) "=90. Como DJ(u) = 0 resulta,

0<J(u+h)—Ju) = %DQJ(U)(h,h) +e(h)||h])?
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Sustituyendo h por th con t € R de modo que u +th € A

_?

0 < J(u+ th) = J(u) = (D% (u)(h, h) +22(th)| 1] )

. . . 2
Dividiendo por %

0 < D2J(u)(h, h) + 2¢(th)||h||?

pasando al lfmite cuando ¢ — 0, (th) — 0 lo que implica D?J(u)(h,h) > 0.0

Vamos a buscar ahora condiciones suficientes de minimo relativo. Necesitamos primero una definicién

y un lema.

Definicién 6.2 Sea B : R? x R? — R una aplicacién bilineal. Se dice que B es definida positiva si

B(v,v) >0 VYveR?

B(v,v) =0, siysolosiv=0

Lema 6.1 Sea B : R?xR? — R una aplicacién bilineal y definida positiva, entonces existe una constante

a > 0 tal que
B(v,v) 2 allv]f?
Demostracién:
Consideremos el conjunto S = {v € R%; ||v|| = 1} que es compacto (cerrado y acotado) y la aplicacién

J v — J(v) = B(v,v) que es continua sobre el compacto S. entonces alcanza el minmo en el compacto

(teorema de Weierstrass). Sea u el punto donde alcanza este minimo, es decir,

a=J(u) :rvnelgl,](v)

tendremos o # 0 pues u € S = u # 0. Finalmente Vv € R? v # 0, ﬁ €Sy

v v v
J(m) = Bl ) =2 o= B(v,v) = aflv||?
]l ol [Jo]|

Teorema 6.5 Condicion suficiente de minimo relativo.

Sea A abierto de R% y .J : A — R dos veces diferenciable, tal que D.J(u) =0 en u € A.

Si la funcién J(.) es tal que su diferencial segunda en u es definida positiva entonces J tiene un minimo

relativo en u.
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Demostracién:
Consideremos el desarrollo de Taylor-Young en un entorno de w.
T+ h) = J(u) + DI(u)(R) + 3 D*T(w) (b, h) + (b))
donde e(h) =00

T+ h) = J(u) = 3 D% (u)(h, ) + ()1
T+ B) = T(w) > Sallal? + c(h)]|hl]

J(u+h) = J(u) > 5 (a+2:(h))||A]]*

N =

Para ||h|| suficientemente pequeo tendremos % (a + 2e(h)) > 0, es decir J(u + k) — J(u) > 0.1

Ejercicio: verificar que J : A — R donde
A={(z,y) eR?2? +¢* < 1}

J(z,y) =log(z* + y* + 1)

tiene un minimo relativo en (0, 0).

6.1.3. Extremos y convexidad
Vamos a introducir la convexidad en el estudio de los extremos de funciones. Recordemos primero las
nociones de conjunto convexo y de funcién convexa.
Definicién 6.3 Conjunto convexo.
Un conjunto K C R? se dice que es convexo si
Vu,v € K, severifica Au+(1-ANveK VAel0,1]

Definicién 6.4 Funcién convexa y estrictamente convexa.
Sea K C R? un conjunto convexo. Una funcién J : K C R? — R se dice que es convexa en K, si
para todo A € [0,1] y para todo u,v € K se verifica
JAu+ (1= Av) < AJ(u) 4+ (1 = X)J(v)

Ademés se dice que la funcién es estrictamente convexa si para todo A €]0,1[ y para todo u,v € K se

verifica
JAu+ (1 —=A)v) < AJ(u)+ (1 —X)J(v)

Vamos a estudiar ahora algunas propiedades de la funciones convexas y diferenciables.
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Teorema 6.6 Sea J: A C R — R donde A es un abierto de R%. Sea K una parte convexa de A.

1. J(.) es convexa en K siy solo si

J) > J(u) + (VJ(u),v —u) VYu,v € K

2. J(.) es estrictamente convexa en K siy solo si

Jw) > J(u)+ (VJ(u),v —u) Vu,ve K

Ejercicio: Interpretar geométricamente las anteriores desigualdades.

Demostracion:

1. Si J(.) es convexa en K y u,v € K entonces para A €]0, 1
u+Aw—u) € K
J(u+ Av —u) < (1= A)J(u) + A (v)
J(u+ Av — ) — J(u) < M(J(v) — J(u))

Ju+Av—w))— J(u)
A

< J(w) — J(u)

haciendo A — 0F
(VJ(u),v—u) < J(v) — J(u)

Reciprocamente, sea J(.) verificando
J) > J(u)+ (VJ(u),v—u) VYv,ue K
Sea A €]0, 1] y tomemos primero en el lugar de u, v + A(u — v), resulta
J) > Jw+ AMu—v)) = AMVJI(v+ Au—v)),u—v)
Ahora en el lugar de v tomemos u y en el lugar de u tomemos v + A\(u — v), resulta
Jw) > Jw+AMu—0))+ (1 =N)(VJ(v+ Au—0)),u—"v)

Multiplicando la primera por (1 — A) y la segunda por A y sumando

(I =XN)J()+AJ(u) > J(v+ AMu—v))

es decir
JAu+ (1 =Nv) < AJ(u)+ (1 —=N)J(v)
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2. Si J(.) es estrictamente convexa, el razonamiento anterior no es aplicable pues la desigualdad estricta
se pierde al pasar al limite. Procedemos entonces de la siguiente manera: Sea A €]0,1[ y w €]0, 1]

verificando w > A, resulta

A A
u+Av—u)=u— —u+—u+Av—u)=
w w w w

de donde

u—i—%(u—l—w(v—u)) < wT_)\J(u)—i—gJ(u—i—w(v—u))

€>

Ju+A(v—u)) = J(u) < =(J(u+wlv—u) — J(u))

J((u+ Aw —w)) = J(u) _ J(u+wv—u))—J(u) - (1 —w)J(u) +wJ(v) — J(u) — Jw) — J(u)
A - w w

pasando al limite cuando A — 0, resulta

Ju+wv—u)) = J(u)

< J(w) = J(u)

(VJ(u),v—u) <

La reciproca es idéntica al caso anterior.

Corolario 6.1 Sea J : R? — R una funcién convexa y diferenciable en u tal que V.J(u) = 0. Entonces

J(.) admite un minimo en w.

Demostracion:
J(.) convexa y diferenciable implica
J(w) > J(u) + (VJ(u),v —u) YoecR?

es decir,
J(w) > J(u) YueR?

Ejercicios

1. Estudiar los puntos criticos (puntos u donde V.J(u) = 0) de las funciones

T(a,y) = et
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J(z,y,2) =2° +y* +2° +ay
J(z,y) =z* +y*

J(x,y) = 2* — 2zy + 2°

2. Sea Q C R?y J: Q — R una funcién diferenciable en Q y sea D.J(a) = 0 donde a € €. Supongamos

ademds que existe D?J(a) siendo la matriz Hessiana

Demostrar que si 7 > 0y rt — s> > 0 entonces J(.) tiene un minimo local en a

6.2. Meétodos de gradiente

6.2.1. Método de gradiente para la minimizacién sin restricciones

Sea J : R — R diferenciable. Consideraremos el problema siguiente: Hallar v € R? tal que

J(u) = inf J
(w) = fnf J(0)

El método de gradiente es

1. u® € R? | arbitrario
2. Conocido u™ se calcula ™! de la siguiente manera
u"tt =" — p, VJ(u")
Nota 6.2 d" = —Vu" es la direccién de maximo descenso local. En efecto,
J@W™ + ppd™) = J(W") + pp (VI ("), d") + ...
JW" + ppd™) — J(u") = pp(VJ(u™),d™)

VJ(u™)

El término (VJ(u™),d™) para ||d"|| = 1 toma el valor maximo si d" = T 7T

Analizaremos la convergencia del anterior método en el caso de funciones elipticas, es decir,
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Definicién 6.5 Funcién eliptica
Una funcién J : R — R, es eliptica si es diferenciable con continuidad y existe o > 0 tal que
(VJI() = VJ(u),v —u) > allv—ul]?, Yu,veR?

Teorema 6.7 Sea J : R* — R una funcién derivable en R? tal que

Ja>0 (VJ(v) = VJ(u),v—u)>allv—ul>, VYu,vecR?
38 ||VJ(w) = VJ(u)|| < Bllv—ul|| Yu,veR?
Entonces el problema de optimizacién: Hallar v € R¢ tal que

J(u) = inf J
(w) = inf J(0)

tiene solucién tUnica y existen dos ntimeros a y b tales que para todo n > 0 verifican

2
O<a§pn§b<£

32
de modo que el método de gradiente antes descrito es convergente.

Para realizar la demostracién necesitamos conocer algunas propiedades de las funciones elipticas.
Lema 6.2 Una funcién J : R? — R eliptica verifica la siguiente desigualdad,
J() — J(u) > (VJI(u),v — u) + %Hv —ul]? Vu,veRY
y por tanto es estrictamente convexa.

Demostracion:

1
J(w) — J(u) = / (VJ(u+t(v —u)),v —u)dt
0
en efecto, la anterior igualdad no es mas que
1
£0) - 10 = [ re
0

para la funcién f : R — R definida por

f@t)=Ju+tlv—u)) wuveR?
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resulta pues,

J(w) = J(u) (VJ(u),v —u) —|—/0 (VJ(u~+t(v—u) = VJ(u), (v—u))dt

"1
(VJ(U),U—U)—F/O ;(VJ(U-&—t(v—u)—VJ(u),t(v—u))dt

Y

1
(VJ(u),v —u) +/ at||v — ul|?dt = (VJ(u),v —u) + %Hv—uH2
0

Teorema 6.8 Si J(.) es una funcién eliptica el problema de encontrar u € R? tal que

J(u) = inf J(v)
veER?

tiene solucién tnica y se verifica
VJ(u)=0
Demostracion:

Si J(.) es eliptica verifica

en efecto,

J) = J(w) > (VJ(u),v —u) + %Hv —ul|® Vu,veR?
en particular, tomando u =0
J() = J0)+(VI(0),0) + ol
> I = [VIOlllvll + 5 Il

La variante del teorema de Weierstrass nos da la existencia de solucién. La unicidad se obtiene utilizando
la convexidad estricta de J(.). En efecto, supongamos que u; y us son dos soluciones. Por la convexidad

estricta
U1 + uo

J(2

) < %J(m) + %J(uz)

Siy = J(u1) = J(uz) = inf(J(v), entonces J(*“25%2) < vy uy y uz no podrian ser soluciones.
Finalmente, la solucién tdnica u, es también un minimo relativo, por tanto verifica VJ(u) = 0.0
Estamos en condiciones de demostrar el teorema de convergencia del algoritmo de gradiente.

Demostracion del teorema de convergencia: El algoritmo de gradiente es
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1. u® € R? , arbitrario
2. Conocido u™ se calcula u™*! de la siguiente manera

u" =" — p, VJ(u")

por otra parte, si u es solucién, tenemos VJ(u) = 0 es decir,
u=u—p,VJ(u)
de donde
lu—u" P = lu—u" = pu (VI (u) = VI ()|
= u— | =20, (VI (u) = VI (u"),u — u") + p3|[VJI (u) = VI (u"]|?
= lu—u"|]* = 2pnallu —u"|* + 520} [Ju — u"||?
= (1 =2ppa+ 320 [Ju —u"|?

siempre podemos elegir p,, de modo que

T(pn) = (1 = 2pna+ %p%) < 1

en efecto, la funcién
m(p) : p — 1= 2pa+ 3°p?
alcanza su valor minimo en p,,i, = % y tenemos 0 < 7(pmin) < 1, por tanto siempre existen dos nimeros

a'y b tales que , si elegimos a < p,, < b, y denotamos mediante v = max{7(a),7(b)} < 1 resulta

[l — | < Affu —w]

de donde
[lu = u"[] < 4"|lu—u’|| =570
La convergencia es al menos lineal, pues
__an+l
i L

noo [l —ur]

6.2.2. Método del gradiente con paso 6ptimo

El método de gradiente con paso éptimo nos da un criterio para elegir el valor de p,, en cada iteracién.

El algoritmo es el siguiente:

1. u® € R? , arbitrario
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2. Conocido u™ se calcula u"*! de la siguiente manera: Se calcula p,, = p(u™) resolviendo el problema

de minimizacion de una variable real

Ju" = ppVJ(u™)) = inf J(u™ — pVJ(u"™))
pER
obtenido p,, se calcula u"*! mediante
u" = u" — p, VI (u")

Teorema 6.9 Sea J : R? — R eliptica y diferenciable con continuidad, entonces el método de gradiente

con paso éptimo es convergente.

Demostracion:

Supongamos que V.J(u™) # 0 (en caso contrario el método serfa convergente en un nimero finito de

pasos. Consideremos la funcién
fipeR— Ju" —pVJ@")) eR

se comprueba sin gran dificultad

= f(.) es estrictamente convexa.
» f(.) verifica lim,_,o f(p) = o0

= f1(p) = =(VJ(u" = pVJ(u")), V.J(u"))

por tanto el problema de hallar p,, = p(u™) tal que

f(pn) = mf f(p)

PER
tiene solucién tnica y estd caracterizada por
f'(pn)) =0
es decir
(VJ(u" — p,VJ (")), VJ(u")) =0
o bien

(VJ(u"h),VJ(u")) =0

por tanto las direcciones de descenso consecutivas son ortogonales. A partir de aqui la demostracién se

realiza en cinco etapas.

1. Hmy, oo (J(u™) — J(u™t1)) =0
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2. limy, oo [Ju™ — u™ | =0
3. IVI )| < IV (um) = VI (u )]
4. limy, 00 || VI (u"|| =0

5. limy oo [[u™ —ul|| =0

Demostracion:

1. La sucesién (J(u™)),> es decreciente por construccién y acotada inferiormente por J(u). Por lo

tanto es convergente, en consecuencia,

lim (J(u™) — J(u"" 1)) =0

n—oo

2. Tenemos, segin se ha visto en el teorema anterior (V.J(u"*!), VJ(u") = 0. Como u"*! = " —
p(u™)VJ(u™), resulta
(VJ(u™ ), u™ —u" ™) =0

Por otra parte, la elipticidad de J(.) implica

J(u") > J(u") + (VI ("), u — w2

5 n_un+1||2

[|w

de donde

n n a,n n
J(u") = T > S — w2

de la parte 1 deducimos
lim [[u™ —u" ™| =0

n—oo

3. Por la ortoganilidad de VJ(u") y de VJ(u"T!) resulta

IVI@"I? = (VJ@"),VJ (") = V(")

IN

VI @)V (u") = VI (u" ]|
de donde se obtiene 3) dividiendo ambos miemros de la desigualdad por [|V.J(u™)||

4. La sucesion (J(u"))n>0 es acotada. Como J(.) verifica lim|j,|—o J(v) = 00, la sucesién (u"),
estd acotada y se puede incluir en un conjunto compacto. Por otra parte J(.) es diferenciable con

continuidad, es decir, la aplicaciéon
DJ(.):veR? — DJ(v) € LR%R)
es continua. O dicho de otra forma la aplicacién

VJ():veR! — VJw) e R?
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es continua. Por tanto sobre los conjuntos compactos es uniformemente continua. En consecuencia

lim [|[VJ(@™)|| < lim [|[VJ(u") = VJ(u"T)]|

n—oo n—oo

lim IVJ(u™) = VJ (" ™| =0

[|un —ur 1|0

allu —ul]? < (VJ(@™) = VJ(u),u™ — u)
= (VJ@W"),u™ —u)
IV [[[[u" = ull

IN

de donde finalmente
1
[lu" =l < [V J(u")]]

y finalmente

lim ||u™ —u||=0
n—oo

Ejercicios

1. Sea J : RY — R dos veces diferenciable en R?. Demostrar:
a) J(.) es convexa si y solo si la diferencial segunda en todo punto, D?J(u), es semidefinida
positiva, es decir,
D2J(u)(v,v) >0 Vo€ R4 VucR?

b) Si la diferencial segunda en todo punto u € R? es definida positiva, es decir,
D?J(u)(v,v) >0 Vo€ R Vu e RY

entonces, J(.) es estrictamente convexa.

¢) Encontrar un ejemplo sencillo que permita asegurar que el reciproco de 2) no es cierto.

2. Considerar la funcién
J: R? —R?
(z,y) — (x—2)"+ (z - 2y)?
y considerar el problema

Hallar u = (x,y) tal que

J(u) = inf J(v)
vER?

a) Demostrar que el problema tiene al menos una solucién.
b) Hallar una solucién y deducir que esta solucién es unica.

¢) Aplicar el método del gradiente con paso éptimo para aproximar la solucién anterior partiendo
de (0.,3.)
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6.3. Meétodo de relajacion

Vamos a describir el algoritmo de relajacién para resolver el problema:

Hallar v € R¢ tal que

J(u) = inf J
(w) = inf J(v)

Descripcion del algoritmo

1. Sea u? € RY arbitrario.

2. Obtenido u" = (uf,...,u?) € R? calculamos u"! = (uf*!, .., ut!) € R? en d etapas que son:

Para i = 1,2, ...,d calculamos sucesivamente

n+it _ / on+l , n+l n+l . n n d
u"Td = ()T uy T T ug g, s ug) €R
solucién de
J(u"ta) = inf J(v)
v:(u?+1,ungl,...,vi,ulfjrl,...,ug)

Observacion: En cada etapa, se trata de un problema de minimizacién en una sola variable real. En
cada etapa la condicién necesaria de minimo ( y suficiente si J(.) es convexa) es:

aJ

n+1 n+l , n+1l , n ny _
— (T T e T g ug) = 0
6.131‘

Estudiemos ahora la convergencia del método.

Teorema 6.10 Si J : R? — R es eliptica y diferenciable con continuidad, el método de relajacién es

convergente.

Demostraciéon: Primero observemos que el algoritmo de relajacién estd bien definido. En efecto, en
cada etapa, i = 1, ..., d se resuelve un problema de optimizacién, para una funcién J; de una sola variable

que es eliptica y por tanto tiene solucién tnica.
_ n+1 n+1 n n
Ji(§) = J(ul™ o ui T G ug g, e uy)

y la solucion de
(™Y = {nf J;
JZ(uz ) gnel]RJl(g)
estd caracterizada por
o7,
Bxi

u”+5) =0

La demostracién ahora se hace en varias etapas:
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lim (J(u") — J(u"t)) =0

n—oo
En efecto, por la propia construccién del algoritmo tenemos
J(u) < J(u") < J(u") < J(u)

es decir (J(u™)), es una sucesién decreciente de nimeros reales acotada inferiormente, por tanto

convergente. En particular lfm,, . (J(u") — J(u"*1)) =0

2.
lim [[u™ — " =0
n—oo
y en particular
m |ju"td — o™t =0
n—oo

La elipticidad implica

i—1

Ju T = Jurta) > (VI utt T -t 4 %||u"+i31 —yrtal)?
como
(VI ) = m ST
= S T <) ST ) =0
pues para j # i se tiene u;wr%l - u;H% = 0 y por otra parte g—a‘:’i(u”*%) = 0 por la caracterizacién

de la solucién del problema de minimizaciéon en dimensién uno correspondiente. De modo que,

i—1

T — J(um ) > %||u"+% — |2

It = Sluf =P

sumando para ¢ =1,...,d

i—

) = It 2 S8 -t

¥ J(ut

(2 7

de donde

n n Qg n
J(u") = T > St = un

Y finalmente aplicando el resultado de la parte 1 obtenemos el resultado.

_ 97

n+1 _
5, (7 =0
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en efecto, como cada sucesién (J(u"t)), es decreciente por construccién, (u"*), es acotada
pues J(.) verifica la propiedad lim||,|—oo J(v) = 0 y por otra parte cada derivada parcial %(.) es

continua, y por lo tanto es uniformemente continua en los compactos, resulta

Jn [l = =0 = i 50 ) — 2L ) =0
4.
Jim " — | =0
en efecto, tenemos
allu™™ —wl)? < (V@) = VJ(u),u" T —u)
= (VI <) = S S )
< (Sl ) A = )

y finalmente

1
o — | < ~xn_, 1 27
«Q

OJ  nt1y)2\1/2
il (7 P)

elevando al cuadrado

1 oJ

1 aJ
"™ — | < —
(e

(W HP) = 55— () -
a2 7=t Oz

Z‘j:1|% ——(u"ta))?

J

puesto que %(u"*%) =0, de donde tomando limites cuando n — oo

7. n 1 n 7. n n L
Jim [ | € 5 i (0,00 - 00 ) = 0

6.4. Meétodos de Newton

Consideraremos en esta seccién métodos para resolver ecuaciones de la forma siguiente: Sea Q € R?
un conjunto abierto. Dada F : Q — R? queremos hallar u € Q tal que F(u) = 0. En particular el
método serd aplicable a problemas de optimizacién de una funcién J(.) diferenciable. Segiin hemos visto
anteriormente si J(.) tiene un extremo realtivo en u € § entonces V.J(u) = 0. De hecho los métodos
de gradiente estudiados en las secciones anteriores son métodos de punto fijo para resolver la ecuacién
VJ(u) = 0. Vamos ahora a estudiar el método de Newton que no es mas que una generalizacién a varias

variables del método de Newton estudiado en el capitulo 1.
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0

Supongamos que F' es diferenciable y sea u” un valor en un entorno de la solucién u. Pongamos

u = u® + h, tendremos utilizando el desarrollo de Taylor
F(u® +h) =0=F@®) + F'(u®)(h) + e(h?)

para valores de ||h|| pequenos resulta

1 1

Si ponemos u' = u® + h esperamos que u' sea una mejor aproximacién de u que u’. De ahi el siguiente

algoritmo de Newton:

Algoritmo de Newton

1. u® € Q “cercano” a u

2. Obtenido el valor de u" calculamos u™*! resolviendo

un+1 = " 4 h
Vamos a estudiar ahora la convergencia del método de Newton. Serda un teorema de convergencia

local. Para ello necesitaremos algunos resultados previos.

Lema 6.3 Sea ||.|| una norma matricial subordinada y E una matriz cuadrada de orden n. Si ||E|| < 1

entonces existe la matriz inversa de (I + E) y ||(I + E)7Y|| < ﬁ

Demostracién: Considreremos el sistema = + Ex = 0, es decir Ex = —z, entonces si ||E|| < 1,
=[] = [[Ez[| <[|E][|l2]| <l=|
La tnica solucién de la ecuacién anterior es = 0. Por tanto I + E es no singular.
Por otra parte I = (I + E) — E, multiplicando por la derecha por (I + E)~!, resulta
(I+E)'=I-E(I+E)"

tomando normas
T+ E) I <1+ (BT + E)7Y|

y finalmente reordenando y agrupando términos

1
I+E)7Y<—
I+ B < 1=y
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Lema 6.4 Sean Ay B matrices cuadradas de orden n. Si A es no singular y ||[A=(B — A)|| < 1 entonces
B es no singular y

1A~1]
|A=H(B = A)|

Bl <
1B < =

Demostracién: Pongamos £ = A~1(B — A).
I+E=1+A'B-A)=I+A"'B-T1=A"'B

Por tanto A™!'B es no singular y A™'B = B~'A y finalmente aplicando el lema anterior

1
1B~ A]| < -
1—[[A=1(B - Al
de donde teniendo en cuenta ||[B~!|| = ||[B71AA7Y|| < ||B~1A||||A7Y|| resulta
- 1A~1]
1B~ < =
1—[[A=1(B = A)|
|

Lema 6.5 Sea 2 € R? un conjunto abierto y convexo y F : Q@ C R — R diferenciable con continuidad

en . Para todo u € Q y h € R? tal que u + h € Q se verifica
1
Flu+h)— F(u) = / F'(u+ th).hdt
0

Demostracion: consideremos la funcién f : R — R definida por ¢t € [-1,1] — f(t) = F(u+th). tenemos

por la regla de Barrow
1
£0) = 10 = [ 7
0
que es la expresién buscada teniendo en cuenta que

F(t) = F'(u+th).h

Observacién: El lema es valido para F : Q € R¢ — RP aplicando lo anterior a las p componentes de
F.

Lema 6.6 Sea I : Q2 C R? — R” donde 2 € R? es un conjunto abierto y convexo, una funcién tal que

DF(.) es Lipschitziana, es decir

IF'(v) = F'(u)l| < 4llv —ul] Vu,0eQ
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entonces para todo u 4+ h € §2

1 (u+h) = F(u) = F'(w)hl] < 2| Ih]]?

Demostracion: Tenemos
1
Flu+h) — F(u) — F'(u)h = / (F'(u + th) — F'(u))hdt
0
tomando normas y mayorando obtenemos el resultado buscado B
Teorema 6.11 Sea Q € R? un conjunto abierto y convexo y F : @ € RY — R? diferenciable con

continuidad en 2. Supongamos que existe un punto u €  y tres constantes r > 0, 3 > 0y v > 0 tales
que

= Flu)=0
» Ulu,r) ={v eRY |lv—u|| <r} CQ

» F'(u) es no singular y ||F'(u)~!]| < 3

1F'(v) = F'(w)[| <Allo —ul| YVo,ueld

Entonces para e = min{r, %} y para todo u® € U(u,e) = {v € R% ||v — u|| < €} la sucesién generada

por el algoritmo de Newton estd bien definida y converge hacia u con convergencia cuadratica, es decir
n+1 n 2
[u" = ul| < By[lu™ — ul

Demostracion: tomemos ¢ = min{r, ==} entonces Vu’ € U(u,e) F'(u’), es no singular, en efecto
» 26~ ) ’ ’

1 (u) 7! [F' (u) = F' ()]

IN

IN

1F @) I1E ) = F (]
e — ul] < e < 5

Entonces por la relacién del lema 6.4, F’(u°) es no singular y

|| (u) ]

/uO -1
[[F"(u”) | < 1 —||F(u)=1[F(u0) — F(u)||

< 2/|F(w)7] < 28

u! estd bien definido y

wt—u = u’ —u— F'(u)HF ) — F(u)]
= F'(u’) () = Fu’) - F'(u°)(u—u")]
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lu! —ull < |FE@)THIF(u) = Fu®) = F'(u”)(w - u)]]

AY||u® = ulf?

IN

1

557 resulta

Por otra parte como ||[u® — ul| <

1
et = ul] < 51— u

1 n+1

lo que prueba u' € U(u,e) y por induccién probamos que |[u"! — u|| < L|ju™ — u||, el método es

convergente y la convergencia es cuadrética pues,

™~ al] < Byl — ulf?

Evaluacién del coste del método de Newton

En cada iteracién hay que

= Evaluar F(u"), d evaluaciones funcionales.

= Calcular los términos de F’(u"), es decir, d? (d(dT'H) si F(u) = VJ(u)) evaluaciones funcionales.

= Resolver un sistema lineal de d ecuaciones con d incégnitas, es decir, del orden de 4 (%4 si F(u) =

VJ(u))) operaciones, si lo resolvemos con un método directo.

Muchas veces no se conoce la expresion analitica de las funciones, por lo que no se conoce la expresién
de las derivadas parciales. Se recurre entonces al calculo numérico de estas derivadas mediante diferencias
finitas,

Fl(u" —+ )\nej) — FZ(Un)

[ ()]s ~ -

Observacién: Si se elige \,, adecuadamente, por ejemplo, A, < C||F(u™)||, la convergencia sigue

siendo cuadratica.

Ejercicios:

1. Sea F : R? — R? definida por

r+y—3

Resolver utilizando el método de Newton la ecuacién F(x,y) = 0 tomando como valor inicial
(z,9)" = (1,5).
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2. Resolver utilizando el método de Newton el problema siguiente: Hallar (Z,7) € R? tal que

T@g) = in Jy)

donde J(z,y) = (x — 2)* + (v — 2y)2.
3. = Considerar la funcién J : R? — R? definida por
J(z,y) = log(x® + y* + 1)
Demostrar que el problema: Hallar u = (z,y)" € R? tal que

J(u) = inf J(v)
vER?

tiene solucién unica.

= Comprobar que la Diferencial Segunda de J(.) es definida positiva en el punto solucién.

= Calcular la solucién del problema anterior utilizando el método de relajacién y tomando como

valor inicial u® = (1,1).
4. Considerar el siguiente problema en R?: hallar v € R? tal que
Au+F(u) = f
donde f € R%, A es una matriz de orden n definida positiva, y por tanto verifica
Ja >0 (Av,v) > a|jv|* Vv e R?
y F :R? — R? es Lipschitziana, es decir
IM >0||F(u) — F(v)|| < M|ju—v|| ¥V u,v € R

Demostrar que si % < 1 el siguiente método de punto fijo converge

= 4% € R? arbitrario

= Obtenido u” calculamos u™t! resolviendo

Au"tt = f — F(u™)
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Capitulo 7

Optimizacion de funciones
cuadratricas

7.1. Generalidades sobre las funciones cuadraticas

Una funcién cuadrética es una funcién de la forma
J:veR — Jw) €R

donde J(v) = (Av,v) — (b,v) siendo A una matriz de d filas por d columnas simétrica y donde b € R?

Una funcién cuadrética J(.), es eliptica si y solo si la matriz asociada A es definida positiva. En efecto,

calculemos la diferencial de J(.) en un punto wu,
DJ(u)(v) = (VJ(u),v)

((Au,v) + (Av,u)) — (b,v)

pues A es simétrica y (Av,u) = (v, Au) = (Au,v). Por tanto

VJ(u) = Au—b

Si J(.) es eliptica, existe a > 0 tal que
(VJI(u) = VJI(v),u —v) > allu—v|> Yu,veR?
como VJ(u) = Au—by VJ(v) = Av — b resulta
(Au — Av,u —v) > allu —v|[> Vu,v € R?

105
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como u y v son cualesquiera

(Av,v) > alfv]f?

Reciprocamente, si A es definida positiva, existe a > 0 tal que
(Av,v) > al|v|]? Yo #0
por tanto Vu,v € R® wu # v, entonces
(A(u —v),u —v) > allu— |2
y finalmente
(VJ(u) = VJ(),u—v) > al|lu— v||2
Si A es definida positiva el minimo de J(.) esta caracterizado por VJ(u) = 0 es decir, Au = b. De

modo que el problema de hallar u € R? tal que J(u) = inf,cga J(v) equivale a resolver Au = b.

Vamos a considerar ahora la minimizacién de funciones cuadraticas con matriz asociada A definida
positiva, por tanto elipticas. Sabemos que el problema tiene solucién unica.

7.2. Meétodos de descenso
7.2.1. Método general de descenso

Sea u® € R? vector inicial arbitrario. Construiremos una sucesién de vectores (u™),, a partir de u°. El

paso general para construir u™*! a partir de u" es

= Fijamos una direccién de descenso d" # 0 en el punto u"

= Resolvemos el problema del minimo siguiente: Hallar p, = p(u™,d") tal que
J(u" + ppd™) = inf J(u™ + pd™)
pER
que tiene solucién tnica pues J(.) es eliptica.

un+1 = " +Pndn

En el caso de funciones cuadraticas el célculo de p,, = p(u™, d™) es sencillo, en efecto derivando la funcién
p— J(u™ 4+ pd™) e igualando a 0
(VJ(u" 4+ ppd™),d”) =0
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(Au" + ppd® —b,d™") =0

despejando p,,
_ (b*Aunadn) _ (rn’dn)
Pn = (Adn7dn) - (Adn7dn)

donde hemos introducido el residuo correspondiente r™ = b — Au™.

Algoritmo general de descenso

1. u® € R? arbitrario.

2. 1" =b— Au™
Ceha)
3 Pn = AT @)

4.yt =y 4 ppd”
o bien observando que r**! = r® — p, Ad"

1. u® € R? arbitrario; r° = b — Au®.

_ _("d")
2 Pn = TAd )

3. u"tt =y + ppd®

4. rtl =pn — p Ad®

Para distintas elecciones d", obtenemos distintos métodos.

Ejercicio: Verificar que si en el método general de descenso elegimos como direcciones de descenso

d™ las direcciones de los ejes, es decir, e; = (0, ...,0,1,0, ...,0) obtenemos el método de Gauss-Seidel para

resolver Au = b.

7.2.2. Propiedades de convergencia de los métodos de descenso

Vamos a estudiar ahora las Propiedades de los métodos de descenso.

Propiedad 7.1 Cualquiera que sea la direccién de descenso d" elegida, para p, éptimo se tiene para
todon >0
(d™,r"t) =0

es decir, la direccién de descenso y el nuevo gradiente de la funcién son ortogonales.
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Demostracién: Hemos comprobado ya que r"+! = r™ — p, Ad". De donde,

(dn’rnJrl) = (dn7,rn - PnAdn) = (dn7rn) - pn(dnvAdn)
(. ")
= () — Ad”,d") =
( )T ) (Adn,dn)( 5 ) 0

Propiedad 7.2 El problema de minimizar una funcién J : v — %(Av,v) — (b,v) con A simétrica y

definida positiva, es equivalente a minimizar
2
E(v) = (A(v —u),v —u) = [ —ul[3
donde u es la solucién buscada, es decir, verificando Au = b.

1/2

Nota 7.1 Hemos introducido la notacién ||v||4 = (Av,v)*/? para la norma asociada al producto escalar

u,v — (Au,v)

Nota 7.2 E(.) es la funcién error asociada al valor v, mds precisamente, es el cuadrado de la norma

asociada a la matriz A del error e = v — u.

Demostracién:

=
—~

<
~

I

(A(v —u),v —u) = (Av,v) — 2(Au,v) + (Au, u)
= (Av,v) —2(b,v) + (Au,u)
2J(v) + (Au,u)

Como (Au,u) es constante, es decir, independiente de v, E(.) y 2J(.) y por lo tanto J(.) alcanzan el

minimo en el mismo punto u. W

Demos ahora una interpretaciéon geométrica de los métodos de descenso: Consideremos el caso de
funciones cuadréticas en R?. Las ecuacién E(v) = cte es una elipse. Para diferentes valores E(v) = E(u")
obtenemos una familia de elipses concéntricas centradas en el minimo de u de la funcién y que representan
las curvas de nivel. El vector d" es tangente a la elipse F(v) = E(u"!). Como ™! es ortogonal a d",

n+1

r es ortogonal a la tangente de la curva de nivel.

Vamos a estudiar ahora cudles son las posibles elecciones de d™ que permitan asegurar la convergencia

del método de descenso.

Lema 7.1 Parad” #0yr™ #0
B(u"™) = B(u")(1 — )
donde

B (Tn7dn)2
T Adr dmy (AT )
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Demostracién: Sustituimos el valor de p,, en la expresién de E(u™*!):

E@™™) = EBE@" + p,d") = (A(u™ — u) + ppd™),u™ —u + p,d™)
= (A" —u),u™ —u) + 2pp(A(u"™ — u),d") + p2(Ad™, d")
= E(u") — 2pn(r™,d") + p2(Ad"™, d")
(r,dn)? (", d")?

= B =200+ g g AT )
B " (,rn,dn)2

= B0 = G am

~ B - L A

E(um) (Ad", d)

Finalmente como

obtenemos el resultado. B

Observacién: El ntimero v, es siempre positivo pues A y por lo tanto también A~! son matrices

simétricas y definidas positivas.

Lema 7.2 Mayoracién de ,: Cualquiera que sea d"™ # 0, y siendo p,, el valor éptimo local tenemos la

siguiente relacién valida para k >=0

(rn,dn)Q 1 rn dn 9
Tn = Adm . d?)(A—1yn pn z A ( || ||dr )
(Adr,dm) (A= rm, ) = w(A) ] [|dn ]

donde k(A) es el nimero de condicionamiento de la matriz A.

Demostracion: La matriz A siendo simétrica y definida positiva, tiene todos sus valores propios
reales y positivos.
0< )\mln = )\1 < A2 <..< )\d = >\maz

Sabemos % < Anaz s decir (Ad™, d™) < Az ||d™||?.

Los valores propios de A~! son

1 1
0< < <

max )\mzn

de donde A" < e decir (A~1rm, 1) < 1 [[r7] |2,

Amin

Y finalmente
(Ad™, d™) (A~ Lrm rm) < Amaz
[ (2] ]2 = Amin
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de donde
S 1 (1"",d”)2
Tn =
" w(A) ([ 2]ldn ]2

El anterior lema nos va a permitir elegir las direcciones de descenso:

Teorema 7.1 Sea p, el éptimo local; Si para toda direccién d™ se verifica para todo n > 0

,r.’ﬂ d'I’L

( , > >p>0
[[r[[2 [[d"]|?

donde p es independiente de m, entonces la sucesiéon (u"), generada por el algoritmo de descenso es

convergente hacia la solucién que minimiza E(v), y por lo tanto J(v).

Demostracion: El lema anterior permite escribir

E@”“%:EWWO*WMSZNMxlfn&y

de donde, aplicando recursivamente la relaciéon anterior

E(u") < (1- K@)“E(uO)

Por otra parte, de la desigualdad de Cauchy-Schwarz

<
e ) <

0<p<(

y como k(A) > 1, resulta 0 <1 — 55 <1, de donde

lim ||[u” —ul|a = lim E(u") =0
n—oo n—oo

y también
0< A < (A(u™ —w),u™ —u)
[fum —ul?
1 1 -
" = ul? £ (A" = w),u" = u) = =—B@") =0
|

Observacion: En el marco de los métodos de descenso con p = p™ éptimo local, el anterior teorema
permite dar una condicién suficiente en la elecciéon de d™ para asegurar la convergencia: Para todo n > 0

d™ debe ser no ortogonal a ™.
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7.3. Meétodo de gradiente con paso 6ptimo

7.3.1. Descipcién del método de gradiente con paso 6ptimo

Entre las direcciones posibles d” que aseguran la convergencia del método de descenso con eleccién

6ptima del pardmetro p,, una eleccién obvia es d” = r”, para la que el parametro p verifica

p= (G mnz) = o
[l {2 (1|12 [|rm

1?=1

El método de gradiente consiste en elegir el gradiente como direccién de descenso, concretamente d" =

—VJ(u") = —(Au™ — b) = r™. El algoritmo de gradiente con paso éptimo se escribe

1. u® € R? arbitrario.
2. Una vez obtenido u” se calcula u™*! de la siguiente manera:

w7 =h— Au"

(r",r")

" Pn = Ty

. un+1 =" + pn,rn

para evitar el producto de una matriz por un vector en el calculo de r™ observemos
Au™ Tt = Au™ + pp Ar™

de donde

+1

r"T =" — pp Ar™

y el algoritmo queda de la forma

1. u® € R? arbitrario.

s 0 =p— AP

_ (%"
" 0 = TAro 70y

- ul =+ por?

w =70 — pyAr®
2. Una vez obtenido u" se calcula u™*! de la siguiente manera:

_ (")
« pn =

. un+1 = " + pn,r.n
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= AP

La expresion del error es en este caso
[l

E@™) = E(w")(1 — (Arm, rn) (A=Lpm )

)

7.3.2. Convergencia del método de gradiente con paso 6ptimo

Vamos a estudiar con méas profundidad la convergencia del método de gradiente con paso 6ptimo.

Para ello necesitaremos un lema previo.

Lema 7.3 Desigualdad de Kantorovich

Sea A una matriz simétrica y definida positiva. Para todo x # 0, tenemos:

L < (Az, 2)(A"'2,2) _ Amin + Amas)?
- ||ZCH4 - 4)\min)\maw

donde Ain ¥ Amaz son los valores propios minimo y méximo de A respectivamente.

Demostracién: Si A e simétrica definida positiva (resp. A~!) es diagonalizable y tiene todos sus

valores propios positivos y se puede elegir una base ortonormal de vectores propios. Sean
0< >\min = A1 < s < Ad = )\max
los valores propios de A. Respectivamente, los valores propios de A~! son

0< LI <, .., <

1 1
)\maz B )\1 B

1
)\d >\mzn

y sea (v;)4; la base ortonormal de vectores propios. Para z € R, z = ¢ 20 [|2]]2 = L || v

también (Az,z) = XL N[z |* y (A7 e, ) = ¢, L |x;]%. De modo que

(Az,z)(A e, x) S Nfai PR 5 la]?

|| |* a Z?:N@E?ﬂx?

2
i

d .2
Ej: z3

denotando «; = parai=1,...,d resulta a; >0, 2 a; =1y

(Az,x)(A 1z, x)
[|z||*

1
= Zgzlai/\izleaiy
i

Consideremos en el plano R? los puntos M; = (\;, )\i) El punto M = % a; M; = (2L a; )\, Eleozi%)

combinacién lineal convexa de los puntos M; estard contenido en la zona rayada de la figura. Llamando
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X = XL a;\;, resulta que la ordenada del punto M, ¥ ;5 es inferior a la ordenada del punto M
situado sobre la recta M;M,. Por otra parte la ordenada del punto M es superior a
sencillo calculo,

1

< Mediante un

S Y DV D)
M:()\71—’—7d

Mg
Es decir,
—1 1 Y A
1=Xx= < Y 2% a,— <A
e YD Py
. Ar+Ag— A (A1 + Ag)?
< A =
- >\1r£§§>\d A1 g ) AN Ag

La funcién f()\) = A2+ =2 4lcanza su maximo para A =
A p
1d

2
% v ese valor méximo vale X120

rrewall
Teorema 7.2 El método del gradiente con paso local éptimo es convergente. El factor de reduccion del

. r(A)—1
error en cada paso es menor o igual que 477

Demostracién: Aplicando la desigualdad de Kantorovich para el residuo en la n-ésima iteracién r™
del método de gradiente tendremos

||7,n||4 > 4)\min)\maz . 453(14)
(Arm rn) (A= 1) = (Nnin + Amaz)? (14 K(A))?2
entonces
4k (A) Kk(A)—1
n+1 < n _ — n 2
B+ € B (1~ oy o) = B ()
de donde finalmente
A)—1
nt+1y oy Kl 2n
B < B )
o lo que es lo mismo
A)—1
n __ < 0 _ K:( n
= ulla < 11 — ulla )
.n

Observacién: Si x(A) es proximo a 1, el método converge rapidamente. Cuando x(A) = 1 todos los
valores propios son iguales. Tomemos A = Al y E(v) = (A(v —u),v —u) = AMv — u,v — u) = \|v — ul|2.

Es decir la ecuacién E(v) = cte es la ecuacién de una superficie esférica de centro u (una circunferencia
si d = 2) y el método converge en una sola iteracién.

Por el contrario si k(A) es grande, los valores propios Amin ¥ Amas son muy diferentes; Los elipsoides
E(v) = cte son entonces muy aplastados. La convergencia es lenta. Para que

<e
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es suficiente que

’%(A) -1 2n
<
(K(A) + 1) =¢
es decir
k(A)+1 1
2 ~ In—
nln(ﬁ;(A)—1> lnE
Como para valores de k(A4) mucho mayores que 1,
K(A) +1 2 2 2
_ ) = 1 ~ ~
Sy e S o7y e D o7y e i 7y
resulta
k(A) 1
n~ 1 an

El nidmero de iteraciones es proporcional a x(A).
Ejercicio: Método de gradiente con paso constante

Puesto que el método de gradiente con paso 6ptimo , debido al efecto zig-zag y al coste del cédlculo de
pn puede no resultar éptimo desde un punto de vista global, podemos pensar en un método de gradiente

n+1

con parametro constante, donde u se calcula a partir de ™ mediante

1. r" =b— Au™

2. umtl ="+ arn
y donde « es independiente de n.

» Demostrar que el error en la iteracién n-ésima e” = u" — u se expresa " = (I — aA)"e® donde I la
matriz identidad y que la condicién necesaria y suficiente de convergencia es que el radio espectral
de I — «aA, verifique p(I — ad) < 1, es decir, que « y los valores propios de A, \;, i = 1,...,d
verifiquen

1—aX|<1,i=1,..,d

= Supongamos que A sea simétrica y definida positiva y sean 0 < \; < ... < A4 los valores propios de
A. Demostrar que la condicién de convergencia es

2
0<a< —
Ad
= Demostrar que el valor 6ptimo de « es
2
Qopt = ————
PN+ A

y el correspondiente radio espectral para este valor 6ptimo es

k(A) -1

p(I — aoprA) = R(A) T 1
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7.4. Método de Gradiente Conjugado

7.4.1. Introduccién

En esta seccién investigaremos nuevas direcciones de descenso d™ para ser utilizadas con el paso local

6ptimo, p, = %. Como hemos demostrado anteriormente (d"~1,7") = 0.

Vamos a buscar ahora la nueva direccién de descenso d™ en el plano formado por las dos direcciones
ortogonales 7™ y d"~!. Pongamos

dn — Tn +ﬂndn_1

y calculemos el parametro 3, de modo que el factor de reduccién del error sea lo més grande posible.
Tenemos
(,,,n, dn)2

E(un+1) _ E(un)(l - (Adn,dn)(A—l’rn,'f'n))

Elegiremos (3, de manera que
(Tn’ dn)2
(Adm, d™)(A—1rm )

sea maximo. Como
(", d™) = (7", 4 Bud™ ) = [P 4 B (e, d" ) = (|2

elegiremos d° = 7° de modo que esta relacién se verifique también para n = 0. Tendremos pues (r", d") =
|[r"||* para todo n > 0. La determinacién del méximo de
(mdn? I

(Ad (A=)~ (Adr, ) (A7)

se reduce a minimizar (Ad™,d"™). Desarrollando este término
(Ad™,d") = (A(@"+B8d" 1), r™ + pd" )
= B2(Ad" N d" N + 26, (AdM T ™) + (At ™)
Para que este trinomio sea minimo, hay que elegir 3,, de modo que
Bu(Ad™=1,d" 1) 4 (A", ") =0

de donde deducimos

8, = — (Ad™=1,rm)
n (Adn717dn71)
y también
(Ad™ Y r" + Bd™ 1) =0
es decir,

(Ad"=' d™) =0
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Definicién 7.1 Cuando dos vectores u y v verifican la relacién (Au, v) = 0 se dice que son A-conjugados.
Cuando A es simétrica y definida positiva la aplicacién u, v — (Au, v) es un producto escalar. La relacién
para dos vectores de A-conjugaciéon no es mas que la ortogonalidad con respecto al producto escalar
(A.,.).

Veamos algunas propiedades que relacionan los residuos sucesivos y el valor de 3,.
Lema 7.4 Se tienen las siguientes relaciones, validas si 7™ # 0 para i = 0, ..., n:

(r"T M)y =0 n>0

ademas
|||
Bo =0, anw Vn > 1
Demostracion:
(") = (7 puAd 1) = [ — pa(Ad” ")

= ||7JL||2 - pn(Adn7 d" — 5ndn_1)
= [Ir"[]* = pu(Ad",d") + pufp(Ad",d" 1) = 0
teniendo en cuenta que
(Ad™,d" ') =0

Yy que
B Y N
"7 (Adr,dv)  (Adr,dn)

Por otra parte Ad"~! = pi(r”_l —r™) para n > 1 de donde

n

1 1

Adnfl’rn - ,r,nfl —7‘” ’rn - ,rn 2
( ) pn(( ).r") o (™|
y también
1 1 1
(Adnfl’dnfl) _ 7((?07171 o rn)vdnfl) _ (Tnflvdnfl) _ ||rn71||2
Pn Pn—1 Pn—1
de donde finalmente
(r", Admh) |lr]?

fn = T (@ T Adr) T [t
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7.4.2. Algoritmo de Gradiente Conjugado

El algoritmo de Gradiente Conjugado es el siguiente:

1. u® arbitrario y d® = r% = b — Au°.

Paran =0,1,...
2.
e
" (Adr,dm)
3.
u"t = + p,d"
it = p, Ad®
4.
[P+
Brn+1 = g
! [Ir™[]?
5.
dn+1 — ,r,n+1 + Bﬂ+1dn
Ejercicio:

Sea ¢ el nimero medio de coeficientes no nulos por linea de la matriz A de orden N. Calcular el
numero de operaciones de una iteracién del algoritmo de Gradiente Conjugado. (Resp: (¢ + 5)N + 2

multiplicaciones y (¢ +4)N — 2 sumas.)

7.4.3. Propiedades del algoritmo de Gradiente Congugado

Teorema 7.3 En el método de Gradiente Conjugado, tomando d° = r® = b— Au®, se verifica, para todo

n > 1 siempre que r¥ # 0 y para todo k < n — 1, las siguientes propiedades

(r",d*)=0 Vk<n-—1
(d™, Ad®) = (Ad",d") =0 VEk<n-—1

(") =0 Vk<n—1

Demostracién: Utilizaremos el principio de induccién.
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1. Para n=1 se verifica (r',d°) = (r!,7%) = 0 por la propia definicién del método y al propiedades
senaladas anteriormente.

Por otra parte

(d*, Ad°) = (Ad",d°) =0
es la relacion de conjugacion para dos direcciones de descenso consecutivas.

2. Supongamos que se verifican las relaciones del teorema para el valor n y veamos que en ese caso se

verifican también paran+1y k < n.

Para la primera relacién tenemos en el caso k = n, tenemos (r"*! d") = 0 que se cumple en todos

los métodos de descenso con paso éptimo.

Por otra parte para k =1,2,...,n — 1 tendremos
(rthd¥) = (" = ppAd”,dY) = (", d¥) — pa(Ad",d¥)
siendo estos dos ultimos términos nulos por la hipdtesis de recurrencia.

Para la segunda relacién en el caso k = n, tenemos (Ad"+!,d") = 0 es la relacién de conjugacién.

Para k=1,2,...,n — 1 tenemos
(@™, Ad¥) = (1"t Bogad”, AdR) (" Ad®) + By (47, Ad)

ademés r**1 = rk — pp Ad* de donde

Adk _ 7(7,k _ rk-i-l)
Pk
resultando
1 1
(d", Ad¥) = E(r""'l,rk—rk"'l)—i—ﬁk_,_l(d",Adk) = p—k(r"“,dk—ﬁkdk‘l—dk+1+ﬁk+1dk)+ﬂn+1(dn,Adk)

siendo todos los términos nulos ya sea por la hipdtesis de induccion ya sea por la primera relacién.
Para la tercera relacién en el caso k£ = n ya ha sido demostrado en el lema anterior.

Para k=1,2,...,n — 1 tenemos
(,r.n+17,r,k) = (rnJrl’ dk - 5kdk71) = (rn+17dk)) - ﬁk(rn+lvdk71) =0

siendo los dos ultimos términos nulos por verificarse la primera relacién.

Corolario 7.1 El algoritmo de Gradiente Conjugado para la resolucién de un sistema con matriz simétri-

ca y definida positiva de orden N converge en al menos IV iteraciones.
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Demostracién: O bien 7* = 0 y tenemos la convergencia en k < N — 1 iteraciones o por el contrario

rV es ortogonal a d°,d*, ..., dN~! que son N vectores linealmente independientes (por ser A-ortogonales)

del espacio R". Necesariamente 7V = 0.l

Observacion: El método de gradiente conjugado, introducido en 1952 por Hestenes y Stiefel es pues
tedricamente un método directo pues se obtiene salvo errores de redondeo la solucién exacta con un
numero finito de iteraciones. Sin embargo en la practica debido a errores de redondeo la relaciones de
conjugacion no se tienen exactamente y el método se considera como un método iterativo. A continuacién
estudiaremos como depende el factor de convergencia con el condicionamiento de la matriz A. Conside-
raremos luego técnicas de precondicionamiento que tienen como finalidad mejorar la convergencia. El
objetivo es siempre lograr la convergencia con un ntimero de iteraciones considerablemente menor que el

ntumero de ecuaciones.

Definicién 7.2 Espacios de Krylov: Llamamos espacio de Krylov de dimension k, Ky, al espacio generado

por los vectores 10, Ar0, ..., A¥=1r0 Es decir
Ky = [0 Ar0, ..., AF=110]

Teorema 7.4 En el método de gradiente conjugado, eligiendo d° = % = b — Au® y siempre que r° # 0
se tiene

[TO,ATO, ...,Akro] = [ro,rl k]

PEED)

[0 Ar, ..., AFr0) = [d°,d", ..., d"]

Demostracién: Para k = 1 como d° = 7% y d* = 7% + 3,d° y por lo tanto r® = d' — 8,d° podemos

escribir
[7"077"1] — [do,dl]
012
Por otra parte 7! =% — py Ad° con py = % # 0 asi pues Ar® = Ad° = TO/;)TI de donde

[, Ad°] = [0, Ar®] = [0, 1!

Las relaciones son ciertas para k = 1. Supongamos ahora que las relaciones son ciertas para k y veamos

que en ese caso también lo son para k + 1:

Tendremos por la hipétesis de induccion ¢ € [0, Ar0, ..., A*r0] y por otra parte AdF € A[r0, Ar0, ..., AFr0] =

[Ar0 A2r0 . Ak+1.0]

ktl — pk _ pr Ad® tenemos

Como r
Rl e [0 ArY L ARTLEO)

Reciprocamente demostraremos que A*+1r0 € [0 r! ... k1], En efecto, segiin se ha visto r**! es una

combinacién lineal de términos de la forma A*r® para 0 < i < k + 1, es decir,

k1. g ;
rRth = St A0 = B8y A0 4y ARTLO
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Veamos que podemos despejar el término A¥*17r0. En efecto, r*+1 & [r0, Ar0 .. AFr0] = [d° d*, ..., d"]

k+1

pues r es ortogonal a d°,d', ..., d* por el teorema anterior.

Podemos pues escribir
1

E(Tk-i-l _ Z?:o’YiAi'ro)

Ak+17"0 _

Gracias a la hipotesis de induccién

Efzo’yiAirO € [7"0, ...,rk]

de donde
k+1 k+1
AFHLRO [P0 R
resumiendo
0 k+1 0 4,0 k+1,.0
[0, ., = [0 AP0, L ART0]
Anéalogamente se demuestra
0 k+1 0 4,0 k+1,.0
[d°,...,d" ") = [r0, Ar0, ..., AFT10]

[
Teorema 7.5 El valor v obtenido en la k—ésima iteracién del algoritmo de gradiente conjugado verifica

E@w) < E(v) Yveu®+ Ky

Demostracién: Como u* = u® + X1 p;d" € u® + K}, para expresar que E(u¥) es el minimo de E(v)

sobre u® + Ky, es necesario y suficiente que
Ew®) < E(u® +v) Yve Ky

es decir
(E'(u*),v) =0 Yve Kk
0 sea
2(r*v) =0 Vv e Ky

pero esto es cierto pues (r*, ") = 0 para todo i < k — 1 y segtin el teorema anterior Ky = [r?,...,7*"1] B

Teorema 7.6 El valor u* obtenido en la k—ésima iteracién del algoritmo de gradiente conjugado verifica

E(u*) = b, i (A(T - APy _1(A))e’, (I — AP,_1(A))eo)

donde Pj_1 es el espacio de polinomios de grado inferior o igual a k — 1y € = u® — u.
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Demostracién: Todo v = u® + K de escribe v = ug + P,_1(A)r® donde Pj_; es un polinomio de

grado menor o igual que k — 1.

Tenemos
v—u=e"+ Py 1 (A’ =€’ — Pp_1(A)Ae® = (I — APy_1(A))e°

Por la definicién de la funcién E(.) podemos escribir
E(w) = (A(v —u),v —u) = (Al — APy_1(A))e’, (I — APy_1(A))e%)
Como E(u*) = mi,cyo4x, E(v) tendremos

E() = p, min - (A( - APy_1(A))e’, (I — AP,_1(A))e”)

Corolario 7.2 Se tiene la relacién siguiente

B(u*) < (mdx (1= AiPeo1(M))*) B (')

para todo polinomio Pj_; de grado menor o igual que £ — 1 y donde \; para ¢ = 1,.., N son los valores

propios de A.

Demostracién: Siendo A una matriz simétrica definida positiva admite una base ortonormal de

vectores propios (v1,...,vy) correspondientes a los valores propios A, ..., An.

En esta base €® = u% — u se escribe €* = N a,0; y

E(uo) = (Aeo,eo) = Zﬁoaf)\i

ademas
(I — APkfl(A))eo = Ef\ioai(l — )\iPkfl(/\i))’Ui

De donde para todo polinomio de grado menor o igual que k — 1, tenemos:

IN

(Azil\ilai(l — )\iPk—l(/\i))'Ui; Zi\ilai(l — /\iPk—l(/\i))Ui)
= Eivzl(l — )\sz_l()\l))Qaf)\v
< [méx(1 = APy (M))?][BE 6} A

= [méx(1 — \iPe—1(N:))*]E(u”)

7
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Corolario 7.3 El valor u* obtenido en la k-ésima iteracién del método de Gradiente Conjugado verifica

Kk(A)—1

N ESUE

E(u*) < 4(

Demostracién: Mayoraremos méx;(1 — \; Py—1(\;))? por méxy, <x<xy (1 — APs—1(\))?
1 = AP;_1()) es un polinomio de grado menor o igual que k que toma el valor 1 en A = 0.

Podemos entonces elegir

A A1 —2)
T (M5E052)

TR

1—=APe—1(N) =

donde T}, es el polinomio de Tchebycheff de grado k.

Se obtiene entonces la mayoracion

1

< - -
- AN+
UiSvesvy

E(u) E(u)
Kk(A) =1

K(A) - 1)2nE(u0)

A(

con k(A) =3~ W



