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Preliminares

En el tiempo en el que los proyectos dan paso a los recuerdos me he animado
a recopilar en un libro los apuntes de las ensefianzas que formaban parte de la
asignatura Ampliacién de Matemdticas que imparti en la Escuela Técnica Superior
de Ingenieros de Minas de Madrid en los afios 80.

Por aquel entonces la forma de abordar el cdlculo diferencial y el cdlculo vectorial
en las escuelas de ingenierfa se orientaba a realizar muchos ejercicios olviddndose
muchas veces de definir de forma precisa los conceptos y obviando ciertas demos-
traciones.

El objetivo de estos apuntes era proporcionar a los alumnos las definiciones
precisas de los conceptos y las propiedades de éstos para poder abordar el cdlculo
vectorial y tensorial. Una vez realizado este trabajo la realizacion de cédlculos es un
trabajo mecdnico. Con ello se pretende que se comprendan bien expresiones, por
ejemplo de laforma fL (F'dx+F?dy+F? dz) y serealicen los cdlculos correctamente
con conocimiento de su significado. Consideremos otro ejemplo: En la mayoria de
los libros de fisica e ingenierfa es habitual llamar diferencial de drea a una pequena
parte de una superficie y se razona despues con este concepto ambiguo. Lo que
aportan las matemadticas es una definicién precisa de este concepto definiendo el
diferencial de drea como una forma de orden 2 de modo que al aplicarla a dos
vectores nos da el drea del paralel6gramo formado por éstos. A su vez las formas de
orden 2 se construyen a partir de formas de orden 1 (elementos de un espacio dual)
mediante el producto exterior, operacion bien definida. El manejo de conceptos y
operaciones precisas y bien definidas permite razonar y hacer calculos sin peligro
de cometer errores.

El curso presupone que se tienen los conocimientos basicos de un primer curso
de célculo infinitesimal de una variable real y de dlgebra lineal asi como algunos
conceptos de topologia.

El célculo vectorial es dlgebra en el espacio tangente en cada punto de un domi-
nio para luego integrar los resultados en cada punto (en definitiva sumar) cuando
recorremos todos los puntos del dominio: La primera parte de este libro se dedica al
célculo diferencial (capitulo 1) y a la integracién (capitulo 2) en varias dimensiones
donde se generalizan los resultados del cdlculo en una variable real. El capitulo 3
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estd dedicado al dlgebra tensorial donde se estudia el concepto de tensor y sus aplica-
ciones geométricas. En el capitulo 4 se construye el espacio tangente introduciendo
la nocién de vector tangente como una derivacién (como se hace en geometria di-
ferencial), vemos ejemplos de vectores tangentes y aprendemos a realizar cambios
de coordenadas. En una segunda seccion se introducen las formas diferenciales a
partir del espacio dual del espacio tangente. En el capitulo 5 construimos los tensores
diferenciales y a partir del espacio tangente y el espacio de tensores diferenciales se
introduce la nocién de campo vectorial y campos de formas. En particular se estudia
la operacién de diferenciacion exterior de formas. En el capitulo 6 se introduce la
nocién de cadena y la integracion de formas en cadenas. El capitulo 7 estd dedicado
al teorema general de Stokes en cadenas y sus aplicaciones y se particulariza a los
tres teorema cldsicos de Stokes, teorema de Green, teorema de la divergencia y el
teorema de Gauss-Ostrogradski que son aqui una consecuencia del teorema general.
Finalmente en el capitulo 8 se deducen algunas ecuaciones de la mecdnica y mds en
particular de la mecédnica de medios continuos. Mds precisamente, obtendremos la
variacion de los distintos objetos geométricos, es decir funciones, campos, formas y
en general tensores por accién de un campo vectorial representando la velocidad de
un fluido asociado a un grupo uniparamétrico de transformaciones. La herramienta
basica es el concepto de derivada de Lie de la geometria diferencial que introducimos
limitdndonos aqui a regiones de R<.

He completado cada capitulo de estos apuntes con ejercicios cuya solucién se da
al final del libro con la esperanza de que los estudiantes intenten resolverlos por su
cuenta antes de mirar la solucidn.

Estos apuntes deben mucho a los libros *“ Cours de Calcul Différentiel "de Henri
Cartan (Nancy, Francia, 8 de julio de 1904 - Paris, Francia, 13 de agosto de 2008) y
“Calculus on Manifolds” de Michael David Spivak (Queens, Nueva York, 25 de mayo
de 1940 - Houston, Texas, 1 de octubre de 2020) que me ayudaron a comprender
muchos de los conceptos y utilizar con rigor las herramientas del Célculo Diferencial
y Vectorial.

En Cabrerizos (Salamanca) y Palma de Mallorca. Mayo de 2023 - Enero de 2026.

Luis Ferragut Canals
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Capitulo 1

Elementos de Calculo Diferencial en Espacios
Normados

En este capitulo recogemos las nociones bésicas de calculo diferencial necesarias
para entender el resto del libro. Para aprender de una vez para siempre todo lo que se
necesita saber sobre cdlculo difrerencial recomendamos al lector el curso de célculo
diferencial de Henri Cartan [3]. En cuanto a lo concerniente a espacios vectoriales
normados se podrdn consultar el libro de S.K. Beberian o el libro de H. Brezis [2]
aunque lo recogido en este capitulo es suficiente para entender el resto del libro
pues fundamentalmente trabajaremos con espacios vectoriales de dimensién finita.
En este capitulo algunas secciones se han desarrollado en espacios vectoriales no
necesariamente de dimension finita puesto que no plantea mayores dificultades a la
hora de introducir ciertos conceptos y realizar algunas demostraciones. En todo caso

en el resto del libro se trabajard siempre en el espacio euclideo de dimensién finita
R

1.1. [Espacios Normados

En esta seccion y las siguientes consideraremos espacios vectoriales sobre el
cuerpo de los reales.

Definicion 1.1. Un Espacio Normado es un espacio vectorial E en el que se ha
definido una aplicacion
l-]: E—R
v —|Ivl|
verificando las propiedades,

s Ni:||v[|=0 VveEy|v|=0solosiv=0.
= N2: ||| =|4]|lv] YA€eR VveE.
s N3: [lu+v| < |lul|+]|vll VYu,v € E (Desigualdad Triangular).



2 1 Elementos de Calculo Diferencial en Espacios Normados

La aplicacion || - || se llama norma y ||v|| se lee norma del vector v. Todo espacio
normado es evidentemente un espacio métrico con la distancia d(u,v) = ||v —u]|.
Todos los conceptos métricos y topoldgicos tendrdn aqui su significado. Hablaremos
pues de conjuntos cerrados y conjuntos abiertos, sucesiones convergentes, sucesiones
de Cauchy, conjuntos compactos, etc.

Ejemplos: Sobre el espacio vectorial E = R podemos definir las siguientes
normas

1. Norma I: ||v||> = (Zv?)l/2

2. Norma I;: ||v]l1 = X |vi]

3. Norma l: ||v||eo = max |v;|

4. Norma lp, p > 1: V||, = (X [vi|?) VP

En el espacio vectorial de las funciones continuas en un intervalo cerrado [a,b],
E=Cla,b]

b
1. Norma L?: [vllo.2.a.p1 = ([, [v(x)[*dx)'/
b
2. Norma L': |[v]lo,1,[a.61 = [, v(x)| dx
3. Norma L [[V[lo,c0,[a,p] = M&Xxe[a,b] [V(X)]
4. Norma LP: |[vllo,p.1ap) = ([ V)P d0)'/P p>1

Definicion 1.2. Un espacio normado completo se llama espacio de Banach.

Los espacios normados de dimensién finita son todos completos por lo que son
espacios de Banach.
Ejercicios:

1. Verificar que la norma ; y la norma /., son efectivamente una norma en R¢

(ejercicico[I.T))

2. Verificar que la norma L' y la norma L™ son efectivamente una norma en
Cla, b] (ejercicico|1.2)

Dejamos para mds adelante la verificacién de que la norma I, y la norma L? son
efectivamente normas. Recordemos algunas definiciones y propiedades fundamen-
tales.

Nociones de topologia en espacios normados

1. Sea E un espacio normado. Una bola (abierta) de centro a € E y radio r € R es
el conjunto
B.(a)={veE; |v—-a|<r}

2. Entorno: Un conjunto es un entorno de un punto a € E si contiene a una bola de
centro a.

Abierto: Un abierto es un conjunto que es entorno de todos sus puntos.

4. Cerrado: Un conjunto es cerrado si es complementario de un abierto.

et



1.1 Espacios Normados 3

5. Conjunto acotado: Un conjunto en E es acotado si existe una bola que lo
continene.

6. Conjunto compacto: Un conjunto es compacto si de todo recubrimiento abierto
se puede obtener un subrecubrimiento finito.

En espacios de dimensién finita (por ejemplo R¥) los conjuntos compactos coinciden
con los conjuntos que son cerrados y acotados.

Definicion 1.3. Nocion de limite de una funcion y continuidad en un punto. Sea
A C E un abierto de un espacio normado E. Sea un punto a € A. Sea F otro espacio
normadoy f : A — F una funcioén.

lim f(v) =b © Ve >0,3talquesi|lv—al|<d=||f(v)-b| <e
Diremos que f es continua en un punto a € A si verifica
lim f(v) = f(a)
v—a
Tenemos las siguientes propiedades:

1. Sea f: E — F, f es continua ( en todos los puntos) si para todo conjunto abierto
U C F, f~'(U) es un conjunto abierto de de E.

2. Sea AcC E unabiertoy f: A — F. f es continua si para todo abierto U C F
existe algiin conjunto abierto V C E tal que f~'(U) =V NA.

3. Sea K c E un conjunto compacto y f : K — F una funcién continua entonces
f(K) es un conjunto compacto de F.

Definicion 1.4. Norma equivalentes: Sea E un espacio normado en el que hemos
definido dos normas || - || y ||| - |||. Diremos que las dos normas son equivalentes si
existen dos constantes C1 > 0y Cy > 0 tales que

GilviE<llviil < Glvll VveE (1.1

Dos normas equivalentes generan la misma topologia. En espacios de dimensién
finita todas las normas son equivalentes.

Definicion 1.5. Sean E y F dos espacios vectoriales. Una aplicacionT : E — F se
dice que es lineal si

T(u+v)=T(wu)+T(v) VYu,veE
T(Av) =AT(v) VYAERVvEeEE

Para las aplicaciones lineales continuas tenemos la siguiente caracterizacion:

Teorema 1.1. : Caracterizacion de las aplicaciones lineales continuas

Sean E y F dos espacios normadosy T : E — F una aplicacion lineal. Entonces
si T es continua en el origen u =0 € E es continua en todo punto si y solo si existe
una constante M > 0 tal que



4 1 Elementos de Calculo Diferencial en Espacios Normados

ITv]| < M|]v|| VveE (1.2)

Demostracion:

Demostraremos pues que si 7 es continua en O es continua en todo punto y se
verifica (T.2).

Si T es continua en O € E, para toda sucesion (u,), C E tal que lim, e u,, = O
se tiene lim,, 0 T (1) =T(0) = O

Sea ahora un elemento cualquiera v € E y (v,), C E una sucesién tal que
lim, ,oVv, =v € E. Evidentemente lim,,_,. (v, —v) = O. Como T es continua
en O € E, resulta lim,o7T (v, —v) =0 y por ser T una aplicacién lineal
lim, e T(vy) =T (v).

Veamos ahora la segunda parte del teorema. Demostremos primero que si
llu]l <1 existe M > 0 tal que ||T(u)|| < M. En efecto, supongamos por el con-
trario que el conjunto {||7(u)||;|l#|| < 1} no es acotado. Para cada n podemos
elegir un vector u,, tal que ||u,|| <1y ||T(u,)|| = n. Definamos v,, = %un Resulta
lim, e [|[Va|l = limy, e %||u,,|| =0 pues ||u,|| < 1. Es decir lim,,_,o v,, = O. Por otra
parte ||T(v,)]| = %llT(un)ll > 1 en contradiccion con lim,, . T'(v,) =T(0) = O.

Sea finalmente un elemento cualquiera u € E. El elemento ﬁ tiene norma 1 y

por lo tanto

IT(~——)] < M
]

es decir (T.2)

El reciproco es trivial.
[ ]
Mientras no de lugar a confusién designaremos las diferentes normas de diferentes
espacios normados mediante la misma notacion || - ||.
A la mds pequeia de las constantes M verificando (I.2)) se le designa mediante
|IT|| y es efectivamente una norma sobre el espacio de aplicaciones lineales continuas
L(E;F)de E en F.Lanorma ||T|| esta caracterizada por

7vll

veE;v+0 ”V”

71l = (1.3)

En espacios de dimension finita todas las aplicaciones lineales son continuas.

Ejemplos: Dos ejemplos importantes son cuando F =R y cuando E =R. El
primer caso L(E;R) es el espacio dual topolégico de E, es decir el espacio de
aplicaciones lineales continuas de E en R. Hay que distinguirlo del espacio dual
algebraico de aplicaciones duales de E en R. Cuando E es de dimension finita los
dos espacios coinciden pues en dimension finita todas las aplicaciones lineales son
continuas. El segundo ejemplo es L(R;F). Existe una isometria candnica entre
L(R;F) y F dada por
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T:F— L(R;F)

X = Px

donde ¢, € L(R;F) es la aplicaciénque a cada A € R le asocia la aplicacién
@x : A — Ax. Reciprocamente, dada u € L(R;F) existe un elemento x € F tal que
u=T(x) =@ En efecto basta hacer x = u(1) € F. Véase al respecto el ejercicio|l.3

Al espacio dual E”” = (E”)’ del espacio dual de E se le denomina bidual. Todo
elemento de E define una forma lineal continua sobre E’, es decir se puede considerar
en la prictica un elemento del bidual E”. En efecto, dado x € E definimos la
aplicacién

ox E'—>R
f=f

Es inmediato demostrar que p, es una forma lineal continua sobre E’, es decir es un
elemento de E”'.

El siguiente teorema que damos sin demostracion (que se puede encontrar por

ejemplo en [2]]) solo se utilizard puntualmente en una ocasion en este capitulo y no
es necesario en el resto del libro.

Teorema 1.2. La aplicacion

T:E—E"
X = px
es lineal, continua e inyectiva. De hecho se verifica ||x||g = ||px||g». Tenemos pues
que la aplicacion E — T(E) C E" es una isometria.
Estas propiedades permiten identificar £ como un subespacio de E”’.

Definicion 1.6. Un espacio de Banach E en el que T(E) = E” se dice que es
reflexivo.

Definicion 1.7. Aplicaciones bilineales
Sean E y F espacios vectoriales. Una aplicacion bilineal es una aplicacion

B:EXE > F

u,v — B(u,v)
que verifica
B(Au+Av,w) =AB(u,w)+uB(v,w) VA ueR, Yu,v,weE

B(u,Av+uw) =AB(u,w)+uB(v,w) VYA,ueR,Vu,v,wekE

Si E y F son espacios normados designaremos mediante ||[u,v]|| una norma del
vector [u,v] en el espacio vectorial producto E X E. Podemos generar normas en el
espacio producto E X E a partir de cualquier norma en E. Por ejemplo son normas
en el espacio producto las siguientes, donde || - || designa una norma en E:
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Norma l: [[[u,v]ll2 = (llul®+[v[I*)'/?

Norma [y: || [u, v]|[1 = |[ul| +||v]

Norma lo: || [, v]|lco = max [|ul], [ v|

Norma I, p = 1: [|[[uv]llp = (lull? +[Iv]|?) /P

Todas las normas anteriores son equivalentes.

Teorema 1.3. : Caracterizacion de las aplicaciones bilineales continuas

Sean E y F dos espacios normados y B : EXE — F una aplicacion bilineal.
Entonces si B es continua en el origen [u,v] = [0,0] € E X E es continua en todo
punto y existe una constante M > 0 tal que

1B, V)|l < Mllull-|IVIl - Yu,v € E (1.4)

Demostracion:

La demostracion es andloga al la del teorema|[I.1]
[

Alamds pequeiia de las constantes M verificando (1.4) se le designa mediante || B||
y es efectivamente una norma sobre el espacio de aplicaciones bilineales continuas
B(EXE;F)de EXE en F.Lanorma ||B|| estd caracterizada por
I B(u, )|

wveEuvz0 [[ull- V]|

1Bl = (1.5)

En espacios de dimension finita todas las aplicaciones bilineales son continuas.
Mis generalmente tenemos

Definicion 1.8. Aplicaciones multilineales
Sean E1,...,E, y F espacios vectoriales. Una aplicacion multilineal es una
aplicacion

T:E\x---xXE, > F

Viseovn]l = T(vis..vn)
tal que para cada a; € E; coni # k la aplicacion parcial
Vi — T(als e Qk—15VEks Ak+15- -+ ’an)

es una aplicacion lineal. Dicho de otro modo T verifica las propiedades: Para
Al,... 4, €R
T(/llvl, e ,/l,,vn) = /11/12 .. .ﬂnT(Vl, .. .Vn)

yparaa; € E;coni#kyug, vy € Eg

T(ay,...,ug+ve,....an)=T(ay,...,ug,....,ap)+T(a1,...,Vi,...,adn)
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Si Ey,...,E, son espacios normados designaremos mediante || [u1,...,u,]|| una
norma del vector [uy,...,u,] enel espacio vectorial producto E| X - - - X E,. Podemos
generar normas en el espacio producto Ej X ---X E, a partir de las normas en
E\,E;,...,E, por ejemplo si E; =R4 parai=1,...,nlanorma/; serd

Twts- o]l = llarll+-- -+ llunlly

En espacios normados las aplicaciones multilineales continuas estdn caracteriza-
das por

Teorema 1.4. : Caracterizacion de las aplicaciones multilineales continuas

Sean E;,i=1,...ny F espacios normadosyT : E1 X---X E, — F una aplicacion
multilineal. Entonces si T es continua en el origen [0,...,0] € E{X---XE, es
continua en todo punto y existe una constante M > 0 tal que

TV vl < Ml oolvall - Yvi € Epi=1,....n (1.6)

Demostracion:

La demostraci6n sigue el mismo procedimiento que en el teoremd[I.T]
u
A la méds pequefia de las constantes M verificando se le designa mediante
IT|| v es efectivamente una norma sobre el espacio de aplicaciones multilineales
continuas de £y X---XE,, en F.
En espacios de dimension finita todas las aplicaciones multilineales son continuas.

1.2. Espacios Euclideos o Prehilbertianos

Definicion 1.9. Un Espacio Euclideo es un espacio vectorial en el que se ha definido
una aplicacion
(-, ): EXE —R
u,v — (u,v)
que llamaremos producto escalar, verificando las propiedades siguientes:

= Pl:(u,v)=(v,u) Vu,veE (Simetria).

s P2.1: (Au,v)=A(u,v) VAER,Yu,v€E

s P2.2: (u+v,w)=(u,v)+(u,w) VYu,v,weE

s P3:(v,v) 20 VveE; (v,v)=0solosiv=0 (Definida positiva)

De la propiedad P1 y P2 se deduce

(u,Av) =A(u,v) VYA1eRVu,vekE
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(u,v+w)=(u,v)+(u,w) VYu,v,weE

Por tanto el producto escalar es una aplicacion bilineal.

Todo espacio euclideo es un espacio normado con la norma ||v|| = (v,v)'/?. En
efecto, las propiedades N1 y N2 se verifican de forma inmediata. Para verificar N3
necesitamos primero la siguiente:

Propiedad 1.1. Desigualdad de Cauchy-Schwarz

[(u,v)| < |lull-[vI| Yu,veE (1.7)
Demostracion:

(u—Av,u—Av) 20 VAeRVu,vekE
de donde
F() = (u=v,u—2av) = ||ull> = 22(u,v) + 22||v]|> = 0

f es un polinomio de segundo grado en la variable 1 que toma valores mayores o
igual que 0. Por tanto el discriminante asociado tiene que ser menor o igual que 0,
es decir

(,v)* = VI Nl < 0

reordenando y tomando la raiz cuadrada positiva obtenemos la desigualdad buscada

T7).

]
La desigualdad N3 es ahora fAcil de obtener, en efecto,

2 2 2 2 2 2
e+ 117 = ull”+ 2, v) + 17 < ull”+ 2l - [+ VI = el + 11D
tomando la raiz cuadrada positiva obtenemos N3.
Ejemplos:

1. (u,v) =Y u;v; en R¢. Lanorma [, es la norma asociada a este producto escalar.

2. (u,v) = /abu(x)v(x) dx en Cla,b]. La norma L? es la norma asociada a este
producto escalar.

Definicion 1.10. Un espacio prehilbertiano completo se llama espacio de Hilbert.

Los espacios normados de dimensidn finita son todos completos por lo que son de
Hilbert. Una propiedad sobresaliente del espacio de Hilbert es el siguiente teorema

Teorema 1.5. (de Riesz-Frechet) Si ¢ es una forma lineal continua definida sobre
un espacio de Hilbert, existe un tinico elemento u € H tal que

e(v)=(u,v) VveH

Se tiene ademads ||¢|| = ||u]|.
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Como no utilizaremos este teorema, salvo ocasionalmente en este capitulo, no
damos la demostracion que se puede encontrar en la mayor parte de los libros de
Anélisis Funcional, por ejemplo [1] o [2]. Véase ejercicio[3.7]para una demostracién
en un espacio de dimension finita.

1.3. Funciones diferenciables y diferencial de una funcion

Concepto de Diferencial de una funcién en un punto

Definicion 1.11. Sean E y F espacios normados, A un subconjunto abierto en E no
vacioy f : A — F una aplicacion de A en F. Decimos que f es diferenciable en un
punto a € A si existe una aplicacion lineal continua designada mediante la notacion
Df(a) : E — F verificando

o If(@+h) = f(@=Df(@phll _

h—0 (el

0 (1.8)

Es fécil verificar que la aplicacién D f(a) si existe es dnica y la llamaremos
diferencial de f en a. Asi pues D f(a) € L(E;F). Véase ejercicio[.4]

Una aplicacién diferenciable en un punto, es continua en este punto (ejercicio
[I.3). Diremos que una aplicacién f : A — F es diferenciable en A si es diferenciable
en todos los puntos de A.

Ejemplos:

1. Diferencial de una aplicacion constante: Una aplicacion constante f(v) = b para
todo v € A es diferenciable en todo punto de A y la diferencial es la aplicacién
nula Df(a)=0 € L(E;F)donde O : E — F,con O(v) =0paratodov € E.

2. Sea I C R un intervalo abierto, f : I — R derivable en un punto a € I, entonces
f es diferenciable en a y la diferencial es

Df(a):R >R
x — f'(a)x

3. Diferencial de una aplicacion lineal continua: Sea f € L(E;F). Entonces f es
diferenciable en E y D f(a) = f paratodo a € E. En efecto,

()= f(@=fI_ ol _
A1 1Al

4. Diferencial de una aplicacion bilineal continua: Sea B : E X E — F una apli-
cacion bilineal continua. B es diferenciable en todos los puntos de EXE y la
diferencial en un punto [a,b] es
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DB(a,b):EXE — F
[u,v] — B(a,v)+B(u,b)
En efecto,

1B(a+h,b+k)-B(a,b) - Bla,k) = B(hb)|| _ BN _ IBI-lIA-lIk]
7, k11 A KT = AN+ 1K)

donde hemos aplicado la continuidad de B y hemos tomado como norma en
E X E lanorma ||[u,v]|| = ||u|| +||v]| para todo u,v € E. Finalmente tomando el
limite cuando ||| — Oy ||k|| — O resulta

IBI-IAl-l&l _ o IBILClAl+ 111D 0

h=0k=0 R+ k|l n=0.k—0 Al +]IK]]
Diferencial de una aplicacién cuadrética: Sea B : E X E — F una aplicacién
bilineal continua y simétrica (es decir, B(u,v) = B(v,u) para todo u,v € E) y

sea J : E — F una aplicacién definida por J(v)) = B(v,v) para todo v € E.
Entonces J es diferenciable en todo punto a € E y la diferencial es

DJ(a):E > F
v — 2B(a,v)

En efecto,

|J(a+h)—J(a)—-2B(a,h)| _ \|B(a,a)+2B(a,h)+B(h,h)—B(a,a) —2B(a,h)||

7] 1Al
_ BB
7]

de donde

I (a+h)—J(a)=2B(a. W) _ ||BI.II2I> _0

lim <
h—0 (7l 71l

Un caso particular del ejemplo 4 es el producto escalar: Sea E un espacio
prehilbertiano con producto escalar (u,v). Tenemos poniendo B(u,v) = (u,v),
DB(a,b):EXE — F
[u,v] = (u,b) +(a,v)

Un caso particular del ejemplo 5: Sea E un espacio prehilbertiano con producto
escalar (-,-) y sea J : E — R definida por J(v) = (v,v). J es diferenciable en E

y
DJ(a):E >R

v — 2(a,v)
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8. Un caso concreto combinaciéon de los anteriores es: Sea M una matriz
cuadrada y simétrica en R™? y b € RY, sea J : R — R definida por
J(x) = %(Mx,x) — (b,x) para todo x € R?, siendo (-,-) el producto escalar
habitual en R¥. J es diferenciable en R¢ y

DJ(a):R? S5 R
x — (Ma,x) - (b,x)

9. Un ejemplo andlogo al anterior pero en un espacio de dimension infinita es el
siguiente: Sea E = C[a,b] el espacio de funciones continuas en [a,b] con el

producto escalar (u,v) = /ab u(x)v(x)dx, sea f € E'y J: E — R definida por
J(v) = %fah v(x)%dx - fab f(x)v(x)dx. Entonces J es diferenciable en E y

DJ(u):E - R

b b
v—>/ u(x)v(x)dx—/ f(x)v(x)dx

10. Sea F un espacio normado y f : U — F una funcién diferenciable definida en
un intervalo abierto U C R de la recta real. Tendremos que la diferencial D f(a)
de f enun punto a c U es un elemento de L(R; F) que es un espacio isométrico
a F. De modo que podemos considerar D f(a) como un elemento de F (véase
ejercicio [I.3). Llamaremos f’(a) a este elemento de F. Tenemos entonces las
relaciones para todo & € R,

Df(a)(h) =hDf(a)(1) =hf’(a)

De la definicion de diferencial en un punto ¢ € R se deduce que podemos escribir
(para h e R)
lf(a+h) = fla) = f(a)h]l _

T
70 ] 0
y también
o flath)—fla) .,
Jim || f/ (@l =0
o bien

, . fla+h)-f(a)
= 1 —_—
fila) hlLI}J h
es decir f’(a) es la derivada de f en el punto a
Utilizaremos estas notaciones mas adelante en la seccion dedicada a los teoremas
de Taylor.

Una herramienta fundamental en el cdlculo de diferenciales es la regla de la cadena

Teorema 1.6. Sean E,F,S espacios normados. A C E un abierto f : A — F, f
diferenciable en a € A. Sea un abierto U € F que contiene a f(a) y sea g:U — S
una funcion diferenciable en f(a). Entonces la funcion compuesta go f : A — S es
diferenciable en a y la diferencial viene dada por
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D(go f)(a) = Dg(f(a))oDf(a)

Demostracion:

Sean b = f(a),A=Df(a)y u=Dg(f(a)). Introducimos las notaciones siguien-
tes:

@(x) = f(x) - f(a)-A(x—a)
w(y)=g()—gb)—u(y->b)

y
p(x)=(gof)(x)—(gof)(a)—(uod)(x—a)
Tenemos
o eIl _ I @)= f@ = Ae-a)l _
a x—all <o =l
My Hlg(y)—g(B) —p(y—b)l _
=l = ly—>l =0

y tenemos que demostrar

oo 1PN _ g0 N0 = (80 f)(@) = (o) x=a)| _

x—a|x—all  x—a llx —all

0

Podemos escribir poniendo y = f(x) y b = f(a)

p(x)=g(f(x)—g(f(a)+u(e(x)—f(x)+f(a)
=g(f(x))—g(f(a)—u(f(x) - f(a))+u(p(x))

= (£ () +u(o(x))
como

N Y631 ISP 170761 NP I CZCo1

Sale=all = Pa x—all < [x—al

bastard demostrar que el limite de cada sumando de la expresién anterior es
nulo. Por una parte como u es lineal continua existe una constante C tal que

(el < Clle()l'y

o DI Clle)l _
S x=all e e=al

i 1@ _

x—a|x—al

Por otra parte podemos escribir

[l (S im N8(f(0) —g(f(a) —p(f () = fla)ll _

F O @ T @ =L@ ot @ If @ 7@l

0
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es decir para todo € > 0 existe un § > 0 tal que si || f(x) — f(a)|| < ¢ entonces

Iy (F QI < &llf (%) = f (@)l

y como f es continua para todo § > 0 existe un §; tal que si ||x —a|| < &, tendre-
mos || f(x)— f(a)|| <. Finalmente para una constante C verificando para todo x,
21 < Cll)l

Iy (F QI < ellf (x) = f (@)l
=&lle(x)+A(x-a)ll
< elle()|l+&Cllx—all

dividiendo por ||x — a||

e (FCDI _ lle@N

llx —all llx —all

y como

o @ _

x—allx—all
quiere decir que para todo &) existe un 5 tal que si ||x —al| < >

el

llx —all

<é&

tendremos tomando 63 = min{d,8,} que para ||x —al|| < d3 tenemos

W =ee1+Ce
es decir
tim WSO
x=a |lx—all
Ejemplos: .

1. Sea f : R* — R definida por

x+y
flx,y)= /0 g(z)dz

donde g : R — R es una funcioén integrable. Tenemos que f es diferenciable en
todo punto de R? y la diferencial en un punto (a,b) € R” es

Df(a,b)=g(a+b)os
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donde s : R? — R es la funcién suma, s(x+y) = x+y. En efecto, aplicando la
regla de la cadena, f se puede escribir como f=Gos donde G:R — R es
la funcién G(x) = foxg(z) dz. G es derivable, su derivada en un punto a es
G’(a) = g(a), yladiferencial DG (a) : R — R es la aplicaciéon DG (a)x = g(a)x
para todo x € R. La funcién suma s es lineal continua, por tanto su diferencial
en cualquier punto es la misma funcidén s. Aplicando la regla de la cadena

Df(a,b)=DG(s(a,b))os=DG(a+b)os
es decir D f(a, b) es la aplicacion

Df(a,b):R* >R
x,y = gla+b).(x+y)

Sea f : R?> — R definida por

xy
Flry) = /O §(2)dz

donde g : R — R es una funcién integrable. Tenemos que f es diferenciable
en todo punto de R?. En efecto, f se puede poner como la composicién de
p :R? = R, funcién producto de dos nimeros reales p(x,y) =xy y la funcién
G introducida en el ejemplo anterior. Por la regla de la cadena tendremos

Df(a,b)=DG(ab)oDp(a,b)

Como p es una funcién bilineal continua Dp(a,b)(x,y) = ay + bx para todo
x,y € R. Finalmente

Df(a,b):R* >R
x,y — g(ab).(ay+bx)

Sean E,E1,E>,F espacios normados y A un abierto de £ y consideremos
la funciones f : E1 X E; — F bilineal continua. Por otra parte u : A — E;| y
v : A — E; diferenciables y sea g la funcién

g:A—>E1><E2

x = [u(x),v(x)]
que serd diferenciable, siendo la diferencial en un punto a
Dg(a) = [Du(a),Dv(a)]

Entonces la funcién compuestaw = fog
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w=fog:A—>F
x = f(u(x),v(x))

es diferenciable y la diferencial en un punto p € A viene dada por
Dw(p)(h) = f(Du(p)(h),v(p)) + f (u(p), Dv(p)(h)) (1.9)

Para la demostracién véase el ejercicio [I.6]
4. Sean E1,...E, y F espacios normados y consideremos la funcién

T:-E\x---xXE, > F

i,e.oovn] = T(vi,...v0)
multilineal continua: T es diferenciable y se tiene

DT(ay,...,an)(hi,....hy) =T (h1,az,...,a,) +T (a1, ha,....a,)
+...+T(a1,...,an—1,hn)

Para la demostracion véase el ejercicio
5. Sean E|,...E, y F espacios normados y consideremos la funcién

T.-E\x---XE,, - F

[V19'- -»Vn] - T(Vl,. . -7Vn)
multilineal continua. Sean ademads n funciones parai=1,...,n
u; : R— Ei
t = u;(1)

diferenciables. Utilizando la isometria £(R; E;) ~ E; escribimos
u}(t) = Duy(1)(1) € E;
La funcién

g R-E| x---XE,
t— [ur(t),...,un(1)]

es diferenciable,

Dg(t) = [Dui(2),...,Du,(t)] € LR;E1 X---XEp) =~ E; X--- X E,

g (1) =Dg()(1) = [Duy (1)(1),..., Dun(t) ()] = [u} (1),...,u, ()]

Consideramos la funcién compuestaw =T o g
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w:R—F
t = T(ui(2),...,un(1))

Aplicando el resultado del ejemplo anterior y la regla de la cadena obtenemos
que w es diferenciable, la diferencial Dw(r) € L(R;F) ~ F'y

w'(1) = Dw(n)(1) = (DT(g(1)) o Dg(1)) (1)
= (DT (1 (1), o0 (1)) (] (), .01 (1)

=T ((uy(2),uz(t), .. oun () +T ((ur (2),uly(1), ... ,un (1)) +...
+T((u1 (1), uz(1), ... ,ul, (1))

Diferenciales de orden superior

Sean E y F espacios normados, A un subconjunto abierto en E no vacio y
f A — Funaaplicacién de A en F. Supongamos que f es diferenciable en todos los
puntos de A, de modo que D f(a) € L(E; F). Consideremos la siguiente aplicacion:

Df:A— L(E;F)
x — Df(x)

Si la aplicacién anterior D f es a su vez diferenciable en un punto a, su diferencial
que denotaremos D f(a) es un elemento de L(E; L(E;F)) y se llama diferencial
segunda de la aplicacién f en el punto a. Utilizando el isomorfismo candnico
entre L(E; L(E;F)) y el espacio de aplicaciones bilineales continuas B(E X E; F)
de E X E en F, identificaremos D?f(a) con una aplicacién bilineal continua de
B(E X E; F). Escribiremos pues,

D*f(a)(u.v) = (D* £ (a) () (v) Yu,v € E
Se puede demostrar que la aplicacién D2 f(a) es simétrica, es decir
D f(a)(u,v) = D*f(a)(v.u) Yu,v € E

Reiterando la construccion anterior, podemos definir de forma andloga, la dife-
rencial de orden n de una funcién D" f(a) como un elemento del espacio de las
aplicaciones n-multilineales de E X EX (nyeces)  f en F. Tendremos,

D" f(a)(uy,...,u,) = (...(D"f(a)(ul))(uz)...)(un) Yuy,uz,...,u, €E
Comentario 1.1. El isomorfismo candnico entre L(E; L(E;F)) y el espacio de

aplicaciones bilineales continuas B(E X E; F) consiste en identificar cada aplica-
cionT € L(E; L(E;F)) con la aplicacién B € B(E X E; F) mediante
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T(u)(v)=B(u,v)Vu,v e E

1.4. Formulas de Taylor

Teorema de incrementos finitos

Empezamos con la férmula general de incrementos finitos para dar posteriormen-
tes distintas aplicaciones.

Teorema 1.7. Sea a,b € R tales que a < b. Denotamos [a, b] el intervalo cerrado
que determinan. Consideramos ahora dos aplicaciones continuas

f:la,b] > F, g:[la,b] >R

donde F es un espacio vectorial normado. Supondremos que f y g son diferenciables
en el intervalo abierto (a,b) y que

Il <g'(x) Ya<x<b (1.10)

entonces

£ (D) = f(a)|l < g(b) —g(a)

Demostracion:

Recordemos primero que podemos considerar D f (¢) € L(R; F) como elemento
de F poniendo D f(c)(1) = f’(c) € F. De modo que podemos escribir para x € R,
Df(c)(x)=xf"(c)=f'(c)x. Del mismo modo parala funcién g, Dg(c) se identifica
con su derivada en el punto c a través de la relacion Dg(c)(1) =g’(c)

Vamos a demostrar que para todo € > 0 y para todo x € [a, b] se verifica

1/ (x) = f(a)|l < g(x) —g(a) +&e(x—a) +& (1.11)

Sea U el conjunto de los x € [a,b] para los cuales (1.11)) es falso, es decir

1/ (x) = f(a)ll > g(x) —g(a) +e(x—a) +&

queremos demostrar que U = (0. Tenemos que U es abierto pues las funciones f y
g son continuas y poniendo ¢ = || f(x) — f(a)|| —g(x) +g(a) — e(x — a) — & tenemos
que ¢ es continua por lo tanto el conjunto de puntos x que verifican ¢(x) > 0 es un
abierto pues es la antiimagen del abierto (0, 0) C R.

Razonamos ahora por reduccién al absurdo, suponiendo que U no es el con-
junto vacio. U tendrd un extremo inferior c. Podemos afirmar las tres propiedades
siguientes de c:
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1. ¢ > a: En efecto ¢(a) = —& <0y como ¢ es continua existird un entorno de a

en el que p(x) <0.

2. ¢ ¢ U ya que como U es abierto si ¢ perteneciese a U existird un entorno de ¢
contenido en U y en particular existirian puntos x € U tales que a < x < ¢ por lo

que ¢ no seria el extremo inferior de U.

3. ¢ < b pues en caso contrario U se reduciria al punto b y U no seria abierto.

Tenemos pues que a < ¢ < by podemos aplicar a ¢ la hipétesis del teorema (T.10)

£ ()l < g'(c)

Por una parte la definicién de diferencial nos dice que para todo & > 0 existe un 7 tal

que si ¢ < x < ¢+17 tenemos

If ) = fle) = fl)x =l _ &
|x —c| -2
por lo tanto
DIy ey < £
de donde ) £(e)
ey = )20y 2
Anélogamente
g,(c)_g(XJ)c:i'(C) < |g,(c)_g(x;:f(c)| S;
de donde

(o) < g(x)—g(c) &
xX—c 2

De las desigualdades (T.12) y (T.13) y de la hipétesis (T.T0) obtenemos
If ()= f(e)ll < g(x)—glc)+e(x—c)
Hemos visto que ¢ ¢ U de modo que
If(c) - fla)ll <g(c)—gla)+e(c—a)+e
De las desigualdades (I.T4) y (I.13) podemos deducir

1/ () = f@ll < Ilf () = f+]1.f () = fa)l

<glx)—gla)+e(x—a)+e

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

Esto es cierto para ¢ <x < c+n. Asi que (I.TT) es cierto para todo x tal que
¢ <x < c+n. De modo que todo x < ¢ +7 satisface (T.TT)) y el extremo inferior de U
seria mayor o igual que ¢ +7. Se ha llegado a una contradiccién por lo tanto U = 0.
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En consecuencia podemos asegurar que (T.TT) es cierta para todo & > 0. Pasando
al limite cuando & — 0 obtenemos el resultado buscado.
[ ]
Consecuencia inmediata es el

Corolario 1.1. Sea f : [a,b] — F una aplicacion diferenciable en a < x < b y donde
F es un espacio normado. Supongamos que existe una constante k € R tal que

If )<k VYxela,b] (1.16)
entonces
If(a) = f(D) < k(b—a) (1.17)
0 mds generalmente
1f (1) = f )l < klxr —x2|  Vaxi,x2 € [a,b] (1.18)

Demostracion:

Elegimos g(x) = kx parax € R. Como g’(x) =k tenemos || f'(x)|| <k=g"(x) y
podemos aplicar el teoremal[l.7]
[ ]
Veamos un teorema de incrementos finitos cuando el espacio de partida es un
espacio normado. Sea ahora f : U — F donde U C E es un abierto de un espacio nor-
mado E y F un espacio normado. Si a, b son elementos de E llamaremos segmento
de extremos a y b al conjunto de puntos x € E de la forma

x=(1-ta+tb VteR,0<t<1

Teorema 1.8. Sea f : U C E — F es diferenciable en U y si el segmento de extremos
ay b estd contenido en U, entonces

If(B) = f(@)ll < llb—all. sup [IDf((1-t)a+1b)]| (1.19)

0<r<1

Demostracion:

Sea h: [0,1] — F la funcién definida por h(t) = f((1—t)a+tb)) que es una
funcién diferenciable en z. & es la funcién compuesta for donde r: [0,1] — E esla
funcién dada por r(t) = (1 —t)a +1tb. Aplicando la regla de la cadena tenemos como
r'(t)=b-a

Dh(t)=Df(r(t)) o Dr(z)

aplicando al valor ¢’ = 1

Dh(1)(1) =Df(r(1)(Dr(1)(1))
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W' (t)=Df((1-t)a+tb)(r'(t)) =D f((1-t)a+1tb)(b-a)

Tenemos
A" (Ol < IDf((1=1)a+1b)].||b—-al|

haciendo k = ||b —al|.supy,<; IDf((1 —t)a+1b)]|| tendremos
1A(1) = h(0)|| < k(1-0)

es decir la desigualdad (I.19)

Integracion de funciones vectoriales

Suponemos al lector familiarizado con la integracién de Riemann de funciones
reales. No obstante en el capitulo[2]se estudiard de forma detallada la integracién en
R

En las férmulas de Taylor que se verdn a continuacién se utiliza el teorema fun-
damental del cdlculo para funciones de una variable real a valores en un espacio
normado. Previamente precisamos la defincién y propiedades de la integral de una
funcién a valores en un espacio de normado. En espacios de dimension finita po-
demos definir la integral utilizando las coordendas de la funcién. Recordemos que
en R? la coordenada i-ésima de un vector v(vi,...,va)' € R4 es la aplicacion lineal
¢; : R — R dada por ¢;(v) = v;. Por tanto ¢; € £L(R?;R). Para nuestros propésitos
es suficiente considerar la integral en el sentido Riemann. Podemos extender esta
idea facilmente a espacios de Hilbert y de Banach reflexivos. En este curso puesto
que trabajaremos en los capitulo siguientes solo con espacios de dimensién finita
nos serd suficiente conocer el caso F = R¢. Debido a su simplicidad hemos incluido
también el caso para espacios de Hilbert y Banach reflexivos. Para nuestros propdsi-
tos serd suficiente considerar funciones f : [a,b] — F donde F un espacio Banach
y f una funcién acotada en [a, b], es decir || f(¢)|| < M para todo t € [a, b] tales que
la funcién

[a,b] > R
= fOl

sea integrable en [a, b] es decir que existe la integral

b
/ If ()l dr

Una condicién suficiente para que la funcién ¢t — || f(¢)|| sea integrable (segtin
Riemann) es que sea acotada y continua en todos los puntos de [a, b] salvo en un
conjunto de medida nula. (Véase al respecto el capitulo[2]). La propiedad que vamos
a necesitar de la integracién vectorial es
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b b
n/ mmms/nﬂwm

Vamos a definir la integral de una funcién vectorial en distintos casos y comproba-
remos esta propiedad en cada uno de ellos. En todos los casos f : [a,b] — F serd
una funcién continua en [a, b] (salvo eventualmente en un conjunto de puntos de
medida nula) y acotada es decir || f(¢)|| < M paratodo t € [a,D]:

1. Si F=R? laintegral de f se define de forma natural como la integral de cada
una de sus componentes, de modo que para una funcién f : [a,b] — R9, si
(f(t) = (f'(1),..., f4(1))" su integral se define como el elemento de R¥ dado

por . . i
/af(t)dtz(/a fl(t)dt,...,/a fd(t)dt)d

Es inmediato ver que
b b
1 [ rwas [Cisoiar
a a

que es una consecuencia de esta propiedad para funciones reales ya que para
cada coordenada i-€sima tenemos

b b
|L‘mstL|ﬁmwr

2. En el caso de que F sea un espacio de Hilbert no necesariamente de dimensién
finita se puede definir la integral de f

b
Iy :/a f(r)dt

mediante

b b
(If,x)z(/ f(t)dt,x)z/ (f(t),x)dt VxeF (1.20)

donde (-,-) es el producto escalar en F. Tenemos que demostrar que existe un
elemento Iy € F verificando (T.20). En efecto consideramos la forma lineal

t,DfiF—)R

b
xﬁ¢ﬂm=/(ﬂmﬂm

@ es evidentemente una forma lineal en F'y es continua pues
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b b
lor ()] =] / (F(0)x)di |< / |(F0)x) | di

a

<( [ uronar)

donde hemos aplicado la desigualdad de Cauchy-Schwarz. En particular obte-
nemos

b
losl < / 1f ()l di

Es decir I es un elemento del espacio dual F’ de F. Por el teorema de Riesz-
Frechet[I.5] existe una isometria entre F' y F’ de modo que existe un elemento
I € H tal que

or(x)=(s,x) VxeF

Tenemos que 7 verifica (1.20) y ademds

b
IIIfII=|I90fI|S/ ILf ()]l dt

I+ es obviamente tnica pues

(If,x)=0 Vx€F=>If =0

. Si F es un espacio de Banach reflexivo, sea F’ = L(F;R) el espacio dual

(topoldgico) de F. Definimos

b
Iy =/a f(r)dt

mediante

b b
o(I7) = o / F()dr) = / o(f()di YpeF  (121)

a

Siexiste I € F verificando (T.21)) esta expresi6n define de forma tinica el vector
I ¢, pues tenemos en todo espacio normado que si para x € F se verifica

e(x)=0 YpeF’
entonce x = 0 (véase [2]). Vamos a demostrar la existencia de I 7. Sea
pr i F' >R

b
o= prlp)= / o(f (1) dr

pr es evidentemente una forma lineal en F’ y es continua pues
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b b
|pﬁw|#/'ﬂﬂﬂmms/ |l p(F(1) | di

a

S(waummwm

donde hemos aplicado que ¢ es lineal y continua. En particular obtenemos

b
HmMS/Ivmwh

Finalmente si F es un espacio de Banach reflexivo (definicién [T.6)) existe una
isometria entre el bidual F”’ y el espacio F (para esta propiedad véase [2]) de
modo que existe un elemento /¢ € F tal que

pr(p)=¢(ly) VoeF’

verificando ademds ||/ ¢ || = || o7 ||. Podremos escribir

b
ﬂu»=/lwuv»m Veer

y también
b
IIIfII:IIPfIIS/ If ()]l dt

Observacion 1.1. De las definiciones anteriores se deduce que la integral de una
funcion f : [a,b] — F estd bien definida si f estd acotada y es continua (salvo en
conjuntos de medida nula, de aqui en adelante continuas c.t.p.). En efecto si F = R?
las funciones t C [a,b] — f'(t) C R son integrables pues son continuas c.t.p. y
acotadas. Del mismo modo en el caso que F sea un espacio de Hilbert la funcion
tCla,b] = (f(t),x) CRescontinuac.t.p. y acotaday si F es un espacio de Banach
también la funcion t C [a,b] — ¢(f(t) C R es continua c.t.p. y acotada. Véase al
respecto el teorema|2.3)

Observacion 1.2. En el caso general de una funcion f : [a,b] — F donde F es un
espacio de Banach (no necesariamente reflexivo) se puede definir la integral en el
sentido Riemann fa b f(t) dt utilizando sumas de Riemann. Bdsicamente se define la
integral mediante limite de sumas: Para una particion

P={[xi—1,xil;a=xo<x1<...xp,=b;i=1,...,n}
de [a,b] y puntos t; € [x;-1,x;], i =1,...,n escribimos
n
R(foti P) = Y f (1) (xi=xi-1) (1.22)
i=1

Definimos el tamaiio de una particion como | P |= maxj<j<n(x; —x; — 1).
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Diremos que la funcion f es integrable segiin Riemann si existe un Iy € F tal
que para todo € > 0 existe un 6 > 0 de modo que para toda particion P con | P |< 6
se verifica

I =R(f.ti, P)I| <6 (1.23)

En este caso escribiremos

b
[f :L f(t)dt

Facilmente se deduce que si existe Iy esta es tinica. Se demuestra que si f es
continua en [a,b] la funcion es integrable segiin Riemann. La demostracion requiere
la completitud del espacio F es decir que F sea un espacio de Banach. Ademads si
f:la,b] = F esintegrable RiemannysiT : F — G es una aplicacion lineal continua
entre espacios de Banach entonces la funcion To f 1t C [a,b] > T(f(1)) € G es
integrable Riemann y se tiene

b b
T(/ f(o)dr) = / T(f(1))dt
En particular tomando G =R tendremos para ¢ € F' = L(F;R)
b b
90(/ f@)dt) = / o(f(0))dt

que es la propiedad que hemos utilizado para definir la integral vectorial en los
parrafos precedentes a las observaciones.

La demostracién de las propiedades siguientes es la misma que en el caso de de
funciones reales a valores en la recta real R, basta sustituir el valor absoluto por la
norma correspondiente.

Propiedad 1.2. Sea F un espacio Banachy f : [a,b] — F integrable en [a,b] C R.
Para a < x < b escribimos

I(x) :/xf(t)dt

En estas condiciones I es continua en [a, b]. En realidad es uniformemente continua.

Demostracion:

Como f es integrable en [a, b] es acotada es decir || f(z)|| < M paraa <t < b.
Sia <x <y < b tendremos

y b
1)~ 1)l = f F)di] < / 1 (D)l dr < Mlly <]

Para todo & > 0 existe un 6 = &/M tal que si ||y —x|| < ¢ entonces

() =10l < Mlly—x|| <&
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Esto demuestra la continuidad uniforme de 7.
]

Propiedad 1.3. Sea F un espacio Banachy f : [a,b] — F integrable en [a,b] C R.
Para a < x < b escribimos

1(x) =/xf(t)dt

En estas condiciones si f es continua en el punto xy € [a,b], I es diferenciable en
X0y Sse tiene

I'(x0) = f (x0) (1.24)

Demostracion:

Supongamos que f es continua en xg. Para todo & > 0 existe § > 0 tal que si
|t —x0| <8 ya<t<bentonces

1) = fxo)ll <&

Por tanto si
X0—0<s<x90<t<xo+0 y a<s<t<b

resulta

1(;) I(s)

12D gy = / ()~ £ (x0)) du]

<1 [ 170 - s <e

de modo que tomando s =x¢ y f =xo+h (o bient =x¢ y s = xo — ) hemos demostrado

1(xo+h) —1(x0)

h = f(xo0)

reo) = iy
]

Teorema 1.9. Sea F un espacio de Banach y f : [a,b] — F diferenciable con
continuidad para todo t € [a, b] entonces

b
F(b)~ f(a) = / £y dr (1.25)

Demostracion:

Pongamos

I(x)=/ f(r)dt
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Tenemos (propiedad [I.3) que I es una primitiva de f’ pues I’(x) = f’(x). Ademds
I(a) = 0. Por otra parte f es otra primitiva de f’. Asf que f(¢) —I(t) = C € R para
todo 7 € [a, b]. Tendremos f(a) = f(a) —I(a) = C de modo que f(¢) — f(a) = I(t)
en particular f(b) — f(a) = I(b), es decir

b
F(b)~ fla) = / £ty di

Formulas de Taylor

Estamos en condiciones de estudiar las férmulas de Taylor. Empezamos con
algunos resultados previos.

Lema 1.1. Sea v:U Cc R — F una funcion (n+1) veces diferenciable de una
variable real t € U siendo U un intervalo abierto de R y que toma valores en un
espacio normado F. Tenemos

%(v(t)+(l —r)v'(t)+..-+ni!(1 — ™ (;)) - %(1 —om D () (1.26)

donde la notacion dv/dt designa la derivada de una funcion v de la variable real t.

Demostracion:

Consideramos primero el caso de funciones de una variable real a valores en un
espacio normado. Recordemos que para funciones de una variable real ¢ a valores en
un espacio normado F la derivada v’(t) = Dv(t)(1) € F. Y las derivadas sucesivas
tendremos v'/(t) = Dv’(t)(1) € F y asi sucesivamente.

Derivando en (I.26) aplicando la férmula para la derivada de un producto (apli-
cacion bilineal)

V() =v' () +(1=t)v"(7)

—(1=tw" (1) + 21!(1 -2 (1)

1 ,
- Z(l -2 (1) + %(1 -0 (1)

1
_ -1 ,(n) _\n, n+l
(n—l)!(l 1) v +n!(1 H™"™ (1)

= lv(l —1)""™ (1)
n:
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|
Corolario 1.2. Con las mismas notaciones del lema[I_1) supongamos que
"ol <M Vre[o1]
entonces tenemos
1 1
— ' (0) = =y (0) = -+ — —p(™

V() =30 =V(0) = 37 (O == O S s (127)

Demostracion:

Aplicamos el teorema de incrementos finitos en el intervalo [0, 1] tomando
como funcion g

B (1 _t)n+l
80 =-M=
Llamando :
r(1) =v(D)+ (1= (1) +---+ — (1 —1)"v" (1)
n!
La igualdad (T.26)) nos dice
1
r(1) = —(1-1)"v" (1)
n!
de donde

(- )

I ()l < ——Iv" V()] < M——=¢'(1)

el teorema[I.7] permite concluir que

(1) =r(0)|| < g(1) - (0)

a-n"
n!

es decir (T.27).

Corolario 1.3. Con las mismas notaciones del lema[Il 1| supongamos ademds que F

es de Banach, U 2 [0,1] y que f"*Y) es continua. Entonces

1 (1 _ t)n
n‘

v(1) =v(0) = v'(0) — —v”(O) ---—%%")(0): v D () dr (1.28)

0

Demostracion:

Tenemos (teorema para una funcién r : t € [0,1] — r(t) € F diferenciable
con continuidad
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1
r(1)-r(0) = / r' (1) dt
0
Aplicamos este resultado a la funcién

r() =v(O)+ (1=t () ++ %(1 -0 (1)

cuya derivada es (lema[I.1)
1
r(t)=—(1-1)"v"* (1)
n!
resultando
1 1 (1-nn
V(1) =v(0) =v'(0) = =v"(0) = --- — —v ™ (0) =/ va”u)d;
2 n! 0 n!

[ ]
Los dos corolarios anteriores son casos particulares de férmulas de Taylor. Vamos
aver ahorael caso general: U serd un abierto de un espacionormado Ey f: U — Fes
una aplicacién de U C E en otro espacio normado F que supondremos diferenciable
con continuidad n+ 1 veces. Dado un punto a € U consideraremos los puntos de un
segmento [a,a+ h] que supondremos contenido en U. Esto se cumplird por ejemplo
si U es un conjunto convexo y a+h € U o también, como U es abierto, si & es un
vector de norma suficientemente pequeiia.
Consideremos ahora la funcién v : f € [0,1] — f(a+th) € F que es una funcién
de [0, 1] en F que se obtiene mediante composicién de las funciones g : f € [0,1] —
(a+th) € E y la funcién f, es decir, v = f o g. Tenemos por una parte

Dg(n)(1)=g'(1) = h
y aplicando la regla de la cadena
v(6)=Dv(0)(1) = (D f(g(1) o Dg(1)) (1) = D f (a+th)(Dg(1)(1)) = D f (a+th)(h)
Para la derivada segunda observemos D f(a +th) € £(E;F) y pongamos

r:[0,1] - L(E;F)
t - r(t)=Df(a+th)

Tendremos v'(¢) = r(t)(h) € F 'y también Dr(t) € L(R;L(E;F)) y
r’'(t) =Dr(t)(1) € L(E;F). Calculemos r’(¢):

()= Dr(n(1) =D(Df o) (1)(1)
= (D2f(g(n) 0 Dg(n) (1) = D2 f(a+1h) (g (1)) = D (a-+th) ()

finalmente
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dv’
dt

V'(t) = —(t) =r'(t)(h) = D*f(a+th)(h)(h) = D> f(a+th)(h,h) € F

Aplicando sucesivamente este cilculo obtenemos
v (1) = D™ f(a+1h)(h, YeS) p) (1.29)
Ahora en los corolarios[T.2]y [I.3]sustituiremos v y sus derivadas por la expresion

(T-29) para los distintos valores de n. Obtenemos as las férmula de Taylor siguientes:

Teorema 1.10. Formula de Taylor con resto de Lagrange.

Sean E y F espacios normados. U un abierto de E. Sea f : U C E — F una
Sfuncion (n+ 1) veces diferenciable. Supongamos que el segmento [a,a+ h] estd
contenido en U. Tenemos

D™ f(x)ll < M (1.30)
entonces
fla+h)=f(a)+Df(a)(h)+ %sz(a)(h,h) +...
+ %D(") F(a)(h,"YeeS) p)+ R(h)
donde
IR < %
Demostracion:

Aplicamos el corolario[I.2)a la funcién t — v(¢) = f (a+th) utilizando las expre-
sién (I.29) paran =0,1,2,.. ., tenemos

R(h) = f(a+h) = f(a)=Df(a)(h) - %sz(a)(h,h) —
- %D(") f(@)(h, (¥, )
Tendremos
D[ = DD f(atth) (b, 13, B[ < DU f(a+ e[ ]!
y gracias a la hipétesis (1.30)
D) < Mi[A|"™!

de modo que
M|\ k||
R(W|| £ —————
IR < =00,
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Teorema 1.11. Férmula de Taylor con resto integral.

Sean E un espacio normado y F un espacio de Banach. U un abierto de E. Sea
f:U CE — Funafuncion (n+1) veces diferenciable. Supongamos que el segmento
[a,a+ h] estd contenido en U, tenemos

fa+h) = f(a)+Df(a)(h)+ %sz(a)(h, h)+...

+ lDW f(@)(h, (¥ )

/ (1 D(n+l)f( +l‘h)(h (n+l veces) h)dl‘

Demostracion:

Aplicamos el corolario[I.3]a la funcién t — v(r) = f(a+th) utilizando las expre-

sién (I.29) paran =0,1,2,....
[ ]
En el caso que la funcién f tome valores en R tenemos la siguiente formula de
Taylor-Maclaurin:

Teorema 1.12. Férmula de Taylor con resto de Taylor-Maclaurin.
Sea E un espacio de normado. U un abierto de E. Sea f : U C E — R una funcion
n veces diferenciable. Supongamos que el segmento [a,a+ h] estd contenido en U.

f(a+h) =f(a)+Df(a)h+%sz(a)(h,h)~~~+%D”f(a+9h)(h,...,h)
VY 0<6<1 (1.31)

Demostracion:

Seav:[0,1] = R, nveces derivable con continuidad tenemos la siguiente férmula
de Taylor

_ L e L, (g
(n—l). (0)+ ol ) (0)

V 0<6<1 (1.32)

v(1) =v(0)+v'(0) + zl!v”(()) oot

(Véanse los ejercicios [I.8] y [I.9) para una demostracién.) Consideremos ahora la
funcién v : ¢t € [0,1] — f(a+th) € F que es una funcién de [0,1] en F que se
obtiene mediante composicién de las funciones g : ¢ € [0,1] — (a+th) € E y la
funcién f, es decir v = f o g. Tenemos igual que en las consideraciones previas al

teorema
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v(t) = f(a+th)
v'(t)=Df(a+th)(h)

v’ (t) = D f(a+th)(h, h)

v (1) = D™ f(a+th)(h, Y5, )

Tomado t =1y t =0, sustituyendo en (1.32)) obtenemos (1.31).

Derivadas direccionales

Sean E y F espacios normados, A un subconjunto abierto en E no vacio y
f:A— Funaaplicacién de A en F.

Definicion 1.12. Derivada Direccional
Sea v € E. Si existe el limite en F siguiente
fla+av) - f(a)
A

lim

1.33
A—0 ( )

lo llamaremos derivada de f en el punto a en la direccion v y lo designaremos
mediante la notacion D, f (a).

Si f es diferenciable en a es ficil ver que

D, f(a)=Df(a)v

Tenemos por tanto que si una funcién es diferenciable en a admite derivadas direc-
cionales en a en cualquier direccién v. El reciproco no es cierto.

1.5. Calculo diferencial en R

Consideraremos ahora funciones definidas en R¢ a valores reales. Sea un abierto
A c R4y funafuncién f: A — RP diferenciable en un punto a € A. La diferencial
de D f(a) es una aplicacién lineal de R? en R”. Eligiendo bases en R¢ y en R” la
diferencial DF (a) tendrd una representacion matricial que denotamos f’(a) y que
llamaremos matriz jacobiana de f en el punto a y que serd una matriz de p filas y d
columnas.

En particular para una funcién definida en un abierto A c R?, f : A — R, di-
ferenciable en a € A, la diferencial de D f(a) es una aplicacién lineal de R? en
R. Si elegimos una base en R?, por ejemplo la base canénica e;, i = 1,...,d con
e; =(0,..,0,1,0,..,0)", podemos representar D f (a) como la matriz fila
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f'(a)=(Df(a)ey,...,Df(a)ey)

Para una funcién f : A c R — RP?, f(v) € R? y elegida una base en R” podemos
considerar las componentes de f(v), f(v) = (f1(v), ..., f4(v))! € RP, fi(v) € R,
parai =1,...,p. Las funciones f’: R — R las llamaremos funciones componentes
de f. De forma inmediata, tenemos que f es diferenciable en a si y solo si las
funciones componentes f? son diferenciables en a. La matriz jacobiana es entonces

Df'(a)e; ... Df'(a)eq
f'(a) =
DfP(a)e; ... DfP(a)eq

Consideremos en R? la base candnica e;,i=1,....,d. Y sea una funcién
f: A cR? — R que admita derivadas direccionales. La derivada en la direccién e;
de f en un punto a € R, D,, f(a) € R se llama derivada parcial i-ésima de f en el

punto a y la designamos mediante las notaciones g—){i (a), o bien 9; f (a). Tendremos

flay, ...ai—1, ai+ A, a1, ...aq) — f(ay, ...,aq)
A

8if(a) = lim

Si f es diferenciable en a, tenemos 9; f (a) = D f (a)e;. Y la matriz jacobiana viene
dada por

f'(@)=(d1f(a),....0af (a))

En el caso de funciones f: A C RY — RP, la derivada direccional en un punto
D, f(a) es un elemento de R”, cuyas componentes, una vez elegida una base en
R” son las derivadas direccionales de las funciones componentes D, f'(a) y en
particular tendremos para las derivadas parciales

9 f (a)

of@=| ..
0 fP(a)

y para la matriz jacobiana
afl(a) ... daf'(a)

f'(a) =
O fP(a) ... daf? (a)

Regla de la cadena y matrices jacobianas: Consideremos ahora A ¢ R4 un abierto
f A —RP, f diferenciable en a € A. Sea un abierto U € F que contiene a f(a) y
sea g : U — R® una funcién diferenciable en f(a). Entonces la funcién compuesta
gof: A — S sabemos que es diferenciable en a y que la diferencial en a es
D(go f)(a) = Dg(f(a)) oD f(a). Utilizando matrices jacobianas, la regla de la
cadena se escribird

(8o f) (a)=g'(f(a)).f"(a)



1.5 Cilculo diferencial en RY 33

es decir la matriz jacobiana en a de la funcién compuesta g o f es el producto de la
matriz jacobiana de g en f(a) y de la matriz jacobiana de f en a.

Matriz jacobiana y gradiente de una funcién: Sea f : A ¢ R? — R una funcién
diferenciable. Consideremos la D f (a) que es una aplicacién lineal continua de R¢
en R, es decir un elemento del espacio £(R%;R) el espacio dual de R?. Vamos a ver
que podemos considerar también D f(a) como un vector de R?. En efecto, podemos
identificar el espacio dual £(R?;R) con R? de la siguiente forma: Dado u € R¥ le
asociamos un elemento ¢, € £(R%;R) mediante (teorema

ou(v) =(u,v)Yv e R4

donde (-,-) es el producto escalar en R¢. Es ficil ver que dado u € R, la aplicacién
¢y asf definida es lineal, por lo tanto un elemento del dual. Ademads la aplicacion

RY - L(R%R)

u— @y

es biyectiva y es de hecho una isometria, es decir ||u|| = ||¢, || para todo u € R?. Si
consideramos D f(a) como un vector de R¢ a través de la anterior identificacién lo
llamaremos vector gradiente y lo designamos mediante V f (a). En la base canénica

se escribe
01f(a)
Bdﬂa)

y tendremos la diferentes formas de expresar el valor de D f(a)v:

Vf(a)=

Df(a)v=f'(a).v=(Vf(a),v)

que se lee: D f(a)v es el valor de la diferencial de f en a aplicado al vector v que
esigual a f’(a).v que es el producto de la matriz fila f’(a) por el vector columna v
y que finalmente es igual a (Vf(a),v) que es el producto escalar del vector V f(a)
por el vector v.

Diferenciales de orden superior en R?

Sea un abierto A ¢ R, y f una funcién f : A — R diferenciable dos veces en un
punto a € A. Tenemos D’ f(a) € L(Rd;L(Rd;R)) obien D% f(a) € B(RYxR%;R),
identificando el espacios de aplicaciones lineales £ (Rd : L(RY; R)) con el espacio de
aplicaciones bilineales B8(R¢ x R?;R). Para determinar la aplicacién D? f(a) basta
conocer su imagen al aplicarla a los elementos de una base e;, i = 1, ...,d de R<.
En efecto conocidos los valores de sz(a)(ei,ej) el valor de D?f(a)(u,v), para
cualquier par de vectores u = ) ; u;, v =,; V; €s

D> f(a)(u,v) = Y uv,;D*f(a)(eie;)
i.J
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La matriz
D*f(a)(e1,er) ... D*f(a)(e1,eq)
H(a) =
D*f(a)(ea,e1) ... D*f(a)(ea,eq)
se llama matriz Hessiana de f en el punto a y es la representacién matricial de la
Diferencial segunda de f en a.
El cilculo efectivo de D?f(a)(u,v), se expresa matricialmente como

vi.H(a).u

donde aqui v* es el vector fila formado por las componentes de v en la base elegida
y u es el vector columna formado por las componentes de u en la base elegida.

En el caso de una funcién f : A ¢ R — R” con p componentes el concepto
anterior se aplica a cada una de las funciones componentes de f.

Derivadas parciales de orden superior y calculo practico de la matriz Hessiana

La matriz Hessiana se puede calcular ficilmente con ayuda del concepto de
derivada parcial segunda. Sea f: A ¢ RY — R con derivadas parciales en A. La
funcién

df:RT SR
x — 0;f(x)
Se llama funcién derivada parcial i-ésima de f. Si esta funcién admite sus derivadas

parciales 0;(d;f)(a) en un punto a € A este nimero se llama derivada parcial
segunda de f en el punto a. La notaciones habituales son:

o’ f
(9xj(9xi

0;(0:f)(a) = 83, f (a) = (a)

Teorema 1.13. Para f : A c R — R dos veces diferenciable se tiene

D*f(a)(ei,e;) =05, f(a) = 8], f (a)

Demostracion:

Tenemos
f:AcCRY SR

yparaa € A
Df(a):R?Y >R aplicaciion lineal

De modo que para todo x € A podemos definir
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Df:AcR?— L(RYR)~R?
x — Df(x) € LRY;R) ~RY

Fijamos una base en R? y trabajamos con las correspondiente matrices jacobianas.
Llamemos g = f’. Podemos escribrir identificando R con su dual

g=f":AcR? SR
x—g) =)= (") =0 f(x),....g7(x) = daf (x))

Aplicando a cada componente de g lo realizado en el célculo de f’, tenemos para
cada componente g*

(g)'(a) = (018" (a),...,dag' (@)

de modo que puesto que d;¢’ (a) = 3;(d; f (a)) = 87,

gl (a),...,0a8" (a) Blzlf(a),...,ﬁglf(a)
f"(a)= e | =
g4 (a),...,008% a) 612df(a),...,6§df(a)

Finalmente la propiedad 0}2.1. f(a) = 6i2j f(a) se vera en en el capitulo
Tenemos pues que la matriz Hessiana es simétrica.
[
Andlogamente tendremos para las diferenciales de orden n de una funcién
f:AcR? =R enun punto a, la diferencial D" f(a) es una aplicacién multili-
neal de M(R4xR9 x...(n)...xR?;R) que vendra determinada por los d" valores

D"f(a)(eil,,...,ein), il,...,in = 1,...,d

y se tiene

D" f(a)(ei,,....ei,) =0f _; f(a), i1senin=1,....d

.....

1.6. Extremos relativos y diferenciabilidad

En la seccién haremos uso de la relacién entre el minimo de una funcién y
el valor de su diferencial. Empezamos con el teorema de Weierstrass que nos da
condiciones suficientes para la existencia de un minimo. Nos limitamos aqui a los
resultados que necesitaremos mds adelante.

Teorema 1.14. (de Weierstrass)

Sea K un conjunto compacto de R?, no vacio y f : K — R continua en K.
Entonces el problema:

Hallar x € K tal que

f(®) = inf f(x)
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tiene solucion.

Demostracion:

K compacto y f continua implica que f(K) es compacto en R, por tanto f(K)
estd acotado inferiormente y existe un extremo inferior, es decir, existe un nimero
a > —oo tal que @ = infyex f(x).

Consideremos una sucesiéon minimizante (x,),, es decir, x, € K tal que
f(xn) """ &. Una tal sucesi6n la podemos siempre construir tomando por ejemplo
0<e<l1,x, €K tal que

a< f(x,) <a+e”

(x5)n es una sucesion en el compacto K, por lo tanto existe una subsucesién con-
vergente (x,),. Sea x el limite de (x,,). Gracias a la continuidad de f tendremos
@ =1im, 00 f(xy) = ().
[ ]

Demos una aclaracién acerca de las notaciones. Referido a la base canénica de
R4, D f(X) se escribird f’(X), es decir, la matriz jacobiana de f en el punto %. En
este caso la matriz jacobiana en un matriz fila. Podemos escribir D f(x)(x) con
notacién matricial como f’(X).x (matriz fila por matriz columna). La transpuesta de
esta matriz fila es un vector columna que hemos llamado vector gradiente de f en X y
se escribe V f(¥). Cuando identifiquemos D f(¥) con un vector de R escribiremos
indistintamente D f(¥)x o (Vf(X),x), donde el paréntesis denota el producto escalar
eucideo en R¥.

A continuacién introducimos la nocién de extremo relativo y la relacionaremos
con las nociones de diferencial.

Definicion 1.13. Sea A c R? un conjunto abiertoy f : A —> R. Se dice que f tiene
un minimo relativo en x € A si existe un entorno U de X tal que

VxeU f(X)<f(x)

Andlogamente f tiene un mdximo relativo en x € A si existe un entorno U de X tal
que

VxeU f(x)=f(x)

Teorema 1.15. Condicion necesaria de extremo relativo

Sean A abierto de R?, f: A — R diferenciable en A. Si f tiene un extremo
relativo en x € A (mdximo o minimo) entonces la diferencial de f en X es la aplicacion
nula, es decir, D f (xX) =0, es decir

Df(X)(x)=0 VxeR?

o bien identificando D f (%) con un elemento de R, V f (%) = 0.



1.6 Extremos relativos y diferenciabilidad 37

Demostracion:

s Casod=1:Sea A abiertode R, x€ A, f:ACR—R, f(X) < f(x) VxeU,
entorno de x. Tendremos, por ejemplo
Sl — F(E
F® = lim LEHD 1@ })l SO 50

h—0*
ooy e JE+R) - f(X)
=1 — = - <0
f1&®) hg{)l* h -
de donde f’(x) =0.
= Caso general d > 1

Fijemos & con norma suficientemente pequefia de modo que X +th € U para todo
t €] = 1,+1[. Introducimos ahora la funcién

e:]-1L+1[—R
t — f(X+th)

de modo que ¢ = f o g donde

g:R—>Rd

t—> X+th

Si f tiene un minimo relativo en X, es decir, f(X) < f(Xx+th), entonces
¢(0) < (t) Vre]-1,1[. Resulta ¢ tiene un minimo relativo en 0 y por lo
tanto ¢’(0) =0, es decir, aplicando la regla de la cadena

@' (1) =D f(g(1) o Dg(t) = f'(X+1h).g"(1) = f' (X +1h).h

de modo que
¢'(0)=f(%).h=0

Como la direccién & es cualquiera, tomando sucesivamente en el lugar de &, para
lugar—iésimo

i=1,...,d, h=2e; siendo ¢; = (0,...,0, 1 ,0,...,0)" y A suficiente-
mente pequefio para que ¥ + de; € U resulta f/(x) = 0.

Comentario 1.2. Dada una funcion f : K — R continua en el conjunto compacto
K como en el teorema f tendrd un minimo (absoluto) en K y si sabemos que
este minimo no se alcanza en la frontera de K entonces se alcanzard en un punto
X interior de K, por lo tanto existird un entorno abierto de X, U C K en el que
f(X) < f(x) para todo x € U, por lo tanto X es un minimo relativo en U y si f es
diferenciable se verifica D f (x) = 0.
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1.7. Teorema de la funcion inversa

Supongamos que f : A C R — R es diferenciable con continuidad en un conjunto
abierto A que contiene a a y que f’(a) #0. Si f’(a) > 0 existe un entorno U de
a (intervalo abierto) tal que f”(x) > 0 para todo x € U. Andlogamente si f’(a) <0
existird un entorno U de A tal que f”’(x) < 0 para todo x € U. En cualquier caso f” es
creciente (caso f’ > 0) o decreciente (caso f’ < 0) en U es por tanto biyectiva en U
y existird la funcién inversa f~! definida en un entorno abierto W de f(a). Ademds
se tiene que f~! es diferenciable y

Y _ 1
VYW =550

El objetivo de esta seccion es generalizar este resultado a funciones f : A ¢ R — R4

definidas en un abierto A de R?. En primer lugar necesitaremos un resultado previo.

Lema 1.2. Sea A un abierto de R% y f : A — R¢ diferenciable con continuidad. Si
existe un niimero M tal que |0; f'(x)| < M para todo x € A entonces

I1f ()= fODIIl < eMllx =yl (1.34)
para todo x,y € A y donde la constante ¢ depende de la dimension d en funcion de
la norma elegida. En particular ¢ = d para las normas ||.||1, ||.]l2 ¥ ||| co-
Demostracion:

Utilizaremos la norma ||x|| = ||x]|; = Z;jzl |x;|. Se tiene
. . d . .
ffo-rx)= Z (f’(yl,u.,)’j,xj+1,-..,xd)—fl(Yh-..,Yj—l»xj~-~,xd))
j=1

Aplicando el teorema del valor medio (véase ejercicio[I.8]parte 3) resulta

fi()’l,-uan’xjﬂw~-,xd)_fi()’1,-~w)’j—1’xj~-~»xd)
= (v =x)9; [ (zi))

para algin z;; entre y; y x;. Tomando valores absolutos

|fi(y1,...,yj,xj+1,...,xd) —fi(yl,...,yj_l,xj,...,xd)|
=y =x;[.10; f' (zij)| < Mly; —x;|

de donde
] ) d
£ O =l <M Y Iy —x; = M|y —xl|
j=1
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Finalmente,

d
IFG) = £ =Y 1F )= £ @) < dMlx—yll
i=1

Observacion 1.3. En la anterior demostracion se ha considerado la norma
x|l = l|x|l1 = Z;il |x;|. Para otras normas en R? tenemos andlogo resultado pues
estamos en dimension finita y todas la normas son equivalentes. Por ejemplo si

tomamos la norma ||x||, = (Zil |xi|2) tenemos

i i d g 2\1/? d N2

PO =F Ol <MY lyp=xi <MY lys=xiP) (D 12) 7 =d P Mly-xs
j=1 j=1 j=1

y
d
If )= fl5 = Z If1 ) = 1P < @ MP||y —x]l2
i=1

de donde finalmente
If )= f)ll2 <dMlly-x|2

Para la norma ||x||e = méx;=1,... q |xi| tenemos también

d
S )= I <M Y |y —xjl < Mdlly=xlle
j=1

J

y finalmente

1)~ F@lw= mix ()= F )] < Mdlly=x]e

El siguiente teorema generaliza el resultado en dimension 1 del cambio de variable
a una funcién f : R? — R<. En el enunciado del teorema aparece el concepto de
determinante de una matriz, en particular necesitaremos el determinante de la matriz
jacobiana f”. El concepto de determinante y sus propiedades se estudian con detalle
en la subseccién [3.1.6]del capitulo[3]

Teorema 1.16. Sea A un abierto de R y f : A — R? una funcion diferenciable con
continuidad en el abierto A 'y tal que detf’(a) # 0 en el un punto a € A. Entonces
existe un conjunto abierto V que contiene al punto a y un conjunto abierto W que
contiene al punto f(a) tales que f :V — W tiene una inversa continua f~' : W — V
que es diferenciable y para todo y € W satisface

-1

Yo =) (1.35)
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Demostracion:

Pongamos A = D f(a), como det f’(a) # 0, A es no singular y se tiene

(DA™ o f)(a) =D(A7")(f(a)) o Df(a) ="' oD f(a)=1Id

es decir, (DA7! o £)(a) es la aplicacién idéntica. Si el teorema es cierto paraA~! o f
serd cierto para f, en efecto la inversa de f serd (17" o f)~1 oA~ (véase al respecto
el ejercicio [1.10). Podemos suponer por lo tanto que 4 = D f(a) es la aplicacién
idéntica.

1. Siempre que f(a+h) = f(a) tendremos

I (ath) = f(@ =N _ Ikl _
A1 A1

Por otra parte

i W@t 1) = F(@ - A _

0
h—0 Al

por lo tanto existird un entorno U; de a donde f(x) # f(a) para todo x € U
distinto de a.
2. Puesto que f es diferenciable con continuidad tendremos un entorno U, de a en

el que
detf'(x) #0

para todo x € U,.
3. Y también existird un entorno U3 en el que

. . 1
0;f'(x)-0;f" < —
10,/ (0) =0, (@) < 5
paratodoi,j=1,...d y para todo x € U3 y donde ¢ es la constante en (1.34)
4. Llamemos U al entorno de a, U = U1 NU, NUs y sea g(x) = f(x) —x. Tenemos

en para todo x € U, Dg(a) = Df(a)—1d =0, es decir Dg(a) es la aplicacion
nula de modo que 9;87(a) =0y

; ; ; : ; 1
19;8" (1) =10;8"(x) = 9;8" (@) =10, /" (x) = 9; f (@) < 5
Aplicando el resultado del lema([[.2] parax,y € U

llg(x) =gl =11/ (x) =x = (f(¥) =l < %le—yll

Como

e =yl =1/ ) = fDIN < I1f () —x=(f ) =l < %le—yll

obtenemos
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e = Il < 2]1.f () = F D) (1.36)

para todo x,y € U. Esto nos dice que la aplicacion f|y es inyectiva. Es decir
flu es biyectivade U en f(U).

5. Elconjunto f(U) =V es abierto: Sea y; € V veamos que existe un entorno V; de
y1 tal que V; C V. Por el punto anterior de la demostracién sabemos que existe
un dnico x| € U tal que y; = f(x;). Sea U; un entorno acotado de x| tal que
ﬁl c U yseal'y =9U, la frontera de U;. I'| es un conjunto cerrado y acotado
de R por lo tanto compacto, puesto que f es continua la imagen f(I'}) es un
conjunto compacto. Sea o] = %d(yl,f(l“l)) y sea V) = B(y1,01). Tendremos si
yeV)parax €I’y

201 < lyr=f @ =llyr =yll+1lly = f )l

como ||y -yl <oy

oy Dol =@l o =l
2 2 2 2

resulta
o <|ly=fx)l

Sea ahora la funcion
p:xCA> ) =lly-f@)*eR

¢ es continua y alcanza por lo tanto un minimo en el compacto U;. Como
ademis es

o(xi) = lly-yil?> < o?

() = lly-f)IP? > o

para todo x € I';, por lo tanto el minimo se alcanza en un punto inte-
rior x; € U; y debera ser Dy(x;) =0 (véase comentario . Ahora como
D(y—f)(x2) = =D f(x;) (véase ejercicio para el célculo detallado)

Dg(x2)(x) = =2(y = f(x2), D f(x2)(x)) ¥x € RY

Como D f(x3) # 0, tendrd que ser y = f (x3). Como y era un elemento cualquiera
de V) tendremos y € f(U;) luego V) C f(U;) C V.

6. Hemos visto ya que la funcién f|y : U — V = f(U) tiene inversa f~! : V — U
(punto 4 de la demostracién). La expresion se puede escribir

I/ o) = £ )l < 2y =2l (1.37)

Esto demuestra que f~! es continua. Vamos a ver que la inversa es diferenciable
y que
- - -1
Df ™ (y) = (DF(f (1))
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Sea 1 = D f(x). Queremos demostrar que f~! es diferenciable en y = f(x) y que
su diferencial en y es u~!. Sean y = f(x) e y; = f(x1) llamando ¢ a la expresién

o(x1—=x) = f(x1) = f(x) —p(x; —x) (1.38)
Tenemos

X1 —X
et =l _
w0l

y aplicando p~! a cada lado de la expresién

e —x) = (F(x1) = f(x)) = (x1 —x)

que podemos escribir de la forma

(o=t o= o0 - o) - - y)

Tendremos
o 0D = 0) =i =)l
yi—y ly1 =yl
T T I b i S))]
yi—y lly1=yll
< ot 1 NGO = O
=y Iyt =yl

donde M es la constante que verifica u~'(z) < M||z|| para todo z de R?. Por
tanto basta demostrar

i TG OO =FTODN_
=y lly1 =yl

Finalmente observando

le(f D= O

ly1 =yl
_ le(f )= FLONI L ) = £ )
I~ o=l Iyt = yli

teniendo en cuenta por una parte que, puesto que f‘1 es continua,
yi — y implica f~'(y;) — f~'(y) por lo que el primer factor tiene como
limite O y por otra parte el segundo factor es menor que 2. Resultando

\im le(f ()= O < lim le(f )= ODI _o
yi—y lly1 =yl o=, I o) = W)l

0<
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Ejercicios del Capitulo ]|

1.1. Verificar que la norma /; y la norma [, son efectivamente una norma en R¥.

1.2. Verificar que la norma L' y la norma L™ son efectivamente una norma en
Cla,b]

1.3. Demostrar que la aplicacién T siguiente

T:F— L(R;F)

X = @x

donde ¢, € L(R;F) es la aplicacion que a cada A € R le asocia la aplicacién
¢x : 4 — Ax, es una isometria biyectiva.

1.4. Sea f una aplicacién como en la definicién Seanl:E—>Fyu:E—F
dos aplicaciones lineales continuas verificando

i 1@+ ) = f(@ =) _

0
h—0 1Al
y
o W@t = f(@—pwll _
w0 ]

Demostrar que A =

1.5. Sea f una aplicacién diferenciable en el punto a. Demostrar que f es continua
en a.

1.6. Demostrar (1.9).

1.7. Sean Ey,...E, y F espacios normados y consideremos la funcién

T:E\x---xXE, > F
(Vl’--wvn) - T(Vl,...,Vn)
multilineal continua.
Demostrar que T es diferenciable y se tiene
DT(ay,...,an)(hy,...,h,) =T (hy,a,...,a,)+T(ay, hy,...,a,)
+~~+T(a1,...,an,1,hn)
1.8. Este ejercicio es el teorema del valor medio para funciones f : [a,b] — Ry que

se utiliza en el siguiente ejercicio (T.9)
Demostrar:

1. Sea f una funcién real f : [a,b] c R — R. Si f tiene un méximo relativo en un
punto x €]a,b[ y existe f’(x) entonces f’(x) = 0. Andlogamente si f tiene un
minimo relativo en un punto x €la, b[ y existe f’(x) entonces f’(x) =0.
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2. Si fy g son funciones reales continuas en [a,b] C R, diferenciables en |a, b|,
existe un punto x €|a,b[ en el cual

(f(b) = f(a))g'(x) = (g(b) —g(a)) f(x)

3. Si f es una funcién real continua en [a,b] C R, diferenciable en ]a, b|, existe
un punto x €]a, b[ en el cual

fb)=fla)=(b=a)f'(x)

1.9. Sea v : [a,b] — R, una funcién n veces derivable con continuidad. Demostrar
la siguiente férmula de Taylor:

v(b) =v(a)+v'(a)(b—a)+ %v"(a)(b—a)2+...
1

1
+——— v V(@D b-a)" "'+ =vP(a+0b)(b-a)" 0<6<1
(n=1)! n!

1.10. Sean f : A — R diferenciable y g : f(A) — R?. Tendremos go f : A — R<.
Demostrar que si g o f tiene inversa y g tiene inversa entonces f tiene inversa y

ft=(gof)og

1.11. Sean f: A > R? y g : A — R dada por g(x) = y — f(x) donde y € R? es un
vector fijo. Sea & : R? — R dada por i(x) = (x,x) = ||x||?. Calcular la diferencial
D(hog)(x).



Capitulo 2
Integracién en R¢

En este capitulo recogemos las nociones basicas de célculo integral en R nece-
sarias para entender el resto del libro. La referencia bdsica es [6].

2.1. Definiciones basicas

Vamos a construir la nocién de integral de funciones definidas en un conjunto
Q de R¥. Primeramente consideraremos el caso en el que Q es un d-rectdngulo, es
decir
0=[a",b'1x---x[a?,b%] cRY

Empezamos definiendo una particién en un d-rectangulo.

Definicion 2.1. Una particion [a',b'] x---x [a%,b?] en un d-rectiangulo Q de R¢
es una coleccion P ={Py,...,P4} de particiones P;; i = 1,...d donde cada P; es
una particion del intervalo [a', b'].

Recordemos que una particién de un intervalo cerrado [a,b] es una sucesion
O, tkdondea=1"<t <--- <tk =b.

Ejemplo en R?:

SeaQ =[a',b'] x [a? b?*] cR?ysea Py = {t°,¢!,1?,¢3} una particién de [a',b']
y Py = {s°,s!,5%, 5, s*} una particién de [a?,b?] entonces P = {P;, P>} divide al
rectdngulo Q en 3 x4 = 12 subrectdngulos de la forma

[+ x[s7,7*1] i=0,....2; j=0,....3

En general si P; divide a [a’,b'] en N; subintervalos entonces P = {P,...,P4}
divide a [a',b'] x---x [a?,b%] en N;.N;...Ny subrectdngulos. Utilizaremos la
siguiente definicién de volumen de un d-rectangulo:

Definicién 2.2. Dado un d-rectingulo en R?, Q = [a',b'] x---x [a%,b?] se define
el volumen V(Q) de Q mediante

45
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b? = stf---
U S E—
st |----f----- i -------i -----------
e
al =40 4 £2 pl — 43
Figura 2.1 Particién de un rectdngulo en R?
V(Q)=(b'-a").(b*-a%).....(b" —a?) 2.1

2.1.1. Construccion de la integral de una funciéon acotada

Sea Q c R4 un d-rectangulo y f : O — R una funcién acotada. Sea ahora una
particién de Q. Para cada subrectangulo S de la particién P consideremos los valores

ms(f) =inf{f(x); x € S}

Ms(f) =sup{f(x); x € S}

y sea V(S) el volumen del subrectingulo S. Llamaremos suma inferior L(f,P) de
la funcién f correspondiente a la particién P a

L(f,P)= ) m(HV(S) (2.2)

SepP

y llamaremos suma superior U(f, P) de la funcién f correspondiente a la particion
Pa

U(f.P)= ) M(£IV(S) (2.3)

SeP
Evidentemente tenemos
L(f,P)<U(f,P)

En realidad se cumple una afirmaciéon mds fuerte, en efecto
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Definicion 2.3. Una particion P’ se dice que es mds fina que otra particion P si
todo subrectangulo de P’ estd contenido en un subrectdangulo de P.

Lema 2.1. Sea P’ una particion mds fina que otra particion P, entonces

L(f,P)<L(f,P) (2.4)
U(f,P)<U(f,P) (2.5)

Demostracion:

Haremos la demostracién para las sumas inferiores (desigualdad [2.4). Cada su-
brectangulo S de P se divide en varios subrectangulos S, S», ..., S, de P’ de manera
que

V(S)=V(S1)+V(Sy)+---+V(Sq)

En consecuencia

ms(fIV(S) =msV(S1) +msV(S2)+---+msV(Sq)
<mg, V(81)+ms,V(S2)+---+mg,V(Sq)

sumando para toda S resulta

L(f.P) < L(f.P")

La demostraci6n para las sumas superiores (desigualdad[2.5)) es andloga.

||
Corolario 2.1. Si Py P’ son dos particiomnes cualesquiera entonces
L(f,P")<U(f.P) (2.6)
Demostracion:
Sea P”" una particién mds fina que P y que P’, tendremos
L(f.,P") <L(f.P") <U(f.P") <U(f.P)
||

El conjunto de las sumas inferiores L(f, P) cuando considero todas las posibles
particiones del rectingulo Q estd acotado superiormente. Llamemos sup{L(f,P)}
al extremo superior. El conjunto de las sumas superiores U( f, P) estd acotado infe-
riormente y llamaremos inf{U(f, P)} al extremo inferior. Estamos en condiciones
de dar la siguiente definicién:

Definicion 2.4. Sea Q c R? un d-rectingulo y sea f : Q — R una funcién acotada.
Si
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sup{L(f,P)} =inf{U(f,P)}
se dice que la funcion es integrable segiin Riemann en el rectangulo Q y este valor

se designa mediante
/ f
o

o0 bien con una notacion mdas folklorica
/ f(xl,xz, .. .,xd) de' dx? .. dx?
o

Un criterio de integrabilidad nos lo da el siguiente teorema.

Teorema 2.1. Sea Q c R¢ un d-rectdngulo y sea f : Q — R una funcién acotada.
f es integrable si y solo si para todo € > 0 existe una particion P tal que

U(f,P)-L(f,P)<e¢ 2.7)

Demostracion:

= Supongamos que se verifica (2.7), es decir para todo & > 0 existe una particion P
tal que
U(f.P)<L(f.P)+e

y supongamos por reduccién al absurdo que
sup{L(f,P)} <inf{U(f,P)}
ello implicaria que para toda particién P existe un ¢ > 0 tal que
L(f,P)+6<U(f,P)
tomando & = ¢ tenemos una contradiccién. De modo que
sup{L(f,P)} =inf{U(f.P)}

y la funcién es integrable.
= Reciprocamente supongamos que f es integrable, es decir

sup{L(f.P)} = inf{U(f.P)} =1

dicho de otro modo, para todo € > 0 existe una particién P tal que
I-L(f.P)<3

y existe una particion P’ tal que
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U(f.P)-1<2
2
sumando obtenemos
U(f,P)-L(f,P)<e

Sea ahora una particion P”’ mas fina que P y que P’, tenemos
U(f.P") <U(f.P")

_L(f’PN) < _L(f’P)

finalmente
U(f’PN)_L(f’P”) < U(f’PI)_L(fsP) <&

por lo que hemos obtenido la condicién de integrabilidad (2.7).

Ejemplos

= Ejemplo 1: Integral de una funcién constante.
Sea Q c R? un d-rectangulo y

f:0—-R
x— f(x)=ceR

Tenemos que f es integrable, en efecto para cada particiéon Py cada subrectangulo
S de la particién tendremos ms (f) = Ms(f) = c por lo tanto para toda particion
P

L(f,P)= ), cV(S)=U(f.P)

SeP
en consecuencia f es integrable y la integral de f en Q es

[r=cyvs)1=cvio)
Q SepP

= Ejemplo 2: Este es un contraejemplo, es decir una funcién que no es integrable
seglin Riemann.

f£:10,1]1x[0,1] >R

0 sixesracional
1 six esirracional

X,y = flx,y)= :

f noes integrable en el sentido de Riemann. En efecto, en cualquier subrectangulo
S de cualquier particion P existen puntos (x,y) en los que x es racional y puntos
en los que x es irracional. En consecuencia ms(f) =0y Mg(f) =1y por tanto
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para toda particién P

L(f,P)= ) 0.V(S)=0

SepP

MﬂﬂzZLWSzmex&th

SeP

= Ejemplo 3: Una funcién constante a trozos.

£:10,11x[0,1] > R

x9y_>f(x’y):{ l
5=

2 Integracién en R4

Se deja como ejercicio [2.1]la demostracién de que f es integrable y la integral

vale 1/2.

A continuacién vemos algunas propiedades de la integral.

Propiedad 2.1. Sea Q c R? un d-rectingulo y sea f : Q :— R integrable y sea
g = f excepto en un conjunto finito de puntos. Veamos que g es integrable y que

/szng'

Demostracion:

Tomamos particiones de modo que dejen aislados los puntos de no coincidencia
con subrectdngulos de didmetro € y pasamos al limite cuando £ — 0.

Propiedad 2.2. Sea Q un d-rectingulo de R? y sean f,g:Q —
verifica

a) Para toda particion P del rectangulo Q

L(f,P)+L(g,P) <L(f+g.P)
U(f+8.P)sU(f.P)+U(f.P)

/Q(f+g)=/Qf+/Qg

b) f+g esintegrable y

Demostracion:

R integrables. Se

a) Tenemos para cada particién P en subrectangulos S (véase comentario [2.1)
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inf{f(x); x € S}+inf{g(x); x € S} <inf{(f+g)(x); x € S}
sup{(f +8)(x); x € S} <sup{f(x); x € S}+sup{f(x); x € §}

esto es

ms(f)+ms(g) <ms(f+g)
Ms(f+g) < Ms(f)+Ms(g)

en consecuencia multiplicando por V(S) y sumando para todo S de la particién
P

L(f,P)+L(g.P) < L(f+g.P)
U(f+8.P)<U(f.P)+U(f.P)

b) Como fy g sonintegrables para todo & > 0 existe una particién P; y una particién
P, y tal que

U(f,P1)—L(f,P1) < g
Ug.P)~L(8.P) < 5
y tomando una particién P mds fina que P y P,
U(f.P)=L(f.P) <3
U(s.P)-L(g.P) <3

sumando
U(f,P)+U(g,P)~ (L(f,P)+L(g,P)) <&

teniendo en cuenta la parte (a)
U(f+g.P)-L(f+g.P)<e

por tanto f + g es integrable.
Ahora para todo & > ( existe una particién P tal que

‘/f—LUJU<§
0 2

£
/g—L(g,P)<§
o

/f+/g—(L(f,P)+L(g,P))<8
o Jo

teniendo en cuenta la parte (a)

sumando
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/Qf+/Qg—L(f+g,P><s

Por otra parte también para todo & > 0 existe una particién P tal que

U(f,P>—/Qf<

U(g,P)—/Qg <

M ™

sumando

U(f,P)+U(g,P>—(/Qf+/Qg) <e

teniendo en cuenta la parte (a)

U(f+g,P)—(/Qf+/Qg)<s

juntando resultados

U(f+g,P)—8<(/Qf+/Qg)<e+L(f+g,P)

/Q(f+g)—8<(/Qf+/Qg)<e+/Q(f+g)

finalmente pasando al limite cuando & — 0 obtenemos
[irva=[ s [ s
o Q Qo

Comentario 2.1. Hemos utilizado la siguiente relacion al tomar infimos y supremos
de una suma:

Si ponemos inf f = inf{f(x); x € S}, infg =inf{g(x); x € S} y inf(f+g) =
inf{(f+g)(x); x € S} tenemos para todo x € S

y también

inf f < f(x)
infg < g(x)

por tanto
inf f+infg < f(x)+g(x)=(f+g)(x)

tomando el inf para todo x obtenemos

inf f+infg <inf(f+g)
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Y andlogamente poniendo sup f = sup{f(x); x € S}, supg = sup{g(x); x € S} y
sup(f+g) =sup{(f +g)(x); x € S} obtenemos para todo x € S

(f+8)(x) = f(x) +g(x) < sup f+supg

de donde
sup(f+g) < sup f+supg

Propiedad 2.3. Sea Q un d-rectangulo de R¢ y sean f : Q — R una funcién. Dada
una particion P de Q, f es integrable si 'y solo si para cada subrectangulo S de la
particion la funcion f|s, restriccion de f a S, es integrable y en este caso

L= s

SeP

Demostracion:

Tenemos f =Y ¢cp f|s (donde asumimos que f|s = 0 en los puntos que no perte-
neces a §). Si las restricciones f|s son integrables entonces utilizando la propiedad

anterior 2.2]
L= [ns=3 [ s

SeP SeP

Reciprocamente, si f es integrable en Q, estd claro que f|s es integrable en S
pues para todo & > 0 existe una particién P tal que

U(f.P)-L(f,P)<e
y considerando la restriccion P|g de P a S tendremos
U(fls,Pls)—L(fls.Pls) <&

lo que prueba que f|s es integrable para toda S.
]

Propiedad 2.4. Sea Q un d-rectingulo de R? y sean f,g : Q — R integrables con

f < g, entonces
/ f< / g (2.8)
o o

Demostracion:

Tenemos para cada subrectangulo S de una particiéon P

ms(f) <ms(g) = L(f,P) < L(g.P)
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tomando el supremo para toda particién P obtenemos (2.8)

Propiedad 2.5. Sea Q un d-rectdngulo de R¢ y sea f : Q — R integrable.

a) Demostrar que — f es integrable y

/Q(—f) =—/Qf (2.9)

b) Para todo c € R demostrar que cf es integrable y
/cfzc/f (2.10)
Qo Qo

Demostracion:

a) Tenemos por las propiedades del supremo y del infimo de un conjunto de niimeros
(véase comentario[2.2))

Ms(f) =sup{f(x); x € §} = —inf{-f(x); x € §} = —ms(=f)
ms(f) =inf{f(x); x € §} = —sup{-f(x); x € §} = -Ms(-f)

Por tanto

U(f,P) = ) Ms(HV(S) == > ms(~)V(S) =—L(~f,P)

SepP SeP

L(f,P)= ) ms(f)V(S)== > Ms(-f)V(S) =-U(~£,P)
SeP SeP
de donde
U(f’P)_L(f7P) = _L(_f’P)_(_U(_f’P)) = U(_f7P)_L(_f7P)
por tanto si f es integrable, para todo & > 0 existe una particién P tal que

U(—f,P)—L(—f,P)ZU(f,P)—L(f,P) <e&

y —f es integrable. Ademds para todo & > 0 existe una particién P tal que
U(f,P)-¢e< / f<e+L(f,P)
Q

miltiplicando por —1
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~U(s.Py+e> = [ f>-e=L(/.P) obien
Q

L(—f,P)+s>—/f>—s+U(—f,P) reordenando
o

U(-f,P)—e< —Lf<s+L(—f,P)

de modo que se verifica

b) Por la parte (a) basta probar el caso ¢ > 0. Tenemos si ¢ =0 es inmediato. Si ¢ > 0
Ms(cf)=cMs(f)yms(cf)=cms(f)de modo que para todo & > 0 existe una
particién P tal que U(f,P)—L(f,P) < &/c de modo que

U(cf,P)—L(cf,P)=cU(f,P)—cL(f,P)=c(U(f,P)-L(f,P)) <&

Esto prueba que c f es integrable. Ademds
U(cf,P)—¢e< / cf<L(cf,P)+e
Qo

y también
cU(f,P)—s</cf<cL(f,P)+s
Q

pasando al limite cuando € — 0

c/Qfs/chS(:/Qf

de modo que se verifica (2.10)

Comentario 2.2. Sea A un conjunto de niimeros reales y sea M = sup{x; x € A}
entonces
sup{x; x € A} = —inf{—x; x € A}

En efecto, M = sup{x; x € A} siy solo si paratodo € > 0 existe x € A tal que M —& < x
por otra parte s = inf{—x; x € A} si y solo si para todo & > 0 existe x € A tal que
—x < s+& comparando con —x < —M + & resulta M = —s.

Propiedad 2.6. Sea Q un d-rectingulo de R? y sean f : Q — R integrable. Entonces
la funcién valor absoluto | f| es integrable y

I/QfIS/QIfI @.11)

Demostracion:
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Primero veamos que | f| es integrable. En cada subrectangulo S de una particién
P de Q, paratodo x € S'y para todo y € S tenemos

If = 1f DI <[fx) = F )]

Como (véase el ejercicio[2.2))

sup | f(x)=f(y) = sup Sf(X)—;'ggf(y) =Ms(f)—ms(f)

x€eS,yeS xeS,ye

resulta

sup S(||f(X)I USIE SUISJ|f(X)| —;’réglf(y)l =Ms(|f1) —ms(If1)

xeS,ye

de modo que

Ms(If) =ms(f]) < Ms(f) —ms(f)

ahora bien si f es integrable para todo &£ > 0 existe una particién P tal que
U(f.P)-L(f.P)<e

Y por tanto
U(If1.P) = L(IfI.P) <U(f.P) = L(f.P) <&

por lo que | f| es integrable.
Finalmente utilizando la propiedad [2.4) teniendo en cuenta

f=1fl
—f =1/l

L=/
fr= [

= fin

Propiedad 2.7. Sea Q un d-rectdngulo cerrado de R¢ y sea f : Q — R continua.
Entonces f es integrable.

resulta

en consecuencia

Demostracion:
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Q es un rectdngulo cerrado de R por lo que es un conjunto compacto de modo
que f es uniformemente continua en Q, es decir para todo & > 0 existe ¢ > 0 tal que
si ||x —y|| < 6 entonces

lf)-fl<e

Consideremos ahora una particién P de Q tal que para todo subrectdngulo S de la
particién y para todo x,y € S tengamos ||x — y|| < 8. Tendremos

U(f.P)=L(f,P)= D Ms(HIV(S)= D ms(HV(S)

SepP SepP
= D (Ms(f)=ms(V(S) < D" eV(S) =sV(Q) =&’
SepP SepP

En el ejercicio[2.3]se ilustra la propiedad anterior con un ejemplo.

Sumas de Riemann

La integral de Riemann se puede entender como limite de sumas. En efecto
llamaremos suma de Riemann correspondiente a una funcién f y a una particién P
a la expresion

R(f6.P)= D, FEV(S) (2.12)

SeP; &eS

Sea f integrable en Q y llamemos [ = f 0 f- Tendremos

Consideremos ahora una sucesién (P,,), de particiones tales que V(S,,) — 0 cuando
n — oo para todo S, € P,,. Vamos a ver que

1= lim R(f.&.P)
n—oo
Tendremos que para todo € > 0 existe N tal que si n > N entonces

U(f’Pn)_L(f’Pn) <&

Como
L(f,P,) <I<U(f,Py,)

sumando —L( f, P,)
0<I-L(f,Pn) SU(f,Pn)—L(f,Py) <€

obtenemos
I<L(f,P,)+e¢
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y sumando —U(f, Py)
_‘9<L(f,Pn)_U(f:Pn) < I_U(fsPn) <0

obtenemos
—e+U(f,Py) <1

juntando resultados
—e+U(f,Py) <I<L(f,Pp)+e

de donde
—e+R(f,&,Pn)) ST <R(f.&,P)+e

es decir
|I_R(f’§l7pn))| <&

2.1.2. Funciones integrables

Hemos visto que las funciones continuas en un d-rectdngulo cerrado son inte-
grables en el sentido de Riemann. Sin embargo hay funciones que no son continuas
en todo el rectdngulo y que pueden ser integrables. Basta por ejemplo elegir una
funcién que difiera de una funcién continua en un nimero finito de puntos (véase
la propiedad [2.T) o incluso discontinua en infinitos puntos como en el ejemplo 3.
Veremos a continuacion que una funcion es integrable segtin Riemann si y solo si es
continua en casi todas partes. Empezaremos definiendo con precision este concepto.

Definicion 2.5. Un subconjunto A de R? se dice que tiene medida cero
(d-dimensional) si para todo € > 0 existe un recubrimiento numerable {U1,U,,Us, ...}
de A por rectangulos cerrados tal que

ZV(U[) <e (2.13)
i=1

Observaciones 2.1. -

= Sea B C A. Si A tiene medida cero entonces B tiene medida cero.

= En la definicion pueden sustituirse los rectdngulos cerrados por rectangulos
abiertos.

s Si A es un conjunto numerable, es decir A = {ay,az,as,...} entonces A tiene
medida cero. En efecto, para € > 0 podemos elegir para cada punto a; de A un
subrectdngulo U; que contenga a A; y de volumen V(U;) < £

=. Tendremos
(e8] (o) 8
V(A) < ZV(Ui) < ZE s
i=1 i=1

27
Por ejemplo el conjunto de los niimeros racionales tiene medida nula.
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= Si el recubrimiento de A en la definicion de conjunto de medida cero es finito
diremos que el conjunto A tiene contenido cero.

»  Un conjunto compacto de medida cero tiene contenido cero. Un intervalo cerrado
[a,b] C R no tiene medida cero. Véase el ejercicio2.4)}

Teorema 2.2. Sea A=A1UAU...A;... ycada A; tiene medida cero entonces A
tiene medida cero.
Demostracion:

Para cada A; existe un recubrimiento {U;1, U3, ...} tal que

- &
ZV(U,']') < 5
Jj=1

entonces la coleccién de todos los U; j es un recubrimiento de A que podemos ordenar
siguiendo las diagonales en la matriz
U Upp Ugs ...

Uz Up Uss ...
U31 U32 U33 ce

segl’m la sucesion {Ul = U11,U2 = U21,U3 = U12,U4 = U31,U5 = U22,U6 = U13,...}.

Tendremos ; N -
£ £
ZV(Uk) <Z§ <ZE=8
i=1 i=1 i=1

Oscilacion de una funcion

Sea f : A — R una funcién acotada con A un conjunto cerrado de R?. Seaa € A
y consideremos

M(a, f,0) =sup{f(x); x € A, |lx—all <6}
m(a, f,6) =inf{f(x); x € A, [lx—all <&}
Definimos la oscilacién O( f,a) de f en el punto a mediante

O(f.a) = lim (M(a,f,é) —m(a,f,6)> (2.14)

Propiedad 2.8. Una funcion acotada f es continua ena € A siy solo si O(f,a) =0
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Demostracion:

Una funcién es continua en a € A si para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que si
|lx —a|| < & entonces |f(x) — f(a)| < &, que es los mismo que

f)-fla)<e

fla)-f(x)<e
Tomando el supremo para todo x con |[x —a|l < § y teniendo en cuenta que
sup, (—f(x)) = —inf, (f(x)) resulta
M(a, f,0)- f(a) <e

f(a) —m(a,f,(?) <é&
sumando

M(a, f,6) —m(a, f,0) <2¢

para todo £ > 0 y por tanto O( f,a) = 0.

Reciprocamente si O(f,a) = 0 quiere decir que para todo & > 0 existe § > 0 tal
que M(a, f,6) —m(a, f,0) < & y por tanto para todo x,y tales que ||x—a| <dy
|ly —a|l < ¢ tendremos

f(x)—f(a) < M(a, f,0)- f(a)
y también
fla)-f(y) < f(a) —m(a, f,9)
sumando
fx)—f(y) <M(a, f,06)-m(a,f,o)

del mismo modo intercambiando x e y

f(y)_f(x) SM(amf’é)_m(a’f’a)

por tanto
|f(x)—f()’)| SM(a’f75)_m(aaf’6) <é&

y en particular | f(x) — f(a)| < &.
||

Propiedad 2.9. Sea A c R? un conjunto cerrado. Si f: A — R es una funcion
acotada y € > 0 entonces el conjunto {x € A; O(f,x) = &} es un conjunto cerrado.

Demostracion:
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B5 (33)

Figura 2.2 Disposicién de entornos

Sea B={x € A; O(f,x) = £}. Queremos ver que el complementario B¢ de B es
abierto. Si x € B¢ entonces 0 x ¢ A o bien O(f,x) < &. En el primer caso puesto
que A es cerrado, existe una bola abierta C que contiene a x tal que C c A€ C B€.
En el segundo caso existe un § > 0 tal que M(x, f,8) —m(x, f,8) < &. Hemos de
demostrar que existe una bola de centro x para la que todos sus puntos y verifican
O(f,y) < &. Sea Bs(x) una bola abierta de centro x y radio 6. Sea y € Bs(x). Sea
01 =6 — ||x —y||. Entonces para todo z € B, (y) tenemos que

lz—xll <llz=yll+lly—xl <61 +|ly—x[ =6
por lo tanto z € Bs(x). Puesto que

M(y’fvél) < M(X,f,é)

m(x’faé) Sm(y,f,&l)

tendremos

M(y’f’él)_m(y’f’él) < M(x’f’6)_m(x7f’6) <&

por consiguiente O(f,y) < & y B es abierto.
[ ]
Nuestro siguiente objetivo es demostrar que una funcién es integrable siy solo si es
continua salvo eventualmente en un conjunto de puntos de medida nula. Empezamos
con un lema.



62 2 Integracién en R4

Lema 2.2. Sea Q un d-rectdngulo cerrado y sea f : Q — R una funcion acotada tal
que O(f,x) < & para todo x € Q. Entonces existe una particion P de Q verificando

U(f.P)-L(f.P) <eV(Q)

Demostracion:

Para todo x € Q existe un rectdngulo U, que contiene a x en su interior y tal que

My, (f)-my,(f) <&

El conjunto de los Uy recubre Q y como Q es compacto existe un recubrimiento
finito {Uy,,Ux,,...,Ux, } que recubre Q. Podemos considerar ahora una particién P
de Q tal que cada subrectdngulo de P esté contenido en algtin Uy,. Entonces para
esta particion

U(f,P) = L(f.P) = D" (Ms(f)=ms(f))V(S)

SeP

< Z eV(S)=¢eV(Q)

SeP
||

Teorema 2.3. Sea Q ¢ R% un d-rectdngulo cerrado y f : Q — R una funcién
acotada. Sea
B ={x € Q; fnoescontinuaen x}

Entonces f es integrable siy solo si B es un conjunto de medida nula.

Demostracion:

Supongamos que B tiene medida nula. Sea € > 0 y consideramos el conjunto
B:.={x€Q; O(f,x) =&}

Entonces B, € B de modo que B, tiene medida nula. Puesto que B, es compacto
(cerrado y acotado en R¢) tiene contenido cero. De modo que existe un conjunto
finito {U;,U>,...,U,} de rectangulos cerrados cuyos interiores recubren B tales
que X7, V(U;) < €. Sea una particién P de Q tal que cada subrectidngulo S de P
pertenece a uno de los dos grupos siguientes

1. 81 que consiste en los subrectdngulos S tales que S C U; para algin i.
2. S, que consiste en los subrectangulos S tales que SN B, = 0.

En la figura[2.3]1a particién P aparace indicada con lineas punteadas y B es la linea
curvada de trazo grueso. Como f es acotada | f(x)| < M para x € Q. Entonces
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B
el
______ ;___/__l______i.______l

b —
F------

Figura 2.3 Particion Py B,

Ms(f)—ms(f) <2M

y por tanto

D, (Ms(f)=ms(N)V(S) <2M 3 V(Uy) < 2Me

SeS; i=1

63

Por otra parte, si § € S, tendremos O(f,x) < & parax € S. El lema[2.2nos dice que

existe una particién P’ mds fina que P tal que

D (Ms (f)=mg)V(S') < &V(S)

S’cS

y esto es cierto para toda S € S,. De modo que finalmente

Uf,P)=L(f,P)= Y (Ms(f)=ms(f)V(S)

S’'cSes
+ Z (Ms: (f) =ms: (f))V(S)
S'cSeS;
<2Me+ )" &V(S) <2Mz+8V(Q)
SeS,

y por tanto f es integrable.
Reciprocamente supongamos que f es integrable. Puesto que
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B=BiUB,UB, U...
2 3

bastard demostrar que B tiene medida cero. Demostraremos que en realidad tiene
n

contenido cero.
Sea £ > 0 y P una particion de Q tal que U(f,P)—L(f,P) < £. Sea S la
coleccién de subrectdngulos S de P que cortan a Bi. Pero si S € S entonces

Ms(f)—ms(f) = % De modo que

% DIVS) < ) (Ms(f)—ms(H))V(S)

SeS SeS
< X (Ms(£)=ms(N)V(S) =U(f.P)=L(f.P) <~
SepP

de donde ) g5 V(S) < ey por tanto hemos demostrado que cualquiera que sea € > 0

existe un nimero finito de rectangulos S que recubren B tales que Y gV (S) <&
por tanto B tiene contenido cero. "

" [

Un corolario inmediato es la siguiente propiedad del producto de dos funciones:

Propiedad 2.10. Sea f y g dos funciones integrables en un rectingulo Q c RY.
Entonces f.g es integrable.

Demostracion:

Gracias al teorema anterior 2.3

= fesintegrable siy solosi A={x € Q; f noes continua en x} tiene medida nula.
= g esintegrable siy solo si B={x € Q; g no es continua en x} tiene medida nula.

Por tanto el conjunto C = {x € Q; f.g no es continua en x} tiene medida nula pues
C c AUB de modo que f.g es integrable.
[

Integracion en conjuntos que no son rectangulos

Vamos a considerar en este apartado la integracién en conjunto mds generales
que los rectdngulos. Empezamos definiendo la funcidn caracteristica de un conjunto.
Sea C c R¥, la funcién caracteristica de C, Xc: R4 — R, se define mediante

Osix¢gC
1sixeC

xc(x) ={

Si C c Q para algin rectangulo cerrado Q y f : Q@ — R es acotada, definimos



2.1 Definiciones bésicas 65

\

Figura 2.4 Conjunto General

/Cf=/Qf-Xc

suponiendo que f y yc sean integrables lo que ocurrird si f y y¢ son integrables.

Teorema 2.4. La funcion yc : Q — R es integrable si y solo si la frontera de C
tiene medida cero.

Demostracion:

Una funcién es integrable si y solo si el conjunto de puntos donde no es continua
tiene medida cero. Por tanto la funcién caracteristica yc de un conjunto C es
integrable si el conjunto de puntos donde no es continua tiene medida cero. Veamos
que el conjunto de puntos donde yc no es continua es precisamente la frontera de
C. En efecto, si x € C (interior de C) tendremos y¢(x) = 1 y existe un entorno de x
contenido en C tal que yc(y) = 1 para todo punto y de este entorno, por tanto yc es
continua en C.

Si x € Ext(C) (exterior de C) yc(x) =0y existe un de x contenido en Ext(C)
tal que yc(y) =0 para todo punto y de este entorno, por tanto yc es continua en
Ext(C).

Finalmente si x € dC (frontera de C) en todo entorno de x existen puntos de C'y
del complementario C¢ lo que implica que y¢ es discontinua en x.

[ ]
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Comentario 2.3. Como la frontera de un conjunto es siempre un conjunto cerrado,
si el conjunto es acotado, en R? la frontera serd un conjunto compacto. Por tanto si
la frontera es de medida cero serd también de contenido cero.

Definicion 2.6. Un conjunto C ¢ R¢ acotado cuya frontera tiene medida nula
se denomina medible Jordan. La integral fc 1 se denomina contenido o volumen
d-dimensional de C.

Enlos ejercicios[2.3] [2.6] [2.7]se trabaja con los anteriores conceptos y propiedades.

2.2. Teorema de Fubini

El teorema de Fubini es una herramienta fundamental en el célculo de integrales
pues permite reducir el célculo de integrales de funciones de varias variables a una
secuencia de integrales de una sola variable. Primeramente vamos a ilustrar este
teorema con una funcién de dos variables reales. Consideraremos la integral de una
funcién f : [a,b] X [¢,d] — R como la de la figura 2.5]

Figura 2.5 Tlustracion del Teorema de Fubini

Sea tg,...,t, una particion de [a, b]. Se divide el rectingulo [a,b] X [¢,d] en n
bandas mediante los segmentos #; X [c,d].
Para cada x definimos la funcién g,

gx:[c.d] >R
y— f(x,y)

El drea por debajo del gréfico de f y por encima de x X [¢,d] es

/cdgx(y)dy=/cdf(x,y)dy
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El volumen de la regién por debajo de la graficade f'y porencimade [#;-1,¢;] X [c,d]
es aproximadamente

d
(ti=ti1) / Fry)dy

y esto para cada x € [t;_1,t;]. Asi que podemos decir que

n
=)/ /
»/['a,b]x[c,d] ; [ti-1,ti]1X[c,d]

n d
(ti—tic1) (x,y)d
;t tﬂ[fxyy

Estas dltimas sumas aparecen en la definicion de

L[ remas)as

d
h(x) = / gx(»)dy

es aproximadamente

Abhora si definimos

es de esperar que

/[u,b]x[c,d]fz/ubh:/ab(/Cdf(x’y)dy)dx

Esto serd asi si f es continua. En el caso general se presentan dificultades. Por
ejemplo si f es discontinua en xo X [¢,d], f es integrable en [a,b] X [c,d] pero
h(xg) = fc 4 f(x0,y) dy puede no estar definida.

Pasamos ahora a enunciar y demostrar el teorema de Fubini en el caso general.
Dada f : Q — R donde Q es un d-rectdngulo y f es acotada. Tanto si f es integrable
como si no lo es, el extremo superior de todas las sumas inferiores y el extremo
inferior de todas la sumas superiores siempre existe y los llamaremos integral inferior
e integral superior respectivamente. Utilizaremos la notacién:

L f 0 f integral inferior de f

U /Q S integral superior de f

Teorema 2.5. Sea A CR" y B C R® un r-rectangulo y un s-rectangulo cerrados y
sea [ : AX B — R una funcion integrable.
Para cada x € A definimos g mediante

gx:B—R
y— fxy)

Y sea
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L) = L/ng - L/Bf(x,y)dy

wx):U/ng:U/Bﬂx,y)dy

entonces Ly U son integrables en Ay

AxBf:LL:A(LLf(X,Y)dy)dx
o= fu= [ v [ reva)n

(2.15)

(2.16)

Comentario 2.4. Si todas las funciones g son integrables entonces L(x) = U (x)

y pondremos

/Ang:/A(/Bf(x,y)dy)dx

Demostracion:

(2.17)

Sea P 4 una particién de A y Pp una particién de B. Unidas originan una particién
P de A X B en la cual cada subrectdngulo es de la forma S =S4 X Sp donde S4 es un

subrectangulo de P4 y Sp es un subrectdngulo de Pp. Tendremos

L(f,P) =) ms(fIV(S)= Do My (fIV(SaxSp)

SeP SA€EPA,SBEPB

- Z ( Z mSAXSB(f)V(SB))V(SA)

SAEPA SBEPB

Ahora bien para todo x € S4 tenemos

D msaxss (HV(Se) < D ms, (2IV(Sp) < L(x)

SBEPB SB€PB

En consecuencia tomando el valor inferior para todo x € S

D Msaxsy (NIV(Sp) < ms, (L)

SpePp

sumando para todo S 4 y multiplicando por V(S 4)

DD Meuss(HV(SBIV(SA) £ Y ms, (L)V(Sa)

Sa€ePASpePp SA€Pp

de donde obtenemos
L(f,P) < L(L,Pa)
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andlogamente obtenemos
U(U,PA) <U(f,P)

reuniendo los resultados
L(f,P) < L(L,Ps) SU(L,Pa) <U(U,PA) <U(f,P)

Abhora bien puesto que f es integrable
sup{L(f,P}=inf{U(f,P} = f
AxXB

de modo que al tomar el supremo sobre todas la sumas inferiores y el inferior sobre
las sumas superiores

J=sup{L(f,P)} =sup{L(L,Pa)} =inf{U(L,Pa)}

AXB

=inf{U(U,P4)} =inf{U(f,P} = f
AXB

en otras palabras £ es integrable y

Jua =2

Para U andlogamente tenemos las desigualdades

L(f,P) < L(L,Pa) < L(U,P2) <U(U,P4) <U(f,P)

AXB A
COmental‘lO 2.5. Sl L - q/{ escr lbl"los

AxBf:A(Lf(x’y)dy)dx

Andlogamente intercambiando x e y

-/AxBf:/B(‘/Af(x’Y)dx)dy

Comentario 2.6. Si Q = [ay,b] X [az,b2] X+ X [an,by] y f: QO — R se pue-
de aplicar reiteradamente el teorema de Fubini si cada una de las integrales
“parciales” existen (por ejemplo si f es continua) y tenemos

/szfanb"(...(/alhlf(xl,...x")dxl)dx2...)dx"

de donde
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Comentario 2.7. Si D no es un rectdngulo pero D C Q siendo Q un rectangulo
podemos aplicar el teorema de Fubini de la siguiente forma

/Df=/Qf-Xc

Por ejemplo sea D = [-1,1] x [-1,1] = {(x,y); l[(x.y)Il < 1}

Figura 2.6 Un dominio no rectangular

/Df: /11 (/llf(x,y).)(u(x,y)dy) dx

1 si y>Vli-x2oy<-VI-x2

Xp(x,y) = {0 en otro caso

Ahora bien

por lo tanto

1 —Vi-x2 1
[ P )y dy = / S / [ sy

En los ejercicios 2.8] 2.9 .10} 2.11] 2.12} 2-13] [2.14] .13 se ilustra la aplicacién
del teorema de Fubini con distintos ejemplos.

Con la ayuda del teorema de Fubini podemos demostrar la igualdad de las deri-
vadas cruzadas.

Propiedad 2.11. Sea f : R?> — R tenemos

o’ f 3 o> f
Axdy  Oydx

(2.18)

si estas funciones son continuas.
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Demostracion:

Supongamos que en un punto xg

(62f _0f
0xdy 0yox

)(xo) >0

Por ser estas derivadas continuas existird un rectingulo de centro xo,
QO =[a,b] x[c,d] enel que

(62f _0f
0xdy 0yox

)(x) >0 VxeQ (2.19)

Tendremos entonces

o’f  0*f
,/Q(ﬁxay_ayé)x)dXdy>O
Sin embargo por una parte

d b aZf _ d b o af
[ '/a‘ (’)xﬁdedy_/cl ('/a a(a—y)dx)dy
i af
- [ Gen-Fama
:f(b,d)—f(b,C)—f(ll,d)+f((l,C)

y por otra parte

d b a2f B b d o af
/C L ayaxdxdy—L (/C a(a)dy)dx
b
:/ (g—f(x,d)—%(x,c))dx
:f(b’d)_f(a»d)_f(b’c)-l-f(a»c)

La diferencia entre las dos integrales es cero lo que contradice (2.19)

2.3. Cambio de variables

Buscamos una extensién en R4 de la férmula vélida en R:

g(b) b
/ f= / (fog).g
g(a) a
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donde g : [a,b] — R define un cambio de variable siendof : [g(a),g(b)] — R una
funcién continua.
En R4 la férmula del cambio de variables es

/g e /D (fog)ldetg’

donde g : D — R? y g’ es la matriz jacobiana de g, es decir

dg' og! 98"

ax! axr ' oxd

’ . . .
8 = . : :
9g? 9g?  og?

oxl oxz ' oxd

Para los lectores que no estdn familiarizados con la nocién de determinante de una
matriz y sus propiedades véase la subseccion [3.1.6]del capitulo 3]
La demostracién en el caso d = 1 es sencilla: Sea F una primitiva de f, entonces

(Fog)' =(F'og).g"=(fog).&
de modo que

g(b)
/ = Flg() = F(s(@)
g(a

b
/ (fog).g'=(Fog)(b)—(Fog)(a)=F(g(b))—F(g(a))

Comentario 2.8. Si g es biyectiva, entonces la formula anterior se puede expresar
como
[ r=[ (rone]
g([a,b]) [a,b]

Demostracion:

En efecto, distingamos los casos g creciente y g decreciente. Por ejemplo sea
g:la,b] >Ry g’ <0tendremos si a < b = g(b) < g(a) entonces

/g:b)fZ_/gj:)a)f:‘/ba(f"glg'=/ab(f°g)-|g’| =/[a’b](fog)-|g'|

Teorema 2.6. Del cambio de variable bajo el signo integral

Sea g : E — R con E abierto tal que existe g~' y tanto g como g~ son de clase
C'! de modo que g es biyectiva y bicontinua y det g’ (x) # 0 para todo x € E. Sea A
un conjunto medible Jordan tal que ACECR?. Si f 1 g(A) — R es una funcion
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integrable en g(A) entonces
[ r=[(ropaes) (220)
g(A) A

Demostracion:

Figura 2.7 Ilustracion del cambio de variable

La demostracién se realiza en varias etapas. Admitimos que si A es medible Jordan
g(A) es también medible Jordan (véase el ejercicio para una demostracion).
Supondremos para simplificar la demostracién evitando complicaciones técnicas
que g(E) =R4 o bien g(E) es un conjunto tal que contiene un d-rectangulo Q tal
que g(A) c Q c g(E). Si g(E) = R4 siempre existe un tal rectdngulo pues g(A) es
acotado por ser medible Jordan. Véase el ejercicio para el caso mds general.
Como suponemos que g esté definida en E que contiene a A consideraremos que A
es cerrado y por lo tanto compacto pues es acotado al ser medible Jordan.

= Etapa 1: Si el teorema es cierto para f = 1 es cierto para f integrable cualquiera.
En efecto, primero observemos que si es cierto para f =1 es cierto para to-
da funcién f constante. Sea Q un d-rectangulo tal que g(A) C Q. Extendemos
la funcién f mediante O fuera de g(A) de modo que si x € g7'(Q)\A resul-
ta (fog)(x) = f(g(x)) =0 pues g(x) ¢ g(A). Ademds obviamente tendremos
Jo = Jya I
Consideremos P una particién de Q; para cada subrectangulo S € P llamemos
fs(x) =mgs(f) paratodo x € S (de modo que fs es una funcién constante en S).
Tendremos

1P = Y mshvs) =Y [ s -2 [ Usewlders’

SeP SeP

s/ (fog)ldetg|
g ()

de modo que
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Figura 2.8 Ilustracion del cambio de variable: Etapa 1

L=/, e

analogamente demostramos utilizando las sumas superiores >, gcp Ms(f)V(S)

Loz [, ceaes

Deducimos

/g(A)f:/Qf:/g*(Q)(fog)ld”g/'Z/A(ng)ldetg’l

» Etapa2: Si el teorema es cierto para g : A — R? y para h: B — R4 donde

g(A) C B, entonces es cierto para hog : A — R?. En efecto,

f f=/ f=/ (f o h)ldet ]
(hog) (A) h(g(A)) g(A)

=/A((foh)og)(ldeth’lOg)ldetg’l=/Af°(h°g)ldet(h°g)’|
donde hemos tenido en cuenta

(hog) (x) =h'(g(x)).8"(x)
= |det(hog)'(x)| = |det ' (g(x)|.|det g’ (x)| = (|det h'| 0 g) (x).|det g’ (x)]

» Etapa 3: Sea T : R — R? una aplicacién lineal con det T # 0 entonces si R es un

rectangulo
/ 1=/|detT|
T (R) R

es decir el volumen V (T(R)) de T(R) verifica

V(T(R)) = |detT|V(R)
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En efecto, toda aplicacién lineal T se puede descomponer como composicion de
aplicaciones lineales elementales de la forma (véase ejercicio [2.18))

a) T(xl,xz,...,xd) = (/bcl,xz,...,xd)
b) T(x],xz,...,xfi) = (x? +x2,x3,...,xd) _ .
o) T(xLx2, ... x,...x/,... x¥) = (xl,xz,...,xf,...,x’,...,xd)

Sea R = [a',b'] x [a%,b*] x--- x [a?, b?]. Tendremos

e ParaT comoen (a) |detT|= ||y
T(R) = [Aa',Ab"] x [a*,b*] x -+ x [a?, b?]
de modo que
V(T(R)) = |2|(b" —a").(b* - a?)....(b" —a?) = |A|V(R)
e ParaT como en (b) tenemos |detT| = 1. Si
R= {(xl,...,xd); a' <x'<b',. et <x?< bd}
T(R) es
T(R) ={(x",....xY); a' +x* <x' <b'+x2,...,a? <x? < b?}

de donde

bd bd—l bZ bl+x2
V(T(R) = 1=/ / / / ldx' dx? ... dx¢
T (R) ad  Jad-! a? Jal+x?
bd bd—l h2 b]
=/ / / / ldx' dx* ... dx?
ad aqd-1 a? al

=V(R) =|detT|.V(R)

e ParaT como en (c) el cambio de variable equivale a un cambio de orden en la
integracion al aplicar el teorema de Fubini.

* Finalmente para T = T5 0 Ts_1 o--- o T; una composiciéon de aplicaciones ele-
mentales lineales del tipo (a), (b) o (c¢) tendremos

V(T(R)):/ 1=/ 1
T(R) Ty (Ty-10--oT1) (R)

= |det Ty| 1=|det7}|.|det7}_1|...|detT1|/1
(Ts-10---0T1) (R) R

= |detT|V(R)

» Etapa 4: Sea T : R? — R una aplicacién lineal con detT # 0y A es un conjunto
medible Jordan entonces
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/ 1=/|detT|
T (A) A

En efecto, ya hemos visto que la propiedad es cierta para conjuntos que son
rectangulos. Sea ahora un rectdngulo R que contiene al conjunto A. Para todo
£ > ( existe una particién P tal que

U(xa,P)—L(xa,P) <&

(En efecto, si A es medible Jordan , y 4 es integrable en el rectdngulo R y por
tanto existe tal particion)
Si llamamos

Ei={SeP;SNA#0} y E,={SeP;ScA}

se tiene que E; y E, son medibles pues es unién finita de conjuntos medibles.
Puesto que E, C A C E; tendremos

V(E,) <V(A) <V(E)) (2.21)
también
Ulxa,P)= Y Ms(xa)V(S)= D V(S)=V(E)
& sep’Shas
y

Lxa.P)= Y ms(xa)V(S)= Y. V($)=V(E2)

SeP SeP;ScA

Por otra parte

T(ED =] 79

S€eE,;

por tanto

V(T(E)) = ). V(T(S))= ). |detT|V(S) = |det T|V(E1)
S€eE, S€eE;
y también

T(Ex)=| ] 7(9)

SeE,
de modo que

V(T(Ex)) = Y V(T(8)) = ) |detT|V(S) = |det T|V(Ex)

SeE, SeE;

Como E, c A C E; tenemos T(E;) c T(A) c T(E;) por lo tanto
V(T(E»)) <V(T(A)) c V(T(Ey)) y sustituyendo los valores obtenidos de T'(E1)
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y T(E2)
|detT|V(E;) < V(T(A)) < |detT|V(E)) (2.22)

multiplicando por |det T| la desigualdad
|detT\V(E,) < |detT|V(A) < |detT|V(Ey) (2.23)

De las desigualdades (Z.22) y (2.23) se obtiene cambiando de signo (2.23) y
sumando con (2.22)

|det T|(V(E2) = V(E1)) < V(T(A)) - |det T|V(A) < |det T|(V(Ey) - V(E2)
es decir

[V(T(A)) - |detT|V(A)| < |detT|(V(E)) - V(E>))
= |detT|(U(xa,P)—L(xa,P)) <|detT|e

como esto es cierto para todo € > 0 tenemos
V(T(A)) = |det T|V(A)

= Etapa 5: Observemos primero que segtn lo visto en la etapa 2 de esta demostra-
cién, dado un punto a € A podemos suponer que g’(a) es la matriz identidad /d.
En efecto, si T es la aplicacion lineal T = Dg(a) entonces (T~ ' og)'(a)=1d y
puesto que el teorema es cierto para T, si es cierto para T~! o g serd cierto para
ToT 'o g=g.
Demostraremos que existe un entorno U de a € A y un d-rectangulo Q, C U (que
podemos suponer de centro @) en el que se verifica (2.20). La demostracion se
realiza utilizando el principio de induccién sobre d. Ya hemos visto que el teore-
ma es cierto para d = 1. Supongamos entonces que también es cierto para (d — 1).
Sea a € A un punto donde g’(a) = Id. Definimos h: A — R? por h(x) =
(g'(x),...,g97"(x),x4). Tendremos 1’ (a) = ((g")'(a), .. ., (gd‘l)’(a),xt’i)t =1d.
Por lo tanto en un entorno U’ C A de a la funcién h es biyectiva y det h’(x) # 0.
Podemos definir k : h(U’) — R? mediante k(x) = (x1,...,xq-1,8%(h7(x)))".
Con esto hemos puesto g como la composicion de dos aplicaciones g =koh
cada una de las cuales cambia menos de d coordenadas. Ya hemos indicado que
h'(a) = Id, veamos que también k’(h(a)) = Id, en efecto

(g oh™) (h(a)) = (g%) (a).(h") (h(a)) = (g%) (a).(h' (a))™"
= (g% (a) = (0,0,...,0,1)

donde hemos aplicado (I.35). De modo que
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10...0
, , 01...0

k' (h(@)) = (), xg 0, (@00 k™)) (@) =| .. |=1d
00...1

En consecuencia en un entorno abierto V con h(a) € V C h(U’) la funcién k
es biyectiva y detk’(x) # 0. Poniendo U = k~'(V) se tiene g = k o h, donde
h:U—-RYy k:V=hU)— R Probaremos el resultado para A, siendo la
demostracion para k andloga (véase ejercicio[2.19) . Aplicando el resultado de la
etapa 2 tendremos el resultado.

Sea ahora un d-rectingulo Q, C U de la forma R X [ag,b4] donde R es un
(d = 1)-rectangulo. En virtud del teorema de Fubini

/ 12/ (/ ldxl...dxd_l)dxd
h(Qa) laa,ba] v h(RX[xa])

Sea h,, : R4 — R~ definida por

By (X1 Xa1) = (€' (1o Xa)s g4 (31, xa))

cada hy, es evidentemente biyectiva y tenemos teniendo en cuenta que x4 €s un
valor fijo

9! dg!

Ox; """ Oxa-1

ot agt

det(hy,) (x1,....xq1) =] Ot
agdfl‘ ' agdfl'

Ox1 77 Oxgq-1

por otra parte

98! og' g

Ox| " Oxg-q dx,
a2 og” gl
ox) "7 O0xq-1  Oxa

det(h)' (x1,...,xq) = :

(9gd—l agd—l. agd—l'

ox; ' Oxg-1  Oxg
0 0 0 1

por lo tanto
| det(hy,) (x1,....xq-1) |=| det(h) (x1,...,xq) |#0

Ademas

/ 1dx1...dxd_1=/ 1dx1...dxd_1
h(RX[xa]) ha(R)

Aplicando el teorema en el caso d — 1 da
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/ 1=/ (/ ldxl...dxd,l)dxd
h(Qa) [aa,bal *Jh a(R)
Z/ (/ lldet(hxd)'(xl,...,xd_1)|dx1 ...dxd_l)dxd
[aa,ba]l *YR

=/ (/lldeth'(xl,...,xdﬂdx] ...dxd,l)dxd
laa.ba] *JR

=/ |det 1|

g=koh

o

h
g*(a1,y) 9" (b1,y)

Figura 2.9 Teorema del cambio de variable

= Etapa 6:
Sea a € A, seglin hemos visto en la etapa 5 existe un d-rectangulo Q, en el que
se ha demostrado que se verifica

/ 1=/ |det g’|
8(Qa) a

El conjunto de los Q,, para todo a € A recubren A. Como A es compacto existird
un ndmero finito Q;; i = 1,..., p de estos rectdngulos recubriendo A, de modo
que a € AC Uiy, Qi Sea 6 = d(A,E°). Siempre podemos elegir los d-
rectdngulos Q, y por tanto los Q; que tengan didmetro menor que 6/2. De
esta manera Q; C E paratodoi=1,...,p. Sea ahora un d-rectdngulo R tal que
Ui=1,....p @i € Ry prolongamos las caras de los d-rectdngulos Q;, i=1,...,p de
modo que formamos una particién P de R (véase la figura2.10). Si f: g(A) - R
es integrable en g(A) extendemos mediante cero esta funcién fuera de g(A).
Tendremos aplicando el resultado de la etapa 1 que el resultado serd cierto para
cualquier funcién integrable en g(Q;). En particular el resultado es valido para
la funcion yg(s) f de modo que se verifica

/ f=/ Xg(S)f=/ (Xg(s)fog)ldetg’]
g(S) 8(Qi) Qi

igualdad que podemos escribir para S € Q; como
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Figura 2.10 Construccion de la particion P de R

Figura 2.11 teorema del cambio de variable. Etapa 6

/g e /S (f og)ldetg’

Llamemos F = {S € P; SN A # 0}. Los subrectangulos S no se solapan, es decir,
si §1 y S» son subrectdngulos los interiores respectivos verfican S N §2 = (. Por
la propia construccién de la particion P tendremos ademas | Jgep (SNA) =AYy
también g(SNA) =g(S)Ng(A) ya que g es biyectiva. Hemos considerado que
los subrectangulos S son cerrados. De modo que

g =g([ Jsna)=Jasna) =[] ne@)=({es)nea)

SeF SeF SeF SeF
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Para el conjunto de los subrectdngulos S de la particiéon P tendremos teniendo en
cuenta que f =0 en el exterior de g(A)

/g<A> /= /(uwgm)ng(m /= /uwgm /= Sg‘; /g<s> /
=3 [eplderst= [ (roglders

SeF

En los ejercicios 2.20} 2.21] 2.22] 2.23] y [2.24] se ilustra la aplicacién del teorema

del cambio de variable.

Ejercicios del Capitulo 2]

2.1.

£:10,1]1%[0,1] > R

x,y—>f(x,y)={1 %_

Demostrar que f es integrable y

2.2. Demostrar que

sup{[f(x) = f(V)]; x €S,y € S} =sup{f(x); x € S} —Inf{f(y); y € S}
2.3. Sea

£:0=[0,1]x[0,1] =R
X,y = f(x,y) =x7y

Calcular fQ f aplicando la construccién de la subsecc10nm
24. -

a) Sea [a,b] C R un intervalo cerrado de R. Demostrar que no tiene contenido cero.

b) Sea A c R? un conjunto compacto y de medida cero demostrar que tiene contenido
cero.

¢) Concluir que [a,b] C R no tiene medida cero.

2.5. Sea Q un d-rectingulo y f : Q — R una funcién no negativa tal que fQ f=0.
Probar que el conjunto B = {x € Q; f(x) # 0} tiene medida cero.
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2.6. Sea Q un d-rectdngulo. Dar un ejemplo de conjunto acotado C ¢ Q c R de
medida cero y tal que / pXcC 1o exista.

2.7. a) Sea f : [a,b] — R una funcién creciente, es decir
J(x) = f(y) six>y

Six; <xp <...<x, € [a,b] probar que
D 0(f.x:) < f(b) - f(a)
i=1

b) Sea f : [a,b] — R una funcién creciente. Probar que {x; f discontinuaen x}
tiene medida nula.
¢) Concluir que si f : [a,b] — R es creciente es integrable en [a,b] C R.

2.8. Calcular fD f para
D={(x,y) eR* 0<x<1,0<y<x?}

flry) =2
2.9. Calcular fD f para

D={(x,y)eR* 0<x<1,x<y<1}

fony) =e

2.10. Calcular /D f para
D={(x,y) eR* 1<x<2,0<y< zl}
X

f(x,y) = cos(xy)
2.11. Calcular /D f para

D={(x,y) €R* |x| < 1,|y| <1}

[ y) =lx+yl

2.12. Calcular fD f para
D =[-2,2]x[-1,1]

f(x,y) =max{x,y}

2.13. Calcular fD f para
D=[-2,2]x[-1,1]

J(x,y) = [mix{x,y}|
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2.14. Sea f : [a,b] X [a,b] — R probar

/ab/ayﬂx,y)dxdy:/ab/xbf(x,wdydx

2.15. Sea D la regién acotada por los planos x =0, y =0, z =2 y la superficie
z=x24y%,x>0,y>0
Calcular fD xdxdydz

2.16. -

a) Probar que si A ¢ R es medible Jordan de medidanulay F : A — R una funcién
Lipschitziana, es decir existe una constante L tal que si x e y son puntos de A se
tiene que

I1F(x) =F()Il < L{lx = yl|

entonces F(A) es medible Jordan de medida nula.

b) Sea F : U — R< con U un abierto de R? de clase C! en U. Sea A ¢ R? medible
Jordan de medida nula y tal que A ¢ U. Entonces F(A) es medible Jordan de
medida nula.

¢) Sea F : U — R? con U un abierto de R4 de clase C! en U y con inversa de clase
C'en A. Sea A c R¢ medible Jordan y tal que A C U. Entonces F(A) es medible
Jordan y ademds d(F (A)) Cc F(0A).

2.17. Demostrar el resultado de la etapa 1 en la demostracién del teorema [2.6|
en el caso mds general en el que no podamos elegir un d-rectangulo Q tal que

g(A) cQ cg(E)

2.18. Probar que toda aplicacién lineal 7 : R — R¢ se puede descomponer como
composicién de aplicaciones lineales elementales de la forma

a) T(xLx2, ... xD) = x, 22, ..., x9)
b) T(xl,x2,...,x‘.1) = (x? +x2,x3, . xd) . .
c) T(xl,xz,...,x’,...,xf,...,xd) = (xl,xz,...,xf,...,x’,...,xd)

2.19. Sea un d-rectangulo Q de la forma R X [a4,by] donde R es un (d —1)-
rectdngulo. Sea k : RY > RY tal que para todo x = (xi,...,xq) € R9,
k(x)=(x1,...,xa,k%(x1,...,xq)). Es decir la funcién k solo cambia la dltima coor-
denada dejando fijas las (d — 1) primeras. Demostrar

/ 1:/|detk’|
k(Q) Q

2.20. Determinar la parte superior del volumen limitado por la interseccién de
la superficie esférica x>+ y*> +z2 = a?, el plano z =0 y la superficie cilindrica
x2+y? =ay.



84 2 Integracién en R4

2.21. Determinar el volumen comprendido entre los cilindros x? +y? =1, x> +y> =4
el plano z = 0 y el paraboloide z = x? +y.

2.22. Calcular [, f donde

D={(x,y,2) eR* x> +y*+7* < a?}

f(x,y,2) =x*+y? + 7
utilizando el cambio de variable
g :10,00[x]0,27[x]0, 7 [— R?
(r.0.0)" > (x,y,2)'
dado por

X =rcosfsing
y =rsinfsing

Z=rcosy
2.23. Calcular fD f donde

D ={(x,y,2) eR3; x2+y2 <a’ 0<z<l}

fly,2) =2

utilizando el cambio de variable

g :]0,00[x]0,27[X] — 00, o[ — R?
(r,H,Z)t — (x’y,z)t

dado por
Xx=rcosf
y=rsinf
7=z
2.24. Sea

1
B(p.q) = /0 W1 (1 =07 dy

la integral euleriana de primera especie para p > 0y g > 0. Si g es entero, integrando
por partes sucesivamente se tiene

(¢-D(g=2)..1 _T(@lp)
p(p+1)..(p+q-1) T(p+q)

B(p.q) =
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Recordemos que la funciéon

[e9)
I'(p)= / xP~le ™ dx
0
llamada integral euleriana de segunda especie es una funcién continua para p > 0 que

coincide con la funcién factorial (p —1)! cuando p es entero, es decir, I'(p) = (p—1)!
para p entero positivo. En efecto, integrando por partes

F(p) :/ xp_le_x dx = [_xp—le—X]80+(p_ 1)/ xp—2e—x dx
0 0

=(p-DI'(p-1)
Calcular /D f donde
a)
D={(xy)eR*x>0,y>0, x+y<1}
y
flx,y) =xa7tya!
b)
D ={(x,y,2) eR3 x>0, y>0,z>0x+y+z<1}
y
fx,y,z)=xPlya=tz
c)
D={(xy.) €R%x>0,y>0,2>0, () +(Z/F+ () < 1)
y
fey,z)=xPya=tz
d)
2y
D:{(x,y,z)eRS;x>O,y>0,z>0, 3+Z+Z <1}
y

f(x,y,2) =xyz






Capitulo 3
Algebra Tensorial

En este capitulo recogemos las nociones bdsicas de dlgebra tensorial como paso
preliminar para el desarrollo del célculo tensorial. La referencias bésicas son [6] y

(3.

3.1. Aplicaciones multilineales

En este capitulo V serd siempre un espacio vectorial de dimensién finita. Su
dual, es decir el conjunto de aplicaciones lineales de V en R lo designamos V*.
Nos referimos al dual algebraico. Recordemos que el dual topoldgico (aplicaciones
lineales continuas) solo tiene sentido en los espacios vectoriales topolégicos, por
ejemplo espacios normados. En dimensidn finita ambos espacios duales coinciden.

Una aplicacién T

T :Vxkyees xy >R

VisewosVieeo s VE =TV, Vi, VE)
se llama multilineal si para cadai=1,...,k se tiene

TiyeeoVi4 Vi) =T (V1o Vi i)+ T (V1 Vi vk) Vi=1,00k
Tvi,...,Aviy...,vi) =AT(v1,...,viy...,vi) Yi=1,...,k VAeR
Una aplicacién multilineal T : Vx kYeees xV — R se llama tensor covariante de orden
k enV (o k tensor). Sea My (V) el conjunto de los tensores de orden k sobre V. Sean
S,T € My (V), definimos la suma S+T € M (V) mediante
(S+T)(V1,...,Vk)=S(Vl,...,Vk)+T(V1,...,Vk) YVvi,...,vk €V

y el producto de S por un escalar A € R como el tensor AS € M (V) que verifica

87
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(ﬂS)(V],...,Vk) =/15(V1,...,Vk) VV],...,Vk eV

Con estas dos operaciones My (V) es un espacio vectorial.

Sea V* el espacio dual de V, es decir el espacio de aplicaciones lineales de V en
R. Una aplicacién multilineal T : V*x !veees xV* — R se llama tensor contravariante
de orden /. Denotamos M! (V) al espacio de los tensores contravariantes de orden /.

De forma andloga se llama tensor mixto k veces covariante y / veces contravariante
a una aplicacién multilineal T : Vx kveces xV/ x V*x Lveees xV* — R. Denotamos
Mf{ (V) al espacio de los tensores k veces covariante y [ veces contravariante.

En lo sucesivo de manera general nos referiremos a tensores covariantes aunque
los conceptos y operaciones que se introducen se definen andlogamente para los
tensores contravariantes y para tensores mixtos. Vamos ahora a definir una nueva
operacién entre tensores, mds precisamente el producto tensorial de dos tensores.

Definicion 3.1. Producto Tensorial: Sea S € My (V) y T € My(V). El producto
SQT € My (V) es el tensor que para todo vy, ...,Vi,Visl,--.,Vi+l €V verifica

(SBT)(Vi, . s Vi Vials oo s Vi) =SV Vi) T (Viats oo o5 Visr)
Recursivamente podemos definir el producto tensorial de r tensores
e T,

Las siguientes propiedades del producto tensorial se verifican sin dificultad.

Propiedades 3.1. Sean S,S(,S2 € My (V), T,T1,T, e M;(V), U e M,(V) y1€R,

tenemos las siguientes propiedades:

(S1+85)Q@T =80T +5, T (3.1)
SR(T1+1)=SQT1+S®T (3.2)
ASRT =S®(AT) =A(S®T) (3.3)

ST)eU =S (T®U) (3.4)

Observaciones 3.1. El producto tensorial no es conmutativo. En general
ST #T®S.

De la definicion de aplicacion multilineal inmediatamente resulta que M, (V) es
el espacio dual V*

3.1.1. Bases en el espacio de tensores

Vamos a construir una base en el espacio de tensores a partir de una base en el
espacio V y de la correspondiente base dual en V*.

Teorema 3.1. Sea {e1,...,eq} una base de V'y sea {¢',...,¢%} la base dual, es
decir la base de V* que verifica ¢'(e;) = 5; Entonces el conjunto de todos los
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productos tensoriales de k factores
P1®--®¢* 1<iy,...,ix<d

es una base de My (V) que tiene dimensién d*

Demostracion:

Cualquier tensor 7' € My (V) se tiene que poder expresar como combinacién
lineal de los elementos de la base y estos elementos tienen que ser linealmente
independientes. Sean ahora k vectoresde V, wy, ..., wg conw; = Z;’.l:] a{. e ;. Tenemos

d d

d
T(Wi,...,wk) =T(Za’l‘eil,...,2a;(keik) = Z a‘l‘...a;fT(eil,...,eik)

i1=1 ix=1 i1yeeig =1
Vamos a ver que T se puede expresar como combinacion lineal de
PR @¢* 1<iy,...ix<d
En efecto observando que

O @ @* (Wi, wr) =@ (W) ... @™ (W)

d ) d )
= (p” (Z a{lejl) .. (,0”‘ (Z a;ckejk)
Ji Jk

d d
= D el ) D e ep) = af

Ji1=1 Ji=1
es decir,

d
T(wi,...,wg) = Z T(ej,....ei)¢" ® - @@ (Wi,...,wi)

f,eensli
Como wi,..., Wy son vectores cualesquiera, resulta

d
T= Z T(eil,...,e,-k)goi‘ ®--- @k

ST 7

de modo que el sistema de tensores goi‘ R ® <pik 1<i,...,ir <d esun sistema
generador.
Veamos que son linealmente independientes: Observemos primero que
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(<pi‘®-'~®¢pik)(ejl,...,ejk)=¢pi‘(ej1) ..... <pik(ejk)

:5i-l 6ik_{1 Si l']=j1,...,l'k=jk
J1

CTik T 0 en caso contrario

Sean a;,, . ;, tales que

d

i i _
Z Aiy,.igp ' ® @ ¢* =0
1 ,...,ik
Aplicando ambos miembros a los vectores e, ,...,ej, se obtiene
d

_ . Y Jd _ . Lo
= Z ai,...., ,kéil....éid—aﬂ ,,,,, =0

Finalmente el nimero de tensores de la base del espacio de tensores Mg (V) serd el
ntimero de las variaciones con repeticion de d elementos tomados de k en k, es decir

dr.

Ejemplos de tensores

1. Un ejemplo de tensor es el producto escalar en R? que es un tensor de orden
2. La base de los tensores de orden 2 en R?, M, (R?) serd: Sea {e,es,e3} una
base de R3 y sea {¢!, 9%, ¢} la base dual. Entonces la base de M, (R?) es

0 00 ¢ Op ¢ O
¢ ®¢: v Op ey
e Pee’ ey’

y M5 (R?) tiene dimensién 32 =9.

3.1.2. Aplicaciones entre espacios de tensores

Sean V' 'y W dos espacios vectoriales y f : V — W una aplicacién lineal. f induce
una aplicacion que llamaremos f* entre los espacios de tensores My (W) y Mg (V),

I Mie(W) = My (V)
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estd definida de la siguiente manera: Si T € My (W) entonces f*T € My (V) es el
tensor tal que

(f*T)(Vl,...,Vk) = T(f(vl),...,f(vk)) Yvi,...,vp €V (3.5)

Propiedad 3.1. Sean V y W espacios vectoriales, f una aplicacion lineal de 'V en
W, Se M (W)yT e M;(W) se tiene

ffSeT)=f"Se f'T (3.6)

Demostracion:

Se deja como ejercicio[3.1]

3.1.3. Contraccion de tensores

SeaT € M! (V). Sea{ey,...,eq} unabase de V'y sea {¢',...,¢?} la base dual.
Definimos la contraccién C| como la aplicacion de M’ (V) en M{! (V) tal que

d
CllT(vl,...,vk,l,a)l,...,wl_l) = ZT(ei,vl,...,vk,l,goi,a)l,...,u)l_l) 3.7

i=1
Veamos que la definicién no depende de la base elegida. Sea {u;,...,us} otra base
de Vy {¢!,...,$%} su base dual. Podemos escribir

d o4
u; = Za?er , ¢ = Zb§<ps
r=1 s=1

Como ¢/ (u;) = 6{ y ¢l (e;) = 6{ resulta Zle alfbf = 6{ en efecto

5! = ¢/ (u;)

d ) d
= bl (Dlater) =
1

§= r=1 s=1r

d. d d d
D blaig(en =Y Y blajs = ) bla;
1 r=1

s=1 r=1 r=1

esto nos dice que las matrices de cambio de base

A=
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y la matriz del cambio de base en el espacio dual

1 1
bl .. b,
B=| ..
d d
be ... bl

verifican B.A = Id y como A y B tienen inversa pues son matrices de cambio de
base se verifica A = B~! y B= A~!. Podemos pues escribir

d ) d
eSZZb‘;Mj > ‘pr:Za:(Z’l
= i1

Como ¢ (e5) =%y ¢/ (u;) = 6{ y procediendo como antes

6§ =¢" (es)
d

Z beuj =iia bl () =iia bfél—z "Dt

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1

De donde resulta,

d

i1 -1
ZT(Mi,Vl,u.,Vk—l,(ﬁl,w,---,w )
i1

d
T(Za{er,vl,.. Vi I,Zbi<ps,w1,...,wl_1)

=1
d
Z ’b T(er,vi,.osVi-1,¢°, w' ,wH)

s=

N

0 EM& ,

s 1 -1
OLT(er Vi s Vi1, @, 5., ')

~
1l
—_
©
1l
—_

1 -1
(er,VI,...,vk_l,(pr,w 7"'90) )

~
Il
—

Andlogamente se definen las contracciones respecto a otros indices
. 1 -1
Co i M (V) = M (V)
conl<m<kyl<n<l

C'T(vis....vic w0 (3.8)

d
lugar m 1 . -1
:ZT(VI,..., € e Vi1, W e, @ 0T
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Componentes de Ci,T , T € ML (V)

Sea {ey,...,eq} una base de V' y {¢1,...,p4} una base del dual V*. Todo
T € M (V) se puede de la forma

d
_ []5enes i i e
T= ) Arheie-eptees.. e
Jlsensjie=1
L1, .,i1:1

d
CiT= Y wiiiie e e oe, 0 ey,

815-a0s81-1=1
donde

S Si-1

STseees —_ 1 S1 S1-1
Uy = C T (el 0 0™

i s Si—
T(eisers--sr @0, 0%, %)

d
i=1
d
i=1

1,8 5000581-1
/lisrl,uwrk—l
En el caso general
S15eees Si-1 _ on s S7—
/Jrl,...,rkq - CmT(erp sl 5@ ]’ P ! 1)
d lugar m lugarn
s1 01 i -1
:ZT(vrl,..., €i s Vi—L@ W ..., @ W)
i=1
d lugar n
_ Sseens U ey S1-1
- Z/lrl ..... [ Fi—1
i=1 lugar m
Ejemplos

1. Sea T € M3(V) vamos a calcular CT:
Escribiendo T en funcién de la base

d
T= Z A0 ek ee e ve;
h,k,l,i,j=1

entonces
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d
CT= ), W¢' e ee
s,q,r=1

r _wvd i,r
CoN Wy g = Zij=1 45 i,

2. Mediante la notacién CT designamos la contraccién con respecto a todos los
indices. Por ejemplo si T € M%(V), CT = C]1 (Cl1 T) que serd un elemento de R.
Si
d
iij  hog K
T= Z ﬂ;{ktp Ve Qe;®e;j
h,k,i,j=1

cr=3) 1

ij=1

se tiene

3. SeaT € My(V) y sean v, v, € V tenemos
T(vi,v2) =C(T®Vv;®V2)

En efecto sean

d
T = Z i ¢’
i,j=1
d d
Vi =hz;aheh y vz—kz;bkek

Resulta

d d
T(VI,VZ) = Z /li’j(pi(zaheh) ®90j(Zbkek)

i,j=1 h=1 k=1
d d
Mok i of o
= Z /ll-,ja b (5;151 = Z /li,ja’bf
i,j.h,k=1 ij=1
Por otra parte
d
TR®vi®vy = Z /l;,jahbktp’ QY ®ep®ep
ij=1

de donde

d
C(T®v®vy) = Z A, a'bd
i j=1

2

4. En general siT € ML(V),vi,va,...vs€VYy w!',w?,...w" € V* tendremos

T(vi,va, ..., Vs w2, 0 )=CTOVI® - ®@v;®w' ®---Qw")
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3.1.4. Tensores antisimétricos

Definicion 3.2. Un tensor de orden k, w € My (V) se denomina antisimétrico (o
alternado) si verifica

OV1seeyVigeo s Vise o Vi) == (V1,0 Vs, Vi ooy VE)

para todo conjunto de k vectores vy,...,vg €V

Enlaigualdad de la definicién se intercambian dos argumentos v; y v; y los demads
argumentos se dejan fijos. El conjunto de todos los tensores de orden k antisimétricos,
que denotamos Ay (V) es un subespacio vectorial de My (V) como es inmediato
comprobar. De la definicién se desprende inmediatamente que si dos argumentos se
repiten el valor de w sobre estos argumentos es cero. Mds generalmente tenemos la
siguiente:

Propiedad 3.2. Sea w € A (V) y sean vy,...,vy, k vectores de V. Si los vectores
dados no son linealmente independientes,

wi,...,vg) =0

Demostracion:

Si los vectores dados no son linealmente independientes entonces al menos
uno de ellos se podrd poner como combinacién lineal de los k — 1 restantes.
Sea v; =a'vi+a*vy+---+aiv; +---+aFvi donde el término con acento circun-
flejo quiere decir que se omite. Entonces

lugar i lugar i

w(vl,...,vk)=a1a)(v1,v2,..., Vi ,...,vk)+a2a)(v1,v2,..., 2R 8
lugar i

+ak<u(v1,vz,..., Vi ».e0sVk) =0
[

Construccion de tensores antisimétricos

Conjunto de indices y permutaciones

Cuando tenemos un conjunto de indices {1,2,3,...,k} dar una permutacién
o={o(1),0(2),...,0(k)} es dar los indices en un orden distinto, por ejemplo las

permutaciones de 3 indices {1,2,3} son:
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123
132
213
231
312
321

Toda permutacion se puede descomponer en la composicion de transposiciones
(permutacion en la que solo se intercambian dos indices). Llamamos signo de una
permutacién o a sgn(o) = (—1)" donde n es el nimero de transposiciones en las
que se puede descomponer o .

Definicion 3.3. Sea T € M, V). Se llama antisimetrizado de T y se escribe Ant(T)
al tensor tal que

1
Ant(T)(vi,...,vg) = T Z sgn(o)T(Vo(1)s-- s Vo(k)) (3.9
T oePr
donde Py es el conjunto de todas las permutaciones de los niimeros 1,2,...,k y
sen(o) = { +1 permutacién par
—1 permutacién impar

Ejemplos de antisimetrizacion

Sea T € M3(V), el antisimetrizado Ant(T) de T serd el tensor tal que para
v1,v2 € V toma el valor

Ant(T)(vi,v2) = %(T(vl,vz) =T (v2,v1))

Sea T € M3(V) el antisimetrizado Ant(T) de T serd le tensor tal que para
vi,Vv3,v3 € V toma el valor

Ant(T)(vi,v2,v3) = = (T(vi,v2,v3) +T(v2,v3,v1) +T(v3,v1,v2)

N =

=T(v2,v1,v3) =T (v1,v3,v2) =T (v3,v2,v1))

Teorema 3.2. Se verifican las siguientes propiedades:

a) SiT € My (V) entonces Ant(T) € A (V).
b) Siw € Ak (V) entonces Ant(w) = w.
¢) SiT € My (V) entonces Ant(Ant(T)) = Ant(T).

Demostracion:
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a) Sea (i, ) la permutacion (transposicion) que cambia los indices i y j y deja los
demas fijos. Si o € P llamaremos o’ = o o (i, j) a la permutaciéon compuesta de
la transposicién de (i, j) con o. Es decir, si o°(1),...,0(j),...,0(i),...,0(k)
es una permutacion de los indicesl, ..., k entonces o se puede escribir como la
permutacién o’ (1),...,07'(i),...,0’(j),...,0’ (k). Visto esto podemos escribir

Ant(T)(Vi, ... Vjseo oy Vige o, VE)

1
= F Z sgn(O')T(v(T(l),...,v(r(j),...,v(,(i),...,v(r(k))

oePy
1
:F Z sgn(O')T(v,T/(l),...,v(,/(,-),...,v(,/(j),...,vaf(k))
T oePr
1 ,
=F Z _Sgn(o- )T(Va"(l)w-~’Va"(i)7---ava"(j)’“-,vcr’(k))
’ o' ePy

==Ant(T)(Vi, ..., Viseo s Vjseo o Vi)
b) Siw e Ax(V)y o =(i,j) es una transposicién entonces
W(Vo(1)s-- s Vah)) =sgn(o)w (v, ..., vi) (3.10)

Como toda o es una composicidn de transposiciones, es deciro =g 00p0---007
donde o para r =1,...,[ son [ transposiciones, para una tal permutaciéon o

tendremos
WWVa(1)s- Vo) =WV o (02(c0)(1)s- - > Vi (2 (o)) (K))
= 58n(0D)W(V oy (03 (..o 1)) (1) -+ > Vari (2 (1)) (K))

=sgn(oy)sgn(oj-y)...sgn(o))w(vy,...,vig) =sgn(c)w(vy,...,vg)

de donde la igualdad (3.10) es cierta para toda permutacién o

1
Ant(w)(vi,...,vg) = T Z sgn(o)w (Vo (1),-->Vea(k))

oePx

1
= Z sgn(o)sgn(o)w(vi,...,vi)
oePr

=w(Vi,...,vk)

¢) La propiedad c) es consecuencia de las propiedades a) y b)
[ ]

Como ilustracién de o o (i, j) véase el ejercicio3.2]
Vamos a ver un ttil ejemplo de antisimetrizacién para tensores que son parcial-

mente antisimétricos. Mds precisamente podemos enunciar el siguiente teorema:
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Teorema 3.3. Sea T € M, x+1(V) tal que T es antisimétrico por separado respecto
a los r primeros argumentos, respecto a los k segundos argumentos y respecto a los
[ ultimos argumentos. Entonces el antisimetrizado de T viene dado por

rlk!l!
AT (Ve Vrskend) = Ty Do sen( )T Vo) Vo(rakan) G1D
o€Cr k1
donde Cy k1 son las combinaciones de r + k +1 indices tomados der enr, k enk y 1

en | de manera que verifiquen

ol)<...<o(r)
or+l)<...<o(r+k) (3.12)
o(r+k+l)<...<o(r+k+I)

Demostracion:
Tenemos
1
A”I(T)(Vl,---,vr+k+l)=m Z sgn(a)T (Vo (1)s-- s Vo (rkel))

T EPriktl

Identificamos las elecciones de las permutaciones de los r + k + [ indices con r + k +/
bolas enumeradas desde 1 hasta  + k + 1. Construimos cada una de las permutaciones
o repartiendo estas bolas en 3 cajas. En la primera caja caben r bolas, en la segunda
caben k bolas y en la tercera caben [ bolas.

1. En la caja nimero 1 caben r bolas y tendremos

(r+k+l) _ (r+k+l) _(r+k+D)!

r k+1 | rl(k+0)!

combinaciones diferentes.

2. Entre las k +1 bolas restantes escogemos k bolas para la caja nimero 2 y el
resto de [ bolas se colocan en la caja niimero 3. Tenemos (k;l) = (kl”) = (IZTII,)'
combinaciones diferentes.

3. En total tendremos

(r+k+D)! (k+D!  (r+k+1)!
rl(k+D! kKUY kN

combinaciones posibles.

Obviamente el mismo resultado obtenemos empezando por cualquiera de las otras
dos cajas.
Ahora tendremos en cuenta las propiedades de antisimetria de 7: Calculamos

T(V(T(l)a Vo @@)sVo(r+l)s s Vo (r+k)sVo (rek+l)s--- av()'(r+k+l))
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Cada eleccion de la permutacién o (1),...,0(r+k+1) la ordenamos de manera que
verifiquen
o(l)<...<o(r)
o(r+l)<...<o(r+k)
or+k+1)<...<o(r+k+I)

de modo que para cada permutacién p de los r primeros indices, para cada permuta-
cién 7 de los k segundos indices y para cada permutacion A de los [ dltimos indices
tenemos teniendo en cuenta el niimero de permutaciones de r, k y [ elementos

Z sgn(p).sgn(t).sgn(A)
PEP; TEPK; AP
T(Vp(o'(l))7 s Vo(o () Vr(o(r+1)s- - s V(o (r+k))sVA(o (r+k+1))s- > V/I((J'(r+k+l)))

=P kMIT (Vo (1) s Va(r) s Va(ral)s s Va(rak)s Vo (rek+l)s - - o Vo (r+kl))

Finalmente la suma extendida a todas las permutaciones o € P, x4 las descom-

k+1)! - . . .
ponemos en las (rrfkfl,) combinaciones C,  ; posibles junto con las ! permutaciones

p, las k! permutaciones 7 y las /! permutaciones A resultando

Ant(TY(Vi, ..., Vrskat)

rlk!l!
:(r+k+l)' Z ()T (Vo). Vor(reken)
" 0€Cr

donde
o(l)<...<o(r)
or+l)<...<o(r+k)
or+k+l)<...<o(r+k+I)

3.1.5. Bases en el espacio de tensores antisimétricos

En general tenemos que si w € Ax(V) y n € Aj(V) el producto tensorial
w®n ¢ Ak (V). Esto lleva a introducir un nuevo producto tensorial para los tensores
antisimétricos.

Definicion 3.4. Producto exterior: Sean w € Ax (V) yn € Aj(V) se define el producto
exterior de w y n mediante

(k+1)!

@AN= T

Ant(w®mn)

Comentario 3.1. El producto exterior es entonces
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WAV, s Vial)
1

= Z sgn() WV (1)s - Vo)DMV o (ksl)s > Vo (ksl)) (3.13)

TE€Pr4

Teorema 3.4. El producto exterior viene dado por

U)AU(Vlw . '7Vk+l)
= Z sgn(T)W(V o (1)s -+ Vo )TV (k1) -+ > Vo (ktl)) (3.14)
o €Cx,1

donde Cy; son las permutaciones de los k +1 indices de manera que verifiquen la
propiedad
o(l)y<...<o((k)

ok+1)<...<o(k+1) (3.15)

es decir, son las combinaciones de k + 1 elementos tomados de k en k (o del enl)

k+)! o
que son un total de (k;l) = (k;rl) = <le,) combinaciones.

Demostracion:

Aplicamos el teorema [3.3] a la definicion de producto exterior. Véase también el
ejercicio [3.3]al respecto.
[ ]

Propiedades 3.2. Propiedades del producto exterior: Sean w,wi,ws € Ax(V),
nn.meh(V)yrleR

a) (W+w) An=wi An+wyAn

b) wA(m+m)=wAm+wAn

c) AwAn=wAln=AwAn)

d) wAanp=(=D"prw

e) Si f:V — W esuna aplicacion lineal, w € A, (W) y n € Aj(W) entonces

fflwan) =ffonfn

Demostracion:

Se deja como ejercicio 3.4
]
La propiedad (w An) A8 =w A (7 A6)también es cierta pero requiere algunos
resultados previos.

Propiedades 3.3. Sean S € My (V) y T € M;(V) tenemos

a)
Ant(AntS®T) = Ant(S®T) (3.16)
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y
Ant(S® AntT) = Ant(S®T) (3.17)
b)
Ant(S®T) = (-D)X Ant(T ® S) (3.18)
c) SiAntS=0
Ant(S®T) = Ant(T®S) =0 (3.19)
Demostracion:
a)
Ant(AntSQ®T)(vi,..., Vi)
S sn(o)Anss( 7 )
= n n ey ey
(k+1)! sgn{o Vo(l)s Vo (k) Vo (k+1) Vo (k+l)
T E€Pry1
1 1
= e U;{ lsgn(O')ET;k sgn(T)S(Ve(o (1)) V()T Vo (kt1)s -+ s Vor(kat))

1 1
= Z &+D! Z sgn(o)sgn(T)S(Ve(o(1))s -+ > V(o (k)T Vo (kal)s - - -2 Vor (ki)
" TePr :

O EPpui

Por extension de la notacién consideramos £, como el subgrupo de permutacio-
nes de k +/ indices que dejan invariantes los tltimos / indices. Cuando o € Py
recorre todas las permutaciones de P4, para una T € Py fija tenemos que 7o
recorre también todas las permutaciones de Pi.;. En efecto, sea 7 € P una
permutacion fijada de antemano y sea 0’ € Py determinada. Entonces o’ = 70
para alguna o de Py pues basta elegir o = 770"

Por tanto si para cada 7 y cada o llamamos ¢’ = 7o~ podemos escribir

Ant(AntSQT)(Vi,.. ., Vi)

1 1 ,
= Z D! Z sgn(a)SWar(1ys- s Vor ()T (Vo (kalys - > Vo (k)
" TePy ’

o' €Pru

—1 !
= (k+l)' Z Sgn(O' )S(VU"(I)"~-’V0"(k))T(Va-’(k+1)7---’Va-’(k+l))
' o' €Prui
—1 ’
B (k+1)! Z sgn(o)(S®T) (Vo (1)s- Vo ka))
Lo ePru

=Ant(S®T)(Vis---»Vitl)

y tenemos la propiedad (3.16). La propiedad (3.17) se demuestra de la misma
forma.
b) Sea 7 € P4 la permutacién siguiente
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1 2... kk+1k+2 ... k+l
k+1k+2 ... k+1 1 2 ... k

es decir la reordenaciéon que lleva los [ tdltimos elementos a las [ primeras
posiciones y los k primeros elementos a las k tltimas posiciones. Tenemos
entonces que sgn(t) = (=1)¥ pues para ello cada una de las / tltimas posi-
ciones realizan k transposiciones hasta colocarse en su lugar. De modo que
sgn(ot) =sgn(o)sgn(t) = (=1)* sgn(c). Entonces

1
Ant(S®T)(v1,...,vk+l):m Z sgn(o)S®T (Va(1)s---»Vo(k+l))

TEP4

1
= A D! Z sgn(a)S(Va(1)s- Vo k)T (Vo (ktl)s- sV (k)

T E€Pry1

1
~(k+1I)!

Z sgn()T (Vo (k+1)s-- Vo (k) SV (1)s- -3 Vo (k)

TEP

1
=m Z sgn(O-)T(v(J'T(l)7'"’VU'T(I))S(VO'T(I+1)7'"7VG'T(l+k))

T E€Pry1

Finalmente poniendo o’ = o, tendremos sgn(o”’) = (=1) ' sgn(o) y podemos
escribir teniendo en cuenta que cuando o recorre todas las permutaciones P,
o’ = ot también las recorre.

Ant(S®T)(Vi,...,Visl)

1 ,
= Fe Z (=D)*sgn(a" YT ®S)(Vorr(1ys- -+ Voriok))
L o' €Pru

=(-D*Ant(T®S)
Si Ant S = 0 aplicando la propiedad resulta inmediatamente
Ant(S®T) = Ant(AntSQ®T) =0
Aplicando (3.18) obtenemos

Ant(T®S) = (- Ant(S®T) =0

[
Teorema 3.5. Sean w € A (V), n€ Aj(V) y 6 € A, (V), entonces
k+1 !
(w/\n)/\é’:w/\(n/\@):(]:'l—'-'-n:)Ant(w@n@G) (3.20)

Demostracion:
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Por definicién de producto exterior podemos poner

(k+1+m)!
((JJ/\T])/\HZ mAi’lt(((U/\T])@H)
_(k+l+m)! (k+1)!
= e Dimt A Sy Ant(wen) @ 6)
Aplicando la propiedad (3.16)
(k+1+m)!
(WA A= WAnt(w@n@H)
Por otra parte
(k+1+m)!
(,L)/\(T]/\g) = mAﬂt(&)@(T]/\@))
_(k+l+m)! (I+m)!
Aplicando la propiedad (3.17)
(k+1+m)!
w N\ (7]/\9) = WAHI(Q)@?]@H)
[
Corolario 3.1. Sean w',...,w" r formas diferenciales tales que w' € Ay, (V) para
todoi=1,...,r entonces
ki+---+k)!
WA AW = %Ant(wl ® - ®uw") (3.21)
10 Kyt

Demostracion:

Procedemos por induccion. El resultado es cierto para r = 3 (véase teorema [3.5).
Supongamos que el resultado es cierto para r — 1 y veamos que entonces es también
cierto para r:
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wl/\”./\wr=(w1/\._‘/\wr—l)/\wr
(ki ke k)
T (k4 ko) k, !
_(k1+~~-+kr_1+kr)! (ki+--+kr_1)!
T kit ko) k! i k! . ky—p!
_(ky+etkp)!

= WAI’ZZ‘(O)I ®"'®(L)r)

Ant((@' A A0 @)

Ant(w'®--- 0w Hew)

donde en el dltimo paso hemos aplicado la propiedad (3.16).
||
Vamos a pasar a la construccion de bases del espacio de tensores antisimétricos.

Teorema 3.6. Sea {vi,...,vq} una base del espacio vectorial V'y {¢',...,¢%} la
correspondiente base del espacio dual V*. Entonces el conjunto de todos los tensores

GUA AR 1 <ij<iy...<ix<d

es una base de A (V) que tiene por tanto dimension
d\ d!
k| k!'(d—k)!

Demostracion:

Sea w € Ag (V) € Mg (V). w se puede escribir como

de modo que

.....

iy,..0ik=1

puesto que cada término Ant(¢' ® ---® ¢'*) es el producto de una constante por un
término de la forma ¢! A --- A @'* (véase propiedad estos elemento generan
Ar (V).

Pasemos a la independencia lineal: Primeramente observemos lo siguiente: Si
tenemos dos conjuntos de k indices ordenados extraidos de un total de d indices

1 <ip<...<lIg

jl<j2<~--<jk

pueden ocurrir dos cosas,
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= Coinciden dos a dos todos ellos, es decir, i1 = ji, i2 = j2, ...,k = jk-
= Alguno de los indices j, no coincide con ninguno de los i,, es decir ninguna
reordenacion de los indices j, los hara coincidir.

En consecuencia: Sean v, ,...,v;, k vectores de la base de V (dual de {o'..., 0%}
con

I<ji<...<jr<d
goi‘A---Agoik(vj],...,vjk)=k!Ant¢J"‘®---®<,0i’°(vjl,...,vjk)

= ) sen(@)¢" 8 8¢ (Vo) Vo)

oePy

_ i) iK
= Z sgn(T)0 gy -0 (i)

oePr
_ 1 siiy=0(1),....ik =0(Jk)
0 en caso contrario

y por lo comentado anteriormente que ninguna ordenacién de los k indices j, los
haré coincidir con los indices i,, salvo que o sea la permutacién identidad, tenemos
también
; ; 1 siip=j; ik =Jk
TN ARV, vy) = SN
¢ G Wjinee Vi) 0 en caso contrario
Consideramos una combinacion lineal igual a cero,

d
D i i A A =0 (3.22)

Aplicando la expresion (3.22) a los vectores v, ...,V , k tendremos

Z iy iy @ N AR (Vv ) =ag e =0
lo que prueba la independencia lineal.
Finalmente la dimensién del Ay (V) serd el nimero de tensores del tipo
goi'/\”~/\(,0ik 1<ij<ip...<ipx<d

es decir, el nimero de combinaciones que puedo formar a partir de un total de d
indices tomados de k en k. El nimero de estas combinaciones es

dy_ d
(k)_k!(d—k)!
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Ejemplos

1. Ai1(R%): La dimensi6n es (?) =3.Labase es {¢!, ©?, ¢3}.
2. A>(R?): La dimensién es (3) =3.Labase es

AN RAVNTANT RN
aunque se suele utilizar
NN NN N
3. A3(R?): La dimensi6n es (g) =1.Labasees {¢! Ap?> A @3}
4. Dados v,w € R dejamos como ejercicioel célculo de
©* N> (v,w)

¢ Ao (v, w)
' NP (v, w)

3.1.6. Determinantes

Sea V un espacio vectorial de dimensién d y f : V — V un endomorfismo en
V, es decir una aplicacién lineal de V en si mismo. Vamos a definir la nocién de
determinante de f. A todo endomorfismo f de V le corresponde un endomorfismo f*
en Ag(V), de modo que para w € Ag(V) tenemos, (véase (3.3)) f*w(vi,...,vq) =
w(fvi,...,fvq) para todo vy,...,vg € V. El espacio de tensores antisimétricos
w € Ag(V) es de dimension 1. Si {ey,...,eq} esunabase de Vy {¢',...,¢%} es
la correspondiente base dual en V* entonces ¢! A--- A ¢ es una base de Ag(V) y
podemos expresar f*(¢' A--- A @) en funcién de esta base de modo que

S @ Ane) =20 A A g?

Definicién 3.5. Sea V un espacio vectorial y f :V — V un endomorfismo,
{e1,...,eq} una base de V 'y {¢',...,¢%} la correspondiente base dual en V*.
Entonces @' A--- A ¢? es una base de Ag(V). El valor A € R tal que

f*(sol/\.../\spd):/upl/\.../\(pd

se llama determinante del endomorfismo f que escribiremos A = det( f).

Veremos a continuacién que det(f) no depende de la base ¢! A--- A ¢? elegida.
Para ello necesitamos un resultado previo.

Lema 3.1. Sea V un espacio de dimension 1, sea e # 0. Entonces {e} es una base
de V. Sea f un endomorfismo, de modo que
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fV-oVv
e— f(e)=ae
Al ser V de dimension 1, el valor de a define de forma tinica el endomorfismo.

La matriz representando f en una base determinada es una matriz de 1 fila por 1
columna que es independiente de la base elegida.

Demostracion:

La matriz M representando f en una base{e} es la matriz de 1 fila por 1 columna,
M = [a]. Elegimos ahora otra base en V, es decir cualquier otro vector u # 0.
Escribiendo u en funcién de e, tendremos u = se para algtin s € R no nulo. Por otra
parte

fle)=ae=as'u

fu) = f(se)=sf(e) =sas ' u=au

pues s y s~! son escalares. De modo que la matriz N representando f en la base {u}
esN=[a]=M.
]

Teorema 3.7. El determinante de un endomorfismo f en 'V no depende de la base
elegida en la definicion[3.5]
Demostracion:

Aplicamos el lema al espacio A4(V) de dimensién 1 y al endomorfismo

fHiha(V) = Aa(V)

w— ffw
definido por
o' neng? =det(fo' A Ag?
| |
Comentario 3.2. Sean{ei,...,eq} unabasedeV 'y {<,0l s (/72} la correspondiente

base dual en V*. Entonces

Fr @ A ngD)(er,... ea) =det(f) (@' A npT)(er,... eq) = det(f)
Propiedad 3.3. Sea f :V — V un endomorfismo en V dado por
d

fle) = ale;

Jj=1
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donde {e;; i=1,...,d} es una base de V. Tenemos que
det(f) = Z sgn(o)al, y)..a (3.23)
ogePy
Demostracion:

Se demuestra mediante un simple célculo:

det(f)=f (' A A (ers...oea) = (' A A (fler),.... f(eq))
Zd'Al’lt(901®®¢d)(f(el)’7f(ed))
= Y sgn(@)(¢' @ @¢)(fleam)s- . fleaw))

oePy
= > sgn(@)¢ (Fleo). ¢ (f o))
ocePy
ahora bien
¢ (fleaa)) =¢' (D al yej) = Dl eile)) =al,
j=1 j=1
d ) d ]
¢ (flew@) =¢*( D ah pes) = D al g eale) =al
j=1 j=1
de donde
det(f) = Z sgn(o)al,p)..ad
ocePy
|
Propiedades 3.4. -

a) Sean f y g endomorfismos en un espacio vectorial V, entonces

det(fog)=det(f).det(g)
b) det(f) #0siysolo si f es biyectiva.

¢) det(1d) =1 siendo Id la aplicacion idéntica en'V.
Sy 1

d) det(f )= der ()

Demostracion:

En las demostraciones {ej,...,eq} serd una base de V y {¢!,...,¢?} serd la
correspondiente base dual en V*.
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= Demostracion de a): Sean f y g endomorfismos en un espacio vectorial V'y fog
la aplicacién compuesta. Tenemos (f o g)* = g* o f*, en efecto paraw € Ay(V) y
Vi,..., Vg €V

(fog)'wi,...,va) =w((fog)(v1),....(fog)(va))
=w(f(g(v1)s.... f(g(a))) = frw(g(v1),....g(va))
=(g o fHw(vi,...,va)

en consecuencia para una base ¢ A--- A @ en Ay(V)

det(fog)=(fog) @i A--Ag(er,....eq)
= (g o fer1 A Ag(er,...eq) =g (f (@1 A+ Agh)) (et eq)
=g"(det(f)p1 A Ag?)(er,....eq) =det(fg" (@1 A ApD)(er,....eq)
=det(f).det(g)

= Demostracién de b): Demostraremos que det(f) # 0siy solosi f(ey),..., f(eq)
son linealmente independientes, por lo tanto forman una base de V lo que equivale
a que f es biyectiva.

det(f)=f ("' N npd)(ers....ea) =" A A (fer),.... fea))

de donde si det(f) # 0 entonces f(ey),..., f(eq) son linealmente independien-
tes pues si fuesen linealmente dependientes ¢! A -+ A @9 (f(e1),. .. ,flea)) =0
(véase propiedad 3.2).

Reciprocamente si f(ey),...,f(eq) son linealmente independientes entonces
oA AP (f(e1),....f(eq)) #0, en efecto: Si son linealmente independientes
{f(e1),...,f(eq)} esunabasede Vysea¢!,..., ¢ subase dual, tendremos que
existe un escalar 4 # 0 tal que

1 =¢1 /\'-'/\¢d(f(€1),...,f(€d)) =/l(;01 /\"'/\‘pd(f(el)""’f(ed)) :/ldet(f)

por lo que det(f) = % #0.
= Demostracion de c):
det(Id) = (Id)* ' A---AN@(er,....eq) =@ ANl (Id(ey),...,1d(eq))
=<pl /\~~/\<pd(61,...,€d) =1
» Demostracién de d): Tenemos Id = f o f~!. Por las propiedades (a) y (c)
1 =det(Id) =det(fo f~') =det(f).det(f~'). De donde

1

et = 2
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Determinante de una matriz

Dado un endomorfismo f :V — V y dada {ej,...,eq} una base en V, el en-

P . _ d J .
domorﬁsmo f se expresard en esta base mediante f(e;) = fmraiejy la matriz

A= [a{ 1 i,j=1,...,d es la matriz que representa a f en esta base. Definimos el
determinante de A mediante
det(A) =det(f)

Las siguientes propiedades son consecuencia directa de las propiedades del deter-
minante de un endomorfismo.

Propiedades 3.5. -

a) det(A.B) = det(A).det(B)
_ 1
b) det(A) = der(a )
c) det(A) =det(A")
d) Siintercambiamos dos columnas en A el det(A) cambia de signo.
e) Si intercambiamos dos filas en A el det(A) cambia de signo.

Demostracion:

= (a) es una consecuencia directa de la propiedad (a) en @ Sean f y g dos
endomorfismos en V, A y B las matrices correspondientes respecto a una base
{e1,...,eq}, entonces la matriz correspondiente a fog es A.B y aplicando la
propiedad (a) de[3.4]tenemos de(A.B) = det(A).det(B).

= (b) es una consecuencia directa de la propiedad (d) en

= La propiedad (c) se deja como ejercicio[3.6]

= La propiedad (d) es una consecuencia del caracter antisimétrico de la funcién
determinante:

detA=detf = (" A---Ae?)(fer)..... f(eq))

Si intercambiamos dos columnas resulta

(@' NN (f(er)s.... fler),.... flef) ... f(ea)
:_((pl/\"'/\‘pd)(f(el)"-~’f(ej’)"-’f(ei’)“"f(ed))

= La propiedad (e) es consecuencia de la propiedad (d) aplicada a la matriz trans-
puesta.

[ ]

Sabemos que el determinante de f no depende de la base elegida. Si cambiamos

a otra base de V, la matriz que representa f en la nueva base cambia pero no cambia
su determinante. De forma mds precisa tenemos el siguiente
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Teorema 3.8. Sea f :V — V un endomorfismo y {e1,...,eq} una base en'V, el
endomorfismo f se expresard en esta base mediante f(e;) = 27:1 all e;. Sea ahora

otra base {uy,...,ug} enVyseaS= [si.] la matriz del cambio de base, es decir

i,
Si€j
1

d
u; =
1=

Entonces la aplicacion f en la nueva base viene representada por la matriz
B=S"'AS

yen consecuencia
det(B) = det(S~'AS) = det(A)

Demostracion:

Queremos encontrar B = [bﬁ] tal que

d
Flu)y =" bluy
=1

Tenemos

d
u; =
k=

d
k _ N
siex y ej= E (s )jul
1 I=1

donde designamos los términos de la matriz ™' mediante (s™')%, de modo que

d
fley=, D al (™ ju

d
j:] 1=

y por otra parte
d

d
F)y=f sker) =" sk flex)
k= =1

1 k

Expresando todo en funcién de la nueva base
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k -1\1
S; ai(s )jul

fu;)

M T
M TMe
DM TMe

NP
(s )ja{(sl-ul
1

I
—_
bl

1l
—_

~

I
—_

identificando los coeficientes de u;

=33 alst
k=1 j=1
que con notacién matricial se escribe
B=S"'AS
Aplicando las propiedades (a) y (b) en[3.5]tendremos
det(B) = det(S7").det(A).det(S) = det(A)

Observacion 3.1. En la demostracion anterior hemos considerado implicitamente
el cambio de base como la composicion de tres aplicaciones, a saber

s VoV

ei—ui=s(e;) i=1,...,d
cuya matriz asociada respecto a la base {ey,...,e } es S,

fVoVv
e;— f(e;) i=1,...,d

cuya matriz asociada respecto a la base {ey,...,eq} es Ay
sV -V
ui—ei=s"u) i=1,....d
cuya matriz asociada respecto a la base {ui,...,ug} es S~'. De modo que
_1 s f 57!
sTofosV—0DV-—>DSV—5V
ei — u; = s(e;) — f(s(er) — s~ (f(s(e))) i=1,...,d

y la matriz asociada a la aplicacion compuesta s~ o f os respecto a la base
{uy,...,uq} es B= S1AS.
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Determinante de d vectores

Sea V un espacio vectorial de dimensién d. Dados d vectores vy,...,vgenV'y
una base {e1,...,eq} de V sabemos que existe una unica aplicacion lineal f : V — V
tal que

f(e[)zvi Vi= 1,...,d

Por definicién pondremos
det(vy,...,vg) =detf

Dada la base {ey,...,eq} cada v; se podrd escribir como combinacién lineal de los
elementos de esta base , es decir,

d
vi=2alj.ej Vi=1,...,d
i=1

Por lo tanto la matriz A que representa a la aplicacién f en dicha base es
A=

de modo que
det(vy,...,vq) = Z sgn(a)a}f(l)...a‘é(d)

o€Py

Observemos que f depende de la base {ey,...,ey} elegida.

3.1.7. Tensores y conceptos geométricos

Los tensores van a representar conceptos geométricos.

Elemento de volumen

Veamos un ejemplo: Sea R¥ el espacio vectorial euclideo de dimensién d y sea
{e1,...,eq} una base ortonormal de vectores, es decir tal que el producto escalar
(ej,e;) =0;; paratodoi,j=1,...,d. Sea {¢',...,¢?} la base dual.

Definicién 3.6. Al iinico tensor w € Ag(R?) tal que w(ey,...,eq) =1 se le llama
elemento de volumen de RY.

Comentario 3.3. El elemento de volumen se expresa en la base dual como
w = 901 A A Qod
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Propiedad 3.4. Sean vy,...,v,4 d vectores de R tenemos que
lw(vi,...,vq)| = |det(vi,...,va)|

es el volumen del politopo (que llamaremos también d-paralelepipedo) formado por
los vectores vy,...,vq.

Demostracion:

Sea Q el cubo unidad en R?. Hagamos el cambio de variable

T RY R4

e >V

Volumen de T(Q) = / 1 =/ |det (T)|
T(Q Q

:|det(T)|/Ql:|det(T)|=|a)(v1,...,vd)|

T/. Q)

Figura 3.1 Elemento de volimen en R3

Vamos a expresar el elemento de volumen en otra base cualquiera.

Teorema 3.9. Sea {uy,...,uq} una base de R% y {¢',...,¢%} la base dual con
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d .
u; = Z Sl! e;
Jj=1
Entonces el elemento de volumen
w=¢' A Ap? =det(S)p' A--- A p?

donde S es la matriz de cambio de base S = [s{ ]fljzl

Demostracion:
Tenemos
wzgol /\---/\(pdz/lgbl /\.../\¢d
Aplicando w a los vectores uy,...,u  de donde

det(S) ="' AN (ur,...,ug) =A¢" A AT (ur, ... uq) =2

Producto vectorial

Dados vy, ...,v4_ vectores de R9, sea peNAg (Rd) el tensor de orden 1 (forma
lineal) definida por
e(w) =det[v1 cee Vdo1 w]

Sabemos que existe un tnico z € R tal que
(zzw) =@(w) VweR?

(véase ejercicio [3.7). Entonces z recibe el nombre de producto vectorial de los
vectores vi,...,V4-1 y se escribe

Z=VI XV X+ XVg_1

Ejemplos
= Sean v; y v, dos vectores en R?, entonces el producto vectorial
2=V XV

viene dado por
(z,w) =det[v) v, W]

pasando a componentes
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1

Vi \%
2w+ 2w+ 2w = det v§
1%

<
T = =

11
3 5
3 3

12

desarrollando el determinante por la ltima columna (véase ejercicio [3.8)

1,1, 2.2, .3 3 1 Vi3 2 ViV,
Zw tzwi+zw =widet| 1 3| —-wder| } 3
ViV ViV,

11
+w3det[vi v%]
viva

Tomando sucesivamente w = e¢; = (1,0,0)", eo = (0,1,0)", e3 = (0,0, 1)" resulta
z=(z",7%,2%)" donde
2.2
' =det [Vg Vg}

VIV

1,1
Z2=—det[v§ Vg]
Viva

fzdet[Vi Vé}
ViV
Formalmente se suele escribir el producto vectorial como
vivle
z=Vv1XVvy =det vi v% e
v!& v% e3

1

y se desarrolla el determinante por la dltima columna.
» Sea v € R%. Vamos a calcular en z = vx. Observemos que en R? el producto
vectorial solo tiene un factor. Pongamos

.
o
(z,w) =det(v,w)

1
zlzdet[v 1]:—v2

Para todo w € R?

v2 0

de modo que

= Seanvj,vy,v3 € R El producto vectorial de estos 3 vectores lo podemos escribir
formalmente en funcién de la base ortonormal {e, e;,e3,e4} como
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<
<
Q

1
v
)
Z=viXvyXv3z=det| }
g
Vi

<
<
<
S

N
<
QN
w

<

B B LA B —

<

[S)E NOCRITIY N IR

Q

4

El producto vectorial proporciona siempre un vector ortogonal a cada uno de los
factores. En efecto, veamos el ejemplo de R>. Sean vi,v, € R y sea z =v| X va,
tenemos

(z,w) =det[vi,va,w] VYweR3

eligiendo w = v,
(z,v1) =det[vi,va,vi] =0

pues se repite el vector v1. Eligiendo w = v, obtenemos anlogamente
(z,v2) =det[vi,v2,v2] =0

Utilizando el mismo razonamiento obtenemos el resultado en general para R¢. Por
ejemplo si v € R%, vX es un vector ortogonal a v.

Otras aplicaciones de los tensores y determinantes

En el ejercicio (3.9)se deduce la regla de Cramer para resolver un sistema lineal de
ecuaciones y y en el ejercicio (3.10]se aplica para obtener una férmula para calcular
la inversa de una matriz.

Comentario 3.4. La férmula[3.23]solo es utilizable en la practica para matrices de
orden reducido (digamos d = 2,3 ) pues el niimero de operaciones resulta inabordable
incluso con la ayuda de ordenadores para ordenes de la matriz altos. Por este motivo
la regla de Cramer (ejercicio para resolver sistemas o el cdlculo de la inversa
de la matriz con la formula del ejercicio[3.10\es también inutilizable en la prictica
para valores de d > 3,

En los siguientes ejercicios (3.11] 3.12] y [3.13| se estudian otras propiedades
geométricas de los tensores.

En particular en el ejercicio se demuestra que en R dados d vectores
W1,...,Wwq si G es la matriz de términos g;; = (w;,w;) i,j = 1,...,d entonces para
el elemento de volumen w en R resulta

lwwi,...,wg)| =+det(G)

y concluimos que +/det(G) es el volumen del d-paralelepipedo formado por los
vectores wi,...,Wq.
Por otra parte en el ejercicio dados d — 1 vectores de R4, wy, ..., Wda-1 € R4,

obtenemos
[lwi X...,xwq_1]| = Vdet(G)
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donde G es la matriz de términos g;; = (w;,w;); i,j = 1,...,d — 1. Considerando
estos vectores como vectores de R?™!, podemos interpretar ||w; X ...,xwg_1|| =
\det(G) como el volumen del (d — 1)-paralelepipedo formado por los vectores
Wwi,...,wq-1. En el ejercicio @] consideramos el caso particular de dos vectores
v,w en R*: La matriz G es una matriz de dos filas por dos columnas

G- [ (v,v) (v,w)]

T (w,v) (w,w)

y resulta
[lvxw| =+det(G)

que es area del paralelégramo formado por vy w

Elemento de area

Vamos a relacionar el drea de un paralelégramo formado por dos vectores v y w
en R3 con los tensores. Es decir vamos a construir un tensor antisimétrico en A, (R?)
que al aplicarlo a dos vectores nos da el drea del paralelégramo formado por ellos.

En R3 consideremos dos vectores v y w, {e1,e2,e3} una base ortonormal y sea
{o', ¥%, ¢*} la correspondiente base dual. Dado un vector g = (¢',4% ¢°)! de R3
consideramos el tensor antisimétrico w € A, (R?) definido por

w=q"C NP+ N+ NP (3.24)

Propiedad 3.5. Dado un vector g = (q',q%,¢°)! € R?, sea w € A*(R?) definida por
. Para todo v,w € R3 se verifica

w(v,w) =(gq,vXw)

Demostracion:
Tenemos
@ AQ (v, w) = 2 (V)@ (W) = @ (W) (v) =v2w® —w?y?
@A (r,w) =@ (e (W) =o' (W)’ (v) = v w! —wy!

' AP (v,w) = o' (Mg? (W) — 2 (W) (v) =viw? —why?

de donde

w,w) =qg' (W —wh) + 20w - W + P v Iw? —wh?)

=(g,vXw)
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[ ]
Vamos a elegir el vector ¢ de manera que w(v,w) represente el drea del parale-
logramo formado por v y w: Tomando

VXW

g=n=—
[[vxwl]

es decir tomando el vector normal unitario al plano formado por vy w
w(v,w) =(nyxw)=|vxw|
que es el drea del paralelogramo (véase el ejercicio [3.13). El tensor w recibe el
nombre de elemento de drea. Tenemos la siguiente definicion:
Definicion 3.7. Sea n el vector normal unitario a un plano 1. Es decir ||n|| =1y
(n,v) =0 para todo v € I1. El tensor w € Ay (R?)
w=n"C AP+ A" +rP 0! A p? (3.25)

se llama elemento de drea asociado al plano 11

Comentario 3.5. Segiin lo visto anteriormente el elemento de drea aplicado a dos
vectores vy w nos da el area del paralelogramo formado por estos vectores. Tenemos
ademds

w(v,w) =(n,vxXw)

€1

Figura 3.2 Elemento de 4rea en R?

Propiedad 3.6. En un plano normal al vector unitario n = (n',n*,n’)" se verifica
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. nlw=g?Ag?
» nPw= <p3 A <p1
v Pw=¢' Ag?

Demostracion:

VXW

oo Poniendo @ = ||v X w||

SeageR3}ysean=

(g, n)w(v,w) = (q,n)(n,vXw)
=(g,n)a = (q,an) =(q,vXw)
Tomamos sucesivamente g = e1, e, e3. Para g = e] tenemos (e,n) = n! y
3 2

ntow,w) = (e, vxw) = (vxw) =v2w? —wh3 = > A (v, w)

para todo v,w € R3 por lo tanto n'w = ¢> A ¢>. Para e, y e3 se procede de igual
modo.
u

Elemento de flujo de un vector a través de una superficie

Como en la secciéon anterior, dado un vector g € R3 consideramos el tensor
¢ € A2 (R?) definido por

$=q'¢’ N+ ne' +aP el Ay
Vamos a interpretar fisicamente este tensor: Aplicando la propiedad anterior (3.6)
$=q'O N+ N+ NG
=¢'n'w+gn*w+¢n’w
=(¢'n" + @’ +¢’n’)w = (¢.n)w
siendo w el elemento de drea. De modo que
p(v.w) = (g,n)w(v,w)

representa el flujo del vector g en la direccién normal al plano determinado por v y
w que atraviesa el paralelogramo formado por v y w.
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Elemento de linea

En R? consideremos un vector ¢ de norma ||f]| = 1. Sea {ei,e2,e3} una base
ortonormal, en esta base ¢ = (¢',#%,13)". Sea {¢!,¢?, ¢’} la correspondiente base
dual. Tenemos ¢!, @2, ©* € A (R?).

Definicion 3.8. El tensor
T =t1<p1 +t2902+t3<,03

se llama elemento de linea asociada a la recta r : {At ;A € R}.
Dado un vector en la direccién de la recta r, v = ||v||t, tenemos
() =l (M) + 2> (V) + 23 (v) =tV AV 3 = |||

Es decir 7(v) es la longitud del vector v.

Ejercicios del Capitulo 3]

3.1. Demostrar la propiedad [3.1]

3.2. Sea o la permutacién de los indices 1,2,3,4 dada por o (1) =2 ,0(2) =
3,0(3)=1,0(4) =4. Calcular 0’ = 00 (1,2) y verificar que o es la permuta-
cion o’ (2) ,0’(1) ,0’(3) ,0'(4)

3.3. Demostrar la expresion [3.14] para el producto exterior
3.4. Demostrar las propiedades

3.5. Sean v,w € R? con coordenadas en una determinada base v = (v!,v?, v3)! y
w = (w!, w?, w3)’. Calcular

a) P> A (v,w)
b) @> Ag! (v, w)
) ' AP (v,w)

donde {¢', ¢, ¢*} es la correspondiente base dual de R3

3.6. Demostrar que det(A) = det(A?)

3.7. Sea ¢ una la forma lineal en R?. Demostrar que existe un z € R? tnico tal que
(zzw) =@(w) VweR?

Demostrar ademds que
llzll =1lell
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3.8. Desarrollar el cdlculo del determinante de una matriz por columnas: Demostrar

que el determinante de una matriz A = [alj. ?j:l se puede calcular mediante el
desarrollo por los elementos de la tltima columna:

d 2
det(A) = Z(—l)d“fagdet(Af;)
j=1

donde Ajdi es la matriz obtenida a partir de la matriz A suprimiendo la fila j y la
columna d.

3.9. Sea f : R? — R una aplicacién lineal y considerar el siguiente problema: Dado
y € R? hallar x € R? tal que

fx)=y

Sea {ey,...eq} una base de R%. Sea A la matriz representando f en esta base dada
por

o
al..ad
A=lai,...,aq] = .
d ,d
ad .. af

A su vez escribimos x = Zle x'ejey= Zflzl y'e; en funcién de sus componentes en
la base. El sistema de ecuaciones a resolver se escribe

Demostrar que la solucién x del sistema de ecuaciones viene dada por

posicion i
i det(ay,..., Y ,...,aq)
det A

3.10. Con las mismas notaciones que en el ejercicio anterior demostrar que la inversa
de A se puede calcular mediante la férmula

-1 del‘Aadj

det A
donde A,4; es la matriz adjunta de A. La matriz adjunta de A es la matriz de cofac-

tores de la matriz traspuesta de A. La matriz de cofactores se obtiene sustituyendo
cada término a’j por el determinante de la matriz obtenida suprimiendo la filai y la

columna j multiplicado por (—1)*/.
3.11. Sea w € Ay(R?) el elemento de volumen determinado por la base ortonor-

mal {ej,...,eq}, es decir verificando (e;,e;) = 0;; para todo i,j = 1,...,d. Sean
Wi,...,wg € R? y llamemos

gij=(wi,wj) Vi,j=1,....d
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Demostrar que
lw(wi,...,wa)| = vdet(G)

donde G es la matriz de términos g;;; i,j = 1,...,d y concluir que v/det(G) es el

volumen del d-paralelepipedo formado por los vectores wi,...,wq.
3.12. Sean w,...,wg_1 € R, demostrar que

[lwi X Xwg_1]| = Vdet(G)
donde G es la matriz de términos g;; = (w;,w;); i,j=1,...,d -1

3.13. Este ejercicio consiste en aplicar el anterior ejercicio enR3: Seanv,w € R3
y
| vv) (vow)

- [(w,V) (w,W)}
Demostrar que +/det(G) es el area del paralelégramo formado por v y w y concluir

v xwll =V (v, v)(w,w) = (v, w)>






Capitulo 4
Espacio Tangente en R¢

Resumen

En este capitulo se introduce la nocién de espacio tangente en R?. Aqui se ha
introducido el espacio tangente como espacio de derivaciones, uno de los métodos
habituales en geometria diferencial (véase por ejemplo [4]) pues esto nos permite
introducir de una forma inmediata los cambios de base utilizando las herramientas
propias del dlgebra lineal. En la dltima seccién se introduce la nocién de forma
diferencial en un punto p € R?. Las referencias bésicas son [G] y [3].

4.1. Vectores tangentes

EnR? seaU(p) unentornode p € R?. Sea Fp el espacio vectorial de las funciones
de clase C* definidas en U(p) y a valores reales,

fefp, f:U(p)—R

Definicion 4.1. Se llama vector tangente en un punto p € U(p) € R? a toda aplica-
cion

Xp:Fp—R
tal que X, es lineal, es decir
Xp(f+8)=Xp(N)+Xp(g) VSf.g€Fp 4.1
Xp,(Af)=AX,(f) VfeF, VIeR 4.2)

y ademds verifica la siguiente propiedad de Leibnitz

Xp(f8)=ep)Xp(N)+f(p)X,(g) Vf.g€TFp 4.3)

125
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El conjunto de vectores tangentes en p € U(p) se llama espacio tangente en p y
lo designamos mediante 7,

Comentario 4.1. A las aplicaciones que verifican la propiedad (#.3) se les llama
derivaciones.

Veamos una propiedad esencial de las derivaciones:

Propiedad 4.1. Sea X, un vector tangente en p. Si c es la funcion constante entonces
Xp(c)=0

Demostracion:

Basta probar que X,(f1) =0 para la funcién constante fi(x) =1 para todo
x € U(p). En efecto para f(x) = ¢ para todo x € U(p) tendremos

Xp(f) = Xp(c~fl) = CXp(fl)

y bastara probar que X, (fi) = 0: Como fi = fi.f tenemos

X, (f1)=Xp(fi-f1) = filp) Xp (1) + f1(p)-Xp (1) =2X,(f1)

de donde X,,(f1) =0.
||

La siguiente propiedad de los vectores tangentes es también una consecuencia de
la propiedad de Leibnitz (4.3))

Propiedad 4.2. Si f(p) =g(p) =0 entonces X,(f.g) =0

Demostracion:
De la propiedad del producto (4.3) tenemos

Xp(f.8)=f(p)Xp(g)+8(p)Xp(f)=0
| |

Teorema 4.1. 7, tiene estructura de espacio vectorial sobre R con la operacion
suma

(Xp+Yp)(f):Xp(f)+Yp(f) Vf€7"p (4.4)

y la operacion producto por un escalar

(AX,)(f) =AX,(f) YfeF, VieR 4.5)

Demostracion:
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Con las definiciones anteriores de suma de vectores tangentes y producto de
un escalar por un vector tangente se prueba inmediatamente que X, +Y,, es una
aplicacién lineal de 7, — R. Probemos la propiedad de Leibnitz (4.3) para la suma:

(Xp+Yp)(f-g) =Xp(f-g)+Yp(f-g)
=f(p)Xp () +g(P)Xp(f)+f(P)Yp(8)+g(P)Y,(f)
=f(P)(Xp+Yp)(8) +&(p)(Xp+Yp)(f)

y para el producto por un escalar:

(/lXp)(f-g) =/lXp(f~g)
=A(f(p)Xp(8)+&(P)Xp(f))
=Af(p)Xp(8) +18(p)Xp (f)

= f(p)(AX,)(g) +g(p)(AXp)(f)

[ ]

Vamos a ver algunos ejemplos de vectores tangentes. En particular veremos

los vectores tangentes asociados a un sistema de coordenadas. Consideremos un

sistema de funciones coordenadas en R?: Sean {x!,...,x?} un conjunto de funciones
coordenadas independientes de clase C*, es decir un conjunto de d aplicaciones

x:U(p) >R
q—x'(q)

de modo que a cada punto ¢ € R le corresponde un tinico valor de sus coordenadas
(x'(g),...,x%4(q)). Sea p e R y U(p) un entorno de p. La derivada parcial en el
punto p con respecto a cada funcién coordenada x'

(%)p Fpr—R
=)

es un vector tangente pues es una aplicacion lineal ya que verifica las propiedades
#.1) y (#.2y también la propiedad de Leibnitz (4.3).
Propiedad 4.3. El conjunto

TEAESY

forman un sistema de vectores tangentes linealmente independientes.

Demostracion:
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Sea X, =/ll(%) +...+/ld(axid) = 0. Evaluemos X, (x). Tendremos

p p

ox!

2 (P)=4'=0

. Oxt . Oxt
X, (x") =/llW(p)+...+/llﬁ(p)+...+/ld

Teorema 4.2. El conjunto de vectores tangentes

(),

engendra T, es decir teniendo en cuenta la propiedad anterior, es una base de T,
que tiene por lo tanto dimension d.

Demostracion:

Utilizando la formula de Taylor con resto integral (véase teorema[I.1T)) podemos
poner para x € U(p)

1
f(x) =f(p)+Df(p)(x—p)+/O (1-t)(D*f(p+th)(x - p,x—p)) dt

Expresando las diferenciales en coordenadas

=0+ Y 2Ly -p)

=1,..., d

. . . . 1 2
+ Z d(xl_pt)(x/_pf)/o (1—t)ajiaj;j(p+th)dt

Entonces aplicado X, al desarrollo anterior de la funcién f, obtenemos

XN =X(FP)+ Y SE06 =X, )
i=1,....,d
. . . . 1 62
+ Z Xp((X’—p’)(x]—p’))/0 (l—t)axiaj;j(p+th)dt

ij=1,....d

donde observamos que X, (f(p)) =0 porque f(p) es una funcién constante de
x € U(p). Porel mismo motivo X, (p*) = 0. Por otra parte el dltimo sumando también
se anula en virtud de la propiedad (#.2)) ya que cada término de este sumando es el
producto de dos funciones de x que se anulan en x = p.

Asi pues para toda funcién f € F, podemos escribir



4.1 Vectores tangentes 129

of ;
Xpf = IZ P raiily

de donde

siendo A" = X, (x7).
|

Comentario 4.2. De manera equivalente se puede definir el espacio tangente en un
punto p € R¢ como el conjunto

pxRY=RS ={(p,v); v e R’}

con la suma
(p.v)+(p.w) =(p,v+w)

y el producto por un escalar

A(p,v) = (p,Av)

Si{e;;i=1,...,d} es una base de R? estd claro que {(p,e;); i=1,...,d} es una
base de Rg.

Finalmente podemos identificar el espacio tangente de las derivaciones T, con
el anterior ]RZ identificando dos bases, asi por ejemplo si {e;; i=1,...,d} es

una base ortonormal y {x',...,x%} es un sistema de coordendas cartesianas, el

vector tangente X, = ;.1:1 Al (%) lo identificamos con el vector de RZ dado por
p

(p,v) = Zflzl A (p, e;). En definitiva un vector tangente en p es un vector de R¢ cuyo
origen se ha trasladado al punto p.
Esta es la definicion de vector tangente utilizada en [06]].

4.1.1. Ejemplos de vectores tangentes

Vector tangente a una curva

SeaR9 el espacio vectorial de dimension d sobre R. Y sea {)c1 e ,xd} un sistema
de coordenadas en R?. Una curva en R? es una aplicacién (que consideraremos
diferenciable)

¢:la,b[cR > R?

t— ()= (x'(1),...,x41))
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donde hemos simplificado la notacién poniendo c(f) = (c!(1),...,c%(1)) y
xH(1) = (xF o)) (2).

Sea p € R un punto de la curva, es decir, existe un 7y €]a, b[ tal que p = c(to).
Consideremos un entorno de p, U(p) en R¢. Llamaremos vector tangente a la curva
c en el punto p a:

X, Fp—R
f = Xp(f)=(foo) (1)

Expresando en coordenadas (foc)’(¢,)

- of
X,(f) = Za—c(@ &)

para toda f € ¥, por lo que

Xp Z (0)(6x’)

En las aplicaciones mientras no tengamos problemas de defincion en los puntos
extremos (frontera de ]a,b[) o a la hora de calcular los vectores tangentes en es-
tos puntos extremos, podemos sustituir el intervalo abierto |a,b[ por el intervalo
cerrados [a, b] o los intervalos semiabiertos [a,b[ o [a, b].

Superficies en R3

Sea R3 el espacio vectorial de dimensién 3 sobre R con el sistema de coordenadas
{x',x2,x3}. Sea un conjunto abierto D c R2. Definimos una superficie en R? como
una aplicaciéon

¢:D— R
(,v) = ¢p(u,v) = (¢ (u,v), ¢ (u,v), ¢ (u,v))
donde ¢ (u,v) = (x' o) (u,v) i =1,2,3. Sea p = ¢(ug,vo) un punto de la superficie.

Dada la funcién f € ¥, la funcién compuesta f o ¢ es una funcién definida en
D c R? avalores en R

fod:DcR: L up cr? Lr
(u,v) — ¢(u,v) — f(¢(u,v))
Con el sistema de coordenadas {u,v} en R? y {x',x?,x?} en R? la matriz jacobiana

(f o) ((ug,vp) es una matriz de 1 fila X 2 columnas que es el producto de matrices
jacobianas (f”(¢(uo,v0)).¢’ (4o, vo). Desarrollando este producto tenemos
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D _— ol

Y y
f
Figura 4.1 Definicién de superficie en R3
(p) (p)
0
(f°¢>’(P>=[a—f(¢(p>) —f2(¢<p)) a—f(¢(p))] I 99, )‘9;1( )
(p) (p)

de modo que

(Fod) () =|SL 2L 62 () 3 L (o(r) 2 () |

Alas 2 columnas de ( f o ¢)’((p) las llamamos (Tu)p(f) y (Tv)p(f) y asociados
a p y ala superficie. Consideramos los siguientes vectores tangentes

(Tu), Fp - R
0(fo
- "GP = 3 ey,

.....

o 3 6¢’
f—>—v(p)—_lz (¢( )5, ()
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de modo que

—
~
<

=

Il

¢! 0
p IZ 35(1))(@)17—(#(11)

4.1.2. Cambios de base

Sea p € R, U(p) un entorno de p y dos sistemas de funciones coordenadas
{(x',.... x4}y {y',...,y?} relacionados algebraicamente por el sistema de ecuacio-
nes

x=xt 2Ly D)

x4 =xd(y1,y2,...,yd)

Sea 7, el espacio tangente en p. Asociados a estos dos sistemas de coordenadas
tendremos dos bases en 7,,:

{(%)p;izl,...,d} : {(aiyi)p;izl,...,d}

Vamos a deducir la relacion entre las respectivas bases de 7,: Un vector tangente
X, se podrd expresar en cada una de las bases,

d o d d 4
% =22 5w), = 2 (5), @)

Expresando los vectores de la base {(6%[) ;i=1,...,d} en funcién de la base
p
d . .
=] si=1,...,d}, es decir
{(ax )p }
d
0 (0
(57), =2(50), @)
donde o
1 X
aj=2-5(p) (4.8)
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con expresion matricial la ley de transformacion de las bases se escribe

(), (),

La matriz del cambio A es

1
ai ab g—;‘](p) . ayd (P)
A= = .
d d d d
ap - 4g ‘Z;XT(P) gjd (p) |

Sustituyendo en la expresion (4.6)

—_

i=1 i=
obtenemos los coeficientes correspondientes al vector X, en la base

{(%) ; 1=1,...,d} en funcién de los coeficientes del vector X, en la base
p

ay!
tes se escribe

{(i) ; 1=1,...,d}. Matricialmente la ley de transformacién de las componen-
p

1 1 1
A a ...a, u

Comentario 4.3. Sustituyendo el valor de a‘j dado por en @)

(6yl) ZW( )((9x‘)

Con la notacién x = (x',...,x?) para las coordenadas de un punto en el sistema
(' ox?Yy e y=(',...,y) para las coordenadas de un punto en el sistema
(L,...,y%} las ecuaciones del cambio de coordenadas la expresaremos como x =
x(y) (resp. y = y(x)). Dada una funcion f € ¥, llamemos f, (resp. fy) a la funcion
f cuando utilizamos el sistema de coordenadas {y} ( resp. {x}). Podemos poner
entonces fy(y) = fx(x(y)), es decir fy = (fxox) De modo que en un punto p de
coordenadas y(p) en el sistema de coordendas{y} (resp. de coordenadas x(p) en
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el sistema de coordenadas {x}) el valor de (y (p)) e

ﬁfy

d i f
(v(p)) Z (v(p) 55 (x(p)

que es la regla de la cadena.

Ejemplos de cambios de base

Ejemplo 1: Coordenadas polares

En R? consideremos dos sistemas de coordenadas. El sistema de coordenadas car-
tesianas {x, y} y el sistema de coordenadas polares {r,68} en un entorno de un punto
P = (x0,Y0)x,y = (r0,00)r,0. Los dos sistemas de coordenadas estdn relacionadas por

Y
P
r
0
X
Figura 4.2 Coordenadas polares en R?
la ecuaciones
x=rcosf
y=rsinf

En 7, consideraremos las dos bases asociadas

{(:_x)p’( )} y {( ) (aaa)}

La matriz del cambio de base de un vector tangente dado en coordenadas polares a
coordenadas cartesianas serd:



4.1 Vectores tangentes 135

[g (p) 2 (p)}
Y (p) 22 (p)

cosfy —rgsinéy
sinfy rocosfy

La matriz A relaciona la base correspondiente a coordenadas polares en funcién de
la base correspondiente a coordenadas cartesianas,

(2),(5),]-(2),(2), ) [0 )

y permite calcular las coordenadas cartesianas de un vector tangente dado en coor-
denadas polares,
[ ] ["”‘(p) 2’9‘(17)] [ ]
+ () 35(p)
De modo que

(%)p:a—x(p)(i) +@(p)(i) :COSOO(%)p+Sin00((%)p

(%)p——( )(6x)p 60( )( ) ——rosineg(;—x)p+rocoseg(;—y)p

Por ejemplo un vector tangente dado en coordenadas polares

%=3(5),75(53),

En la base cartesiana se expresara

o (), (2,
&]- 1

' =3cos 6o — Srosinfy

donde
cos By —rpsinfy
sin 90 roCOS 90

es decir

A% = 3sinfy — 5r¢ cos by

Reciprocamente consideremos el paso de un vector dado en coordenadas carte-

sianas a coordenadas polares:
r=qfx2+y?

6 = arctan Y
X

La matriz del cambio de base es
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= l v 0+y0 \/y()+y()

2 (p) a; (r)
%(p) 3 S (p)

0+y(, 0+y5
La matriz B = A~! (véase ejercicio relaciona la base correspondiente a coorde-
nadas cartesianas en funcién de la base correspondiente a coordenadas polares:
) )16, o | B B
ox/p’\ay/p arlp \ae/p|"| %¢(p) § (P)

de modo que

0 0 0 0 0 0 0
(7),= 5 0(5), 50 (55), - T o)),

0 0 0 00 0 0 0
&), = 5w(E), 5 0(E),- T 50, 7 (3a),

Un vector tangente dado en coordenadas cartesianas, por ejemplo

%= (5),75(55),

se escribird en coordenadas polares como

%0=u' (), 00 (35),

donde
' X0 Yo 8yo
/J2 _ | N e \/ 0+ \/yo’fyo
M __Yo X0 Yo 8x0
2,02 2,02 ~ 07
XotYo XtV xXoHyg o xg+vg

Ejemplo 2: Coordenadas cilindricas

El sistema de coordenadas cartesianas en R3 viene dado en funcién del sistema
de coordenadas cilindricas mediante:

X =rcosé
y=rsind
=z

La matriz para el paso de un vector dado en coordenadas polares a sus coordenadas
cartesianas en un punto p = (xo, ¥0,20)xyz = (70,680,20)r,0,z €S
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~_ P
Z Y
Sor
0 > ~
X
Figura 4.3 Coordenadas cilindricas en R3
%X (p) 25(p) 25(p)| [cosby —rosindy 0
2(p) 2(p) %(p) =| sinfy rocoséy 0
%(p) %(p) E(p) 0 01

Ejemplo 3: Coordenadas esféricas

El sistema de coordenadas cartesianas en R3 viene dado en funcién del sistema
de coordenadas esféricas mediante:

X =rcosfsing
y =rsinfsing

Z=FrCosyp

La matriz del cambio de base de un vector tangente dado en coordenadas esféricas
a coordenadas cartesianas en un punto p = (X0, Y0,20)x,y,z = (70,60, 90)r,0,, €S:

i) i) i)
B_)rc(p) ﬁ(ﬁ) ﬁ(l’) cos @y singy —rosinfysin g rocos g cos ¢g
A= 9y 9y — | sin@osi O si o
=13 () 35(P) e (p) | = | sinfpsingy rocosysingy rosintpcos gy
5e(p) 5 (p) S&(p) cos ¢y 0  —rosingo

Por ejemplo en el punto p = (1,1,1) 4y, = (\/5,71/4,7r/4)r‘9,¢, la matriz de cambio
de base A es

1_¥3 V3
1 G ¥
A=l 3 7 F
NI
2 2

Sea ahora el vector tangente
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Figura 4.4 Coordenadas esféricas en R3

0 1 /0 1 /0
Xp =2(E)p+@(%);@(@),,

dado en coordenadas esféricas. Sus coordenadas cartesianas seran:

R AR

el I VR 1 B R

vl R
2 oo-2] ] LT

y finalmente X, en coordenadas cartesianas es

\/_
%= (5,725, T (5),

Véanse los ejercicios [4.2] 3] 4] B3]y [4.6] patra otros ejemplos de cambios de
base y vectores tangentes.

4.1.3. Aplicaciones entre espacios tangentes

Sea U(p) un entorno de p € R™ y ¢ una aplicacién de U(p) en R¢ diferenciable:
¢ :U(p) cR™ - R

La aplicacién ¢ induce una aplicacién ¢. entre los espacios tangentes 7, y T (p)
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¢+ Tp = Top(p)
Xp — ¢*(Xp)

definida por la relacién
¢*(Xp)(f) = Xp(f°¢) Vfe 7:¢)(p) 4.9)

La aplicacién ¢, asi definida es lineal. (La demostracién se deja como ejercicio[d.7)

RZ

7 — L

é(p)
p

Figura 4.5 Aplicacion entre espacios tangentes

Calculo de la matriz asociada

Sean {£',...,£#™} un sistema de coordendas en U(p) c R y sea {x!,...,x?} un
sistema de coordenadas en un entorno de ¢(p), V(¢(p)) c R¢, y las correspondien-
tes bases (i) ,(im) de 7, (i) ,...,(i) de 74(,). La

Wowr) oooo\aim ) 4o Doy ), oo 3] o )} 40 To

d . . .
', Tepresentativa de ¢, asociada a estas bases es la matriz de

.....

. _ ] J':]
matriz A = (a;);_,
d filas X m columnas donde la i-ésima columna son las componentes de ¢. (%)

p

en la base de 74 (p):

¢*(%)p =q (%)mm +"'+a?(887)¢<p)

a] viene dada por

=) 1= () o= (2222

Comentario 4.4. Abusando del lenguaje, la notacion habitual es poniendo

(xog)(&',... &™) =x"(x!,.... &™) Vi=1,....d
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¢ :U(p) cR™ - R
® L 8) — (@A, X3 2™)

y escribimos simplificando la notacion

; 6x
-

i=1,....d; j=1,....m

Comentario 4.5. Si identificamos T, con R™ y T4(p,) con R entonces ¢, es la
diferencial de ¢ en el punto p:

En el ejercicio [1;8'] se propone calcular ¢. X, para un vector tangente X, de 7).

Ejemplos
= Sea

¢:la,b[—R?
t— ()= (x'(1),...,x4(1))

una curva en R?. Para p €]a, b[ vamos a calcular c, (%) : Tenemos
p

C*(%)p =a (%)c(m +"'+ad(ai_d)c<p>

a—c*( )()—( )(xOC)—

donde hemos simplificado la notacién poniendo x’ en lugar de (x* o ¢). Finalmente
concluimos que

d
c*(z)p _( )( )c(p) . _( )(6xd)c(p)
es el vector tangente a la curva en el punto c(p)
= Sea
$:10,1[>-> R?

u,v — (x1,x%,x%)

una superficie en R? y p €]0, 1[%. Vamos a calcular ¢, (6%) y ¢ (%) :
p p
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~—

¢*(%)p - ai(%)tb(zﬂ) +ai(%)¢(m +ai(%

¢(p)
¢*(%)p - aL (%)tb(p) +a% (%)qﬁ(ﬂ) +a%, (%)cb(p)

y tendremos

; ox!
a, = a_u(P)

. oxt
a, =—
v=75,P)
es decir ¢, (a%) es el vector tangente (T, )¢ (p) Y P« (%) es el vector tangente
p P

(Tv) ¢ (p) que son los vectores tangentes asociados a la superficie.

4.2. Formas diferenciales en R?

4.2.1. Nocién de forma diferencial

En R¢ sea U(p) un entorno de un punto p, sea 7p el espacio tangenteen p y 7,
su espacio dual .

A los elementos w, de 7" les llamamos formas diferenciales en el punto p. Es
decir, una forma diferencial w, es una aplicacién lineal de 7, en R

wp Tp =R
Xp = wp(Xp)

de modo que

wp(Xp+Yp) =wp(Xp)+wp(Yy) VX, Y, €7,
wp(AXp)=Adw,(X,) YAER VX, €7,

Ejemplo de forma diferencial

Dada una funcién f : U(p) — R de clase C*, es decir f € ¥, definiremos una
forma diferencial asociada que llamaremos diferencial de f en p y la escribiremos
como df,, de modo que

dfp(Xp) = Xp(f) VXp € 7;7

Veamos que efectivamente df,, es una forma diferencial en p:



142 4 Espacio Tangente en RY

dfp(Xp"‘Yp)=(Xp"'Yp)(f)=Xp(f)+Yp(f)=dfp(Xp)+dfp(Yp) VXp’YpE(T[;
dfy(1X,) = X, (AX,) = AX,(f) = Adf,(f) YAE€R VX, eT,

Veamos la relacién con el concepto de diferencial de una funcién en un punto
introducido en el capitulo[T} Con la notacion del capitulo[T|para la diferencial de una
funcién en un punto, observemos que

dfp = DF(p)

En efecto, consideremos el sistema de coordenadas cartesiano y tomemos un vector
tangente en p,
0 0
Xp= (L) +osat( L)
ax 1 p 6xd p

0 0
()= Xp (P =2 2 () 4421 2L )

Por otra parte segin el concepto de diferencial en el punto p introducido en el
capitulo|l|segtn el cual

tendremos

DF(p):RY >R

es una aplicacién lineal, tendremos que para un vector v € R¢ de componentes
/ll
Ad

resulta

/ll

d
f(p) | =2
A

af
oxd

0
2 meaat 2L p)

DI =| S5 ).

4.2.2. Bases en el espacio de formas diferenciales

Sea U(p) € R un entorno de un punto p. {x',...,x%} un sistema de coordenadas
en U(p) c RY. Las coordenadas x’ : U(p) — R son funciones de ¥,. Podemos

considerar sus formas diferenciales asociadas, es decir { dx;, ceey dxg} de modo que
para un vector tangente X, =/ll(%) +...+/1d<%)
P P

d

dx’ (X,) = dx?, d/li i = /liaij_' =
p(Xp) P(Z (6Xl)p) le 6x’(p)

i=1 i=



4.2 Formas diferenciales en R4 143

nos da la j-€ésima componente de X,,. Veamos que este conjunto de d formas
. . . o
diferenciales es precisamente la base dual de la base {(W)p,. ( axd) } de 7,

en efecto

(), = g0 =2

Tenemos pues que toda forma diferencial w), € 7" se podrd expresar como combi-

nacion lineal de las formas {dx}; i =1,...,d},
d .
wp = Z/l,-dx’p
i=1
donde P
1 =wp(55)
en efecto,

d

(axf) Zﬂdx (( ))zzli%(zﬂ)zﬂj

4.2.3. Cambios de base en el espacio de formas diferenciales

Sea p € R, U(p) un entorno de p y dos sistemas de funciones coordenadas
1 d 1 d i d i d
{x seeesX }y{y sees }en U(p). Sean {dx),,...,dx5}y {dy),,....dy}} las res-
pectivas bases asociadas en 7. Dada w), € 7, podemos expresarla en cada una de

las dos bases
d o d _
wp = Z/ljdx{, = Zpidy’p
j=1 i=1

Expresando cada una de las dy?,, i=1,...,d en funcién de las formas diferenciales
dx},, j=1,...,d ponemos

d
dyl, =" bldx),
j=1

donde )

; ; 0 0y

o), )- 2

i=D\\557), 50 P
sustituyendo
Z/l dxp Zz,u,b’dxp
i=1 j=1

de modo que
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d
/lj = Z,u,b’j
i=1

Matricialmente la ley de transformacién de coordenadas de una forma diferencial se
escribe,
I
by ...
[A1...Aa]l = [u1.. . pal .

d
b ..

La matriz del cambio de base B es

ay! Ay!

bi ... b} S (p) - 522 (p)
T

d G (p) - 52 (p)

Por otra parte la ley de transfromacion de las bases se escribe :

ay! ay!
dy,, S (p) e 2 (p) | [dx),
EL A -
dyp S (p) . 322 (p) dxy,

Véase el ejerciciod.9]para la relacién entre la matriz de cambio de base en el espacio
tangente y la matriz de cambio de base en el espacio dual de las formas diferenciales.
Ejemplos de cambios de base

Ejemplol: Cambio de polares a cartesianas

La relacién entre las coordenadas cartesianas y coordenadas polares es

X =rcosf

y=rsinf
La base de 7;,* en cartesianas es

{dxp s dyp}
y la base en polares es

{drp,db,}

La relacion entre las dos bases es
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para un punto p = (rg,6p) dado en coordenadas polares.
Se deja como ejercicio [4.10| calcular la relacién entre las bases de formas dife-
renciales correspondientes a coordenadas esféricas y cartesianas.

Ejercicios del Capitulo 4]
4.1. Verificar que las matrices de cambio de base A y B en el ejemplo 1 verifican
B=A""

4.2. Sea un punto p € R* de coordenadas p = (1,1) en coordenadas cartesianas y
p = (V2,7/4) en coordenadas polares. Sea el vector tangente en el punto p dado en
coordenada cartesianas por

%= (5),72(55),

expresar X, en coordenadas polares.

I
Yo

o

X0

Figura 4.6 Vector tangente en R?
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4.3. Hallar la expresion de un vector tangente en el punto p de una curva que se
apoya en un cilindro de radio unidad.
Indicacion: Una curva en R3 se escribe,

c:la,b[— R}
t— (x(1),y(1),z(1))

La ecuacion del cilindro es
x4+ y2 =1

por lo tanto los puntos de la curva dada verificardn
() +y*()=1 Vie(a,b)

o trabajando con coordenadas cilindricas, la ecuacién del cilindro es r = 1 y los
puntos de la curva verificaran r(t) = 1 para todo t €]a, b].

Figura 4.7 Curva sobre un cilindro
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4.4. Hallar la expresién de un vector tangente en el punto p de una curva trazada
sobre una superficie de revolucion.

Indicacion: Tomamos el eje de revolucion el eje z y trabajando con coordenadas
cilindricas la ecuacion de la superficie se puede poner de la forma r = r(z).

Figura 4.8 Curva sobre una superficie de revolucién
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4.5. Hallar la expresién de un vector tangente en el punto p de una curva trazada
sobre un toro de ecuacién, en coordenadas cilindricas, r = r(z) donde r(z) estd
definido implicitamente por la ecuacion

(r-R)*+z* =1
despejando r = r(z) tenemos que la parte exterior del toro es
r=R+V1-22

y la parte interior del toro es
r=R-+V1-22

Considerar lor tres casos siguientes:

Figura 4.9 Curvas sobre un toro

a) La curva es la circunferencia de radio R + 1 y centro el origen de coordenadas, es
decir

c:[0,2n[—>R?
1= (r(1),0(1),z(1))

donde r(¢) =R+1,60(¢t) =ty z(t) =0.
b) Circunferencia que es la seccién transversal segtin el plano x — z, es decir

c:[0,27[—> R?
t— (r(1),0(1),z(1))

donde r(t) = R+cost, 6(t) =0y z(t) = sint.
¢) La curva (una helicoide que se apoya sobre la superficie del toro) viene dada por
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c:[0,2x[—> R3
t— (r(1),0(1),2(1))

donde r(t) = R+cost, () =t y z(t) = sint.
4.6. Hallar el vector tangente en un punto p de la hélice

c:[0,27] > R?

t = (x=cost,y=sint,z=t)
Dar el resultado en coordenadas cartesianas y en coordenadas cilindricas.

4.7. Demostrar que la aplicacién ¢. definida por (4.9) es una aplicaci6n lineal entre
los espacios tangentes 7, y 75 (p)-

4.8. Sea U(p) un entorno de p € Ry ¢ una aplicacién de U(p) en R¢ diferenciable:
¢:U(p) cR™ > R4

Dado un vector tangente en 7,

X, zﬂl(ai] )p+...+ﬂd(azl)p

calcular ¢.X),.

4.9. Establecer la relacién entre la matriz de cambio de base en el espacio tangente
y la matriz de cambio de base en el espacio dual de las formas diferenciales.

4.10. En R? hallar en un entorno U(p) de p = (ro, 60, ¢o) la relacién entre las bases
de formas diferenciales en coordenadas esféricas y en coordenadas cartesianas.






Capitulo 5
Campos y Formas

En este capitulo construimos primero los tensores sobre el espacio tangente intro-
ducimos la nocién de campo vectorial, formas y mds en general campos tensoriales.
Un campo vectorial es una aplicacién definida en un abierto de R¢ que asigna a cada
punto un vector del espacio tangente en este punto. Una forma es una aplicaciéon que
en cada punto asigna una forma diferencial del espacio de formas diferenciales en el
punto. Del mismo modo un campo tensorial serd una aplicacién que asigna a cada
punto un tensor en el espacio de tensores construido a partir del espacio tangente y
el espacio de formas diferenciales en este punto.

La referencias bdsicas son [6] y [3]. Véase también [5]] para un desarrollo mas
sencillo.

5.1. Tensores sobre el espacio tangente y el espacio de formas
diferenciales

En R sea U(p) un entorno de un punto p € R y sea 7, el espacio tangente en p.
Por otra parte sea 7" el espacio dual del espacio tangente de las formas diferenciales
en el punto p. A partir de estos dos espacios se construyen los respectivos espacios
de tensores, covariantes, contravariantes y mixtos.

A continuacién en cada punto p € R consideraremos los espacios de tensores
covariantes de orden k, My (7,) y los correspondientes espacios de tensores anti-
simétricos de orden k, Ax(7,). En particular los tensores de orden k =1 son las
formas diferenciales. A los elementos de Ax(7),) se les llama formas diferenciales
de orden k.

151
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Ejemplos de espacios de tensores diferenciales y bases respectivas

Recordemos las bases de 7, : Sean xL . x%un conjunto de funciones coordenadas

independientes. Sea p € R? y U(p) un entorno de p y las derivadas parciales en el
punto p con respecto a cada funcién coordenada x*

(%)p Fpr—R
=L

Segiin vimos en el capitulo[]el conjunto de derivadas parciales en el punto p

{(%),ﬁ i=1,....d)

es una base de 7,,. Por otra parte el conjunto de las diferenciales en el punto p

{dxi:i=1,....d}

i
p!

es una base de ‘7;3*.

Tensores de orden 2
El espacio M;(7),) de tensores de orden 2 tiene dimensién 32. Una base es
{dxl, @ dxys i, j =1,2,3}

Un ejemplo de tensor de orden 2 es el producto escalar de dos vectores, o tensor
métrico fundamental. Su expresién en un sistema de coordenadas cartesianas {x, y,z}
es

T,=dx,®dx,+dy,®dy,+dz, ®dz,

Aplicando este tensor a dos vectores tangentes

0 0 0
Xp =2l (2-) +2(o) +2 (o

P (6)( p+ (6y p+ (6z)p
0 0 0

) ) )

p= (o) e Gs) e )

resulta
Ty(Xp,Y,) = At + 2% + 23
Sea ahora {y',...,y} otro sistema de coordenadas y {dy},....,dy%} la base del

espacio dual 7, asociada a este sistema de coordendas. Veamos como expresar el
tensor T}, en esta otra base, es decir queremos hallar los (7; j)flj:] tales que
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d
— i J
Ty = Z Tijdy, ®dyyp
ij=1
Vamos a ver que

T,»,-:T,,((aiyi)p,(aiyj)p) Vij=1,...d

En efecto aplicando T}, a estos vectores

d
) )= et =i (50,455,

d
= > Tusksh=T;
k,l=1

En el ejercicio[5.1]se propone calcular el tensor métrico en coordenadas cilindricas
y en el ejercicio[5.2]en coordenadas esféricas.

Tensores antisimétricos

Sea {x!,...,x%} el sistema de coordendas cartesiano en R¢ y {dxﬁ,; i=1,...,d}
la base correspondiente 7. La base de A (7)) es el conjunto

{dx) A+ Ndxiks 1<y <ip <...<ip < d}
. . cocdy _d)
de II.l()'dO que Ag(7,) tiene dimension (k) = o Un tensor w, € Ax(7,) se
escribird de la forma

- 1,0 P AL, i
“r= Z /lll,lz,...,zkdxp A /\dxp

1<i)<iz<...<irp <d

Por ejemplo el elemento de volumen en un punto p de R? es el tensor

wp € Ag(Tp) tal que wp((%)p,..., (axid)p) =1 donde {x!,...,x%} son la coor-

denadas cartesianas. Es decir

1

wpzdxp/\---/\dx

Sean ahora otro sistema de coordenadas {y'...,y¢}. En este nuevo sistema de
coordenadas el elemento de volumen se expresard como

wp =dxy, A Adxd = dyl, N Ay

donde A = det(A) siendo A = [% (p)]: En efecto, poniendo
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() )

0 0
=dx' Ao Adxd (—) ,...,(—) ) =det(A
p pl ayl/p ayd/p (4)
donde A es la matriz de cambio de base

1 1

ar(p) . 552 (p)
. e

Gr(p) ... $5(p)

En el ejercicio[3.11]se relaciona el elemento de volumen con la matriz asociada al

tensor métrico T), = dx, ® dx,, +dy, ®dy, +dz, ® dzp: El elemento de volumen w,
en coordenadas cartesianas es w, = dx}, A A dx,‘f y en las coordenadas {y',...,y¢}

es wp = Ady}, A--- A dy‘; donde A = +/det(G) siendo G = (Tij)idjzl'

Ejemplos
Por ejemplo el elemento de volumen en R? en coordenadas cartesianas x, y, z es
wp =dxp Ndy, Ndz)p
En coordenadas cilindricas, en un punto p de coordenadas (r,6,z) es
wp =rdrp, ANdf, ANdz,,
y en coordenadas esféricas
wp = r? sinpdr, Ade, AdB),
(véanse ejercicios[5.3]y[5.4)

Nota:Para simplificar la notacién y mientras no de lugar a confusién omitiremos
el punto p en el que se evaluan los coeficientes. Por ejemplo ponemos r en lugar de

r(p).

Producto vectorial

Sea {y',y?,y®} un sistema ortogonal de coordenadas (no necesariamente el sis-
tema cartesiano) con el tensor métrico

T, =E1dy;,®dy},+E2dy§,®dy§,+E1dyi,®dy§,

y sean dos vectores en el espacio tangente 7,
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X, =1 (aiyl)pmz(aiyz)p ”S(aiﬁ)p

0 0 0
o= (551), +#°(5), +(553)
P /J 8}71 p lu ayz p /“t 6)’3 p
Vamos a calcular el producto vectorial X,, XY, en este sistema de coordenadas:
Pongamos

0 0 0
Z, =X, XY, = 1(—) + 2(—) + 3(—)
P "’”Zaylpzay2pzay3p
Por la definicién de producto vectorial
Tp(Zp, W) =wp(Xp,Yp,W,) YW, e7,

La coordenada i-ésima de Z,,, z' la obtenemos de

) e )

En las coordenadas {y',y2,y?} el elemento de volumen es (teorema y ejercicio

B.11)
wp =/ldy}, /\--~/\dyf7 =+/det(G) dy;, /\~~-/\dyld7 =+E|EyE; dyl, /\~~~/\dyf7

de modo

s Parai=1:
/11 Hl 1 /ll /Jl 1
VE B2 E5
Eiz' = VE EaEsdet | A2 1207 z'= 122258 ger [ 22 42 0
B30 E, B30
s Parai=2:
A p 0 VEEE |40
Erz2 =E EsEsdet | % 12 1 2= %det 22
/13 #3 0 2 /13 ll3 0
= Parai=3
A w0 VEEE | |LK0
Es7® = E\E2Esdet | A% 12 0 3= IE—“det 2120
/13 /13 1 3 /13 #3 1

y formalmente podemos escribir
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1,1 1 a9
u E_l(a—yl)p
2,2 1 9
XPXYPZ\/ElEQEj,det A5 u Fz((?—yz)p
3,3 1 a9
A E(a_ys),,

5.2. Campos vectoriales y tensoriales

Sea Q un abierto de R? y en cada punto p € Q consideremos el campo tangente
7p- Designamos mediante 7 = {J,,cq 7- A esta union de espacios tangentes se le
llama fibrado tangente.

Definicion 5.1. Sea Q un abierto de R%. Un campo vectorial definido en el abierto
Q es una aplicacion que asigna a los puntos de Q un elemento del fibrado tangente
T, mas precisamente:

F:Q—>T
p—F(p)=F,

donde F), € T,,. Es decir la imagen de p por F, F(p) = F), es un vector del espacio
tangente en p.

Cada operacién posible en un espacio vectorial tangente se puede traducir en
una operacion de campos vectoriales. Por ejemplo, sean Fi,F3,...,...Fz_1 cam-
pos vectoriales en Q c R4 podemos definir el producto vectorial de d — 1 campos
mediante

(FiX--xFg-1)(p) =F1(p)x--XFg_1(p) VpeQ

Del mismo modo se definen el producto escalar de dos campos F' y G,

(F,G)(p)=(F(p),G(p)) VpeQ

Comentario 5.1. Recordemos que en el contexto en que estamos trabajando el
espacio tangente en un punto p se identifica con el espacio p xR = Rfl, (véase el

comentario . Los vectores v, de R?, son los pares (p,v) conv € R%. Cada vector
de Rfl, se compone de un punto p € Q c R% y un vector v € R%. Un campo vectorial

asigna a cada punto p € Q c R% un vector en Rg y por tanto las imdgenes de un
campo F pertenecen a espacios vectoriales diferentes.

De manera mds general definimos la nocién de campo tensorial:

Definicién 5.2. Sea Q un abierto de R. En cada punto p consideramos el espacio
tangente T,. A partir de este espacio tangente podemos construir los espacios de
tensores My (7T,). Un campo tensorial covariante de orden k definido en el abierto
Q es una aplicacion que asigna a cada punto p € Q un tensor de My (7,):
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T:Q— | M(7;)
peQ
p—T(p)= Tp
donde T, € My (Tp). Del mismo modo se definen los campos tensoriales contrava-
riantes y mixtos. En particular llamaremos forma de orden k en Q o simplemente

k-forma sobre Q a una aplicacion w que asigna a cada punto p € Q una forma
diferencial w, en A (7,):

w:Q— U A (Tp)
peQ

p o w(p)=wp
donde wp, € A (7p).

Comentario 5.2. En [3] se introduce la nocion de forma diferencial como una
aplicacién de un abierto Q c R¢ en A (R9) sin hacer referencia al punto origen del
espacio tangente Rg =7p.

Comentario 5.3. En el abierto Q c R? sea un sistema de coordendas {x',...,x%}y
en cada punto p € Q consideremos la base del espacio 7, asociada {dxll,, e ,dxg 1.

Sea A (Tp), la correspondiente base es {dxﬁ} /\---/\dx;f; 1<ip<...<iy<d}.
Sobre Q definimos las 1-formas

dx': p e Q- dx), € A ()

dx?:peQ— dxd e A (T,)

de modo que para todo p € Q

wp = Z wi,___ik(p)dxg/\~~-/\dxg‘

1<ij<...<ix<d

y toda k- forma w definida sobre Q se podrd expresar como

w= Z wil___ikdxi‘ A Adxt

<i1<...<ix <d
que queda determinada por la funciones
wi,..i, >R
P — Wi i (p)

Definicién 5.3. Sean w y n k-formas definidas en un abierto Q de R y sea f una
funcion de Q en R, definimos la suma de dos k-formas w +n mediante
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(w+m)(p)=w(p)+n(p) VpeQ (5.1)

y definimos el producto de una k-forma w por una funcion f mediante

(fw)(p)=f(p)w(p) VYpeQ (5.2)

Como el conjunto de funciones es un anillo (y no un cuerpo) el conjunto de
formas con la suma de formas y el producto por una funcién es un A-médulo (y no
un espacio vectorial).

Ejemplo de una 1-forma

Sea f:QC R4 — R una funcién diferenciable definida en un abierto Q, entonces
Df(p) : RY — R es una aplicacién lineal, es decir D f(p) ¢ A;(R%). Un vector
tangente X, en p lo podemos representar de la forma X, = (p,v) con v € R4,
Definimos entonces una 1-forma en los puntos p de Q mediante

df (p)(Xp) =D f(p)(v)

donde X, = (p,v) € Rg =7, es decir

df QR - | ] Ai(75)

peQ
p—df(p)
En particular si tomamos como funcién f las funciones coordenadas{x!,...,x4} ob-
tenemos las 1-formas dx',i =1,...,d. Observemos que con las notaciones anteriores
dx'(p) = dx},. Vamos a expresar la df en funcion de las formas dx' i = 1,....d.

Teorema 5.1. Si f: Q c R? — R es una funcion diferenciable

_of of . a
df—@dx +"'+ax—ddx

Demostracion:

Para todo p € Q y paratodo v, = (p,v) €7,

(D)) =DF (D0 = 2L (o oot 2L ot
of of

= ﬁ(ﬁ)dxll,(lfp)+"'+&C—d(p)dxﬁ(vp)

De modo que en todo punto p
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af
d =—
f(p)= =3
y por lo tanto
9f .1
df = @dx +---

Ejemplos de formas

Sea Q un abierto de R4

axd

f

0
(p)dx), +m+o”!x_d(p)dxg

af

dx?
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1. Una O-forma la identificamos con una funcién f : Q — R. La dimension del

espacio de 0 formas es 0.

2. Una 1-forma en Q en un sistema de coordendas {x',...,x4}:

d
w= Zwi dx!
i=1

La dimensién del espacio de 1-formas en R¢ es ('il) = d. En R? tomando las

coordenadas cartesianas x, y, z se escribe

w=adx+bdy+cdz

que se puede identificar con un campo en R?

F:Q—>7T

p— F(p)=(a(p),b(p).c(p))

3. Una 2-forma en R? se escribe en las coordenadas cartesianas {x,y,2}

w=adyANdz+bdzANdx+cdx Ndy

que se puede identificar con un campo vectorial en R

FQ—->7T

p— F(p)=(a(p),b(p),c(p))

La dimension del espacio de 2-formas en R3 es (3) = 3.

4. Una 3-forma en R se escribe en las coordenadas cartesianas {x, y, z}

w=adxNdyANdz

que se puede identificar con la funcién
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a:Q—R?

p —a(p)

La dimensién del espacio de 3-formas en R es (;) =1.

Comentario 5.4. En el apartado veremos con mds generalidad la correspon-
dencia entre campos y formas.

5.2.1. Aplicaciones entre campos tangentes y espacios de formas

Aplicaciones entre campos vectoriales

Recordemos la aplicacion entre espacios tangentes inducida por una funcién ¢
diferenciable en un abierto Q de R™ a valores en RY.
Sea Q c R™ un abierto y ¢ una aplicacién de Q en R? diferenciable

¢:Q—>Rd
p—9(p)

En cada punto p € Q la aplicacién ¢ induce una aplicacién ¢. entre los espacios
tangentes 7, y T (p)

¢« Tp = Tp(p)
Xp — ¢*(Xp)

definida por la relacion

¢(Xp)(f)=Xp(fod) VfeEFpp (5.3)
La aplicaci6n ¢, asi definida es lineal (Véase ejercicio 7] del capitulo [).

Observacién 5.1. Identificando T, con R™ y T4,y con R? entonces ¢, es la
diferencial de ¢ en el punto p:

En efecto dado p € Q se tiene una transformacion lineal
D¢(p) :R™ —R?
que nos lleva a la aplicacion entre espacios tangentes

b« Tp = To(p)
vp = ¢ (vp) = (Dg(p)(V) p(p)

donde v, = (p,v) € Rg =Tp.



5.2 Campos vectoriales y tensoriales 161

Sean {£!,...,%#™} un sistema de coordendas en Q c R™ y sea {x!,... ,xd} un sis-
tema de coordenadas en ¢(Q), y las correspondientes bases {(a%l)p’ e (%)p}

. N
de 7,y {(5_(11)¢(p)’ . (%)Mp)} de Tg(p). La matriz A = (a])]_, represen-

..... m
tando ¢, asociada a estas bases es la matriz de d filas y m columnas (véase el capitulo

subseccion[4.1.3]) dada por
4]

oxt

) =) onr=(222)

aj = ¢*( o5

Pasemos a campos: Sea X un campo en  es decir una aplicacion que a cada p € Q
le asigna un vector tangente X, en 7,. Definimos ahora ¢.X como como el campo
en ¢(Q) tal que

(6:X)g(p) = 0:Xp

Observemos que en la anterior definicién estamos utilizando la notacion ¢, para dos
conceptos distintos: El primer miembro es la definicién de ¢.. aplicada a un campo
y el segundo miembro es la aplicacion a un vector tangente.

Ejemplos

1. Campo tangente a una curva: Sea una curvaen R? y sean {x!,...,x?} un sistema
de coordenadas.
c:la,p[cR > RY
t— (1) = (x' (1), ...x° (1))

donde abusando del lenguaje hemos escrito x’ () = (x o c)(t). Vamos a calcular
Cx %. Para cada punto c(¢) de la curva

(C*%)c(t) :C*<%)t

R IR

Parai=1,...,d resulta

a(t) = (c*%)t(xi) = (%)t(xi oc)= %i(t)

de modo que
d 1N/ (9 dnr (9
C*dt ) axt %) x4

2. Campos tangentes a una superficie: Sea
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#:10,1[>’c R> - R?
v — (' (), 5% (u,v),0 (u,v))

una superficie en R?. Vamos a calcular la imagen por ¢, de los campos de la
base {a—au, %}, es decir ¢*% y ¢>*3—‘9v: Para cada punto ¢(p) de la superficie

0 0
(‘ma)qs(p) - ¢*(£)p

d
(o 5)¢(,,) ¢*(5),,

Para los campos resulta,

8 0 .0 50

¢*—=“uﬁ+“ ax? " gy
0 0 0

1 2 3
3 TS ta T3
¢ G T T3

donde los coeficientes son las funciones parai =1,2,3

a

i ( )( )_8(xo¢) o'

u du ou

-~

( )( )_6(x op) oxt

ov arn

Aplicaciones entre formas

La aplicacion ¢ : Q — R? induce la aplicacién entre tensores
¢": Ac(Tp(p)) = Mic(Tp)

y vamos a ver que ésta a su vez induce una aplicacién que a cada k-forma w de R?
le hace corresponder una k-forma ¢*w de R™. En efecto basta poner

(¢"w)(p) =¢" (w(¢(p)))

que escribiremos

(6"w)p =" (Wp(p)
Observemos que en la anterior definicién estamos utilizando la notacién ¢* para
dos conceptos distintos: El primer miembro es la definicién de una aplicacion entre

formas y en el segundo miembro ¢* es una aplicacién entre tensores antisimétricos.
Esto significa que si vy, ..., Vi son vectores tangentes en 7, se tiene
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(0" W)p (Vs Vi) =W (p) (0 (V). ..., (Vi)

Para las formas de orden 0, es decir las funciones, convenimos ¢*g = g o ¢.
En el siguiente teorema se dan las propiedades mds importantes de la aplicacion
¢* entre formas.

Teorema 5.2. Sean Q un abierto de R™ y ¢ : Q ¢ R™ — R? una aplicacion dife-
renciable, entonces

a)
* g 0 _ S a¢l af .
¢ dx _Z(w d#/ Vi=1,....d
Jj=1
b)
¢ (w1 +w2) =¢"(w1) +¢" (w2)
c)
¢ (g.w)=(g0¢).¢’w
d)
¢ (wAn) =g wAd
Demostracion:
a) Tenemos
$:QCcR" >RY
p— ¢(p)
y sean {£!,...,#™} el sistema de coordenadas en R” y {x',...,x%} el sistema de

coordenadas en R? y
¢ wg(p) € M(Tp(p) = ™ (W) = (8"w)p € Ak (Tp)
Para todo p € Qy paratodo v, = (p,v) € 7, =R}

(¢’*dxi)p (Vp) = ¢* (dxip(p))(vp) = dx;(p) (¢*Vp)
= dvly(, (D¢(p) (V) = dxly ) (D' (p)v..... D" (p)v)

' m o 1 . d 0 d i
=dxiz)<p>(z; %([))V]""’Z‘ aﬁj )
j= =

m 9 i ) m 9 i N
=) S (o = L (mdsh(vy)
= =

b) Paratodo p € Q:
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(¢" (@i +w2)), =¢" (W1 +@2)g(p)) = ¢ (W) (p) + (WD) ()
= ¢* ((‘Ul)(p(p)) +¢*((‘U2)¢(p)) = (¢*‘Ul)p + (¢*w2)p
= (¢" (@) +¢"(@2),

¢) Paratodo p € Q:

(¢"(8-0)) , = 4" (8(D(P)wo(p)) =&(¢(P)) ¢ (g (1)
=(g°9)(p)(¢"w)p

d) Para todo p € Q: Aplicamos la propiedad[3.2] (e) del producto exterior.

(@ (@A), =¢"((WADg(p)) =" (Wp(p) AN())
=P We(p) N Np(p) = (7 w)p A ("1

Como aplicacion de las anteriores propiedades véase el ejercicio[5.3]

Teorema 5.3. Sea Q c R¢ un abierto y ¢ una aplicacion de Q en R diferenciable

entonces
¢ (hdx' A Adx?) = (ho ¢)det(p)(dx' A--- Adx?)

Demostracion:

Puesto que
¢ (hdx' A---Adx?) = (ho¢)¢* (dx' A--- A dx?)
basta probar que
¢ (dx' A Adx?) = det(¢") (dx A--- A dx?)

Vamos a dar dos demostraciones :

= Primera demostracién: Sea p € Q y sea {ej,...,eq} la base en 7, dada por

e; = (%)p y respectivamente e¢; = (%)Cb(lﬂ la base en 74(p). Sea (a{ gj:l
matriz correspondiente a ¢. : 7, — T4 (p). Las columnas de esta matriz son las

o)

axt

la

componentes de ¢*( ) en la base de 74 (,). De modo que q) = 9’ (p). En
P

i Oxt

definitiva la matriz (a’

)lfszl es la matriz jacobiana ¢’(p). Tendremos
¢ (dx' A Adx?) = Adxt A A dx?

Evaluemos A:
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((Z)*(dxl /\-~-/\dxd))p(e1,...,ed) = (dx}p(p) /\'"/\dxg(p))((ﬁ*el,-~-,¢*ed)

d

d
1 d j j
=(dx¢<p)/\---/\dx¢(p))(g a{ej,..., E ailej)
=1 =1

= det(a{ (p)) =det ¢'(p)

= Segunda demostracién: Utilizaremos las propiedades (a) y (d) del teorema@

G (dx" A Adx?) = ¢ dx A A Bt dx?
2 0¢1 . d 6¢d ]
:(;def)/\.../\(;ﬁdx;)

o o (1) o o(d)
= 3 sano) D T p e = der (91 )
X X

oePy

donde hemos tenido en cuenta la antisimetria del producto exterior.
[ ]
En el ejercicio[5.6]se proponen distintos célculos donde se aplican las propiedades
anteriores.

5.2.2. Relacion entre campos y formas

Vamos a estudiar en un contexto general la relacion entre campos y formas.
Mis precisamente, en un abierto Q de R? asignaremos a cada forma un campo y
reciprocamente.

Nos situamos en R? con un sistema de coordenadas {)c1 et ,xd} ortogonal aunque
no necesariamente el sistema ortonormal cartesiano. Sea {%, e, %} la base de
campos vectoriales y {dx!,...,dx?} la correspondiente base dual. Sea T el producto
escalar euclideo en R¢ que en el sistema de coordenadas ortogonal anterior tendré
la expresion

T =E dx' @ dx! +~~+Eddxd®dxd

La norma de los vectores de la base del campo vectorial es

0 0o 0
51l = /T )= VE;
X

Axi” oxt
Eligiendo
1 0 1 0
ei=———=—=— Vi=1,...,d
LIl o VE; ox'
obtenemos la base ortonormal {ey,...,e4}. Tendremos la relacién dx’ (e j)= V%&;
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Campo asociado a una 1-forma

Habitualmente y mientras no de lugar a confusion escribiremos (F,V) en lugar
de T(F,V) para designar el valor del tensor métrico aplicado a dos campos F y V.
Dado un campo en F le asociamos una forma wr mediante la siguiente relacién

wr(V)=(F.V) veT=[]7,
peQ

Sea el campo F = F lei+---+ Fle,, vamos a calcular la 1-forma asociada
wr =A1dx" +... 15dx?: Tomando V =¢; parai=1,....,d

wr(e;) = (F.e;)
Por una parte
1 0 1 0 A
wr(e) =d1dx' (— =)+ + g dx?(——) = ==
Fle)) =4 (\/Eax’) d (\/Eﬁx’) VE
por otra parte _
(F,e;))=F'

de modo que A; = F'+/E;. Es decir finalmente la 1-forma asociada al campo F es

wp =FWE dx" + -+ FA\E  dx*

Ejemplo

Sea f:Q — R una funcién diferenciable y sea df la 1-forma dada por
df = %dx1 oot gx—fddxd en el sistema de coordenadas ortogonal {x',...,x%}.
El campo asociado se llama gradiente de f y se escribe V f que en la base ortonor-
mal {e],...,eq}, donde e; = ‘/%%, se escribird

1 0 1 0
Vo L Lo,
VE1 6)61 \/Ed axd

Por ejemplo en coordenadas cilindricas

x =rcosf
y=rsinf
=2

El campo tensorial métrico fundamental en coordenadas cilindricas es (véase ejer-
cicio[5.1).

T=drxdr+r*d0®d0+dz®dz

Tendremos
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" or
190
ee_rﬁg
_—
£ 9z
Sea
f:Q-R3

(r,¢,2) = f(r,6,2)

la diferencial de f es

_of  of af
df = o dr+69 do+——dz
el campo asociado es
of 10 af
R e TR m
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Dejamos como ejercicio[5.7]el cdlculo V f en coordenadas esféricas. Abusando del
lenguaje nos referiremos al campo tensorial asociado al tensor métrico fundamental
también como tensor métrico fundamental cuando el contexto no lleve a confusién.

Figura 5.1 Base ortonormal en coordenadas cilindricas
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Figura 5.2 Base ortonormal en coordenadas esfericas

Campo asociado a una 2-forma en R3

Nos limitamos aquf al caso Q ¢ R3. Dado un campo vectorial F en 7 = J peaTp
le asociaremos una 2-forma wp definida por

wrp(V,W)=(F,VXW) YV,WeT = Ufi;,
pPeQ

Tendremos
WF = dx* A dxd +an dx® Adx! +a3 dx' A dx?
Tomando sucesivamente en el lugar de V 'y de W los campos de la base ortonormal
e1,en,e3 tenemos
wr(e1,e2) = (F.e1 X e3) = (F,e3) = F?
wr(e2,e3) = (F,ezxe3) = (F,ey) = F'

wr(es,e1) = (F,e3xey) = (F,ex) = F2
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1 1
wr(ey,er) = a3(dx1 /\dxz)(el,ez) —3——— =F3
VE1 VE
1 1
wr(ey,e3) = aq(d)c2 /\dx3)(ez,e3) =@ ———=F"'
VE> VE3
1 1
wr(e3.e1) = ax(dx® Adx')(e3,e1) =@y ——— = F”
VE3 VE,

de donde

WF =Fl\/E_2\/E_3dx2/\dx3+F2\/E_3\/E_1dx3/\dxl+F3\/E_1\/E_2dxl/\dx2

Comentario 5.5. En el caso de un abierto Q c R? dado un campo vectorial F
podemos asociarle siempre una (d — 1)-forma wr de la siguiente manera:

wrp Vi, ,Va1) = (F, VX xVg_1) VYVi,...,Vg1 €T = U T
peEQ

Funcién asociada a una d-forma en R4

Sea la d-forma w = Adx' A--- Adx? le asociamos la funcién f : Q — R definida
por
A

=wl(eq,...,e :/ldxl/\---/\dxde,...,e =
f=w(er d) (e d) T

5.3. Diferencial exterior

Vamos a definir la diferencial exterior de una k-forma a partir de su expresion en
coordenadas.

Definicion 5.4. Sea w =3 . - wi...ix dx"' A - Adx™ una k-forma.
Se define una (k +1)-forma dw que llamaremos diferencial exterior de w mediante

4 Owi
...k [
= Z e @ Adxt - A dx
) ) ox®
[1<...<lg a=1
Observacion 5.2. Observemos que si w es una 0-forma, es decir una funcion la
definicion anterior coincide con la diferencial de una funcion dada anteriormente

(teorema5.1)).

Las principales propiedades de la diferencial exterior se recogen en el siguiente
teorema:
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Teorema 5.4. -
a) d(w+n) =dw+dn
b) Si w es una k-forma y n es una l-forma entonces
d(wAn) =dwAn+(-1)*w Ady
c)
d(dw)=0

d) Siw es una k-forma en R% y f : Q c R™ — R diferenciable en el abierto Q de
R™ entonces

[ (dw) =d(f w)

Demostracion:
a) Sean
= Z Wi i dx" A Adx'E
i1<...<ip
= Z My i dX" A Adx'®
I1<...<lg
entonces

Z Z&;"Q’kd”/\ A dx'*

i1<...<ig a=1
ax"
i1 <...<ix a=1
y por otra parte

d(w'”]) :d Z ((,U[l“.[k'i'n[].“[k)dxil /\"'/\dxik

i1<...<ip

0 i . al K3 i
Z Z( Dir.i 771 k)dx“/\ - A dx'*

ox«®
i1<...<ig a=1

de donde el resultado.
b) Sean

Z Wiy ..ix dxU A - Adx

i1<...<ip

Z My jydx/ A Adxht

J1<..<i
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wWAn = Z Z a)l-,m,-knjlmjldxi‘ A Adx™® Adxt A A dx!

01<...<ip j]<...<j1

Ahora bien

d(wil---iknjl---jl) = dwil---ik‘r]jl---jl +wi i - dnjl---jl

entonces
d(wAn) = Z Z dwij, . i, Adx A - Adx'® /\njlmj,dxj‘ A Adxt
1<...<ig j1<...<Ji1
+wi i dnj . AdXT A Adx® AdxT A A dxt

= Z Z dwi, i NAX" A ANdXF AR dx A ANdx!

i1 <...<ig J1<...<]Ji
+(=D*w; i dx™ A Adx™ Adrj, g AdXTT A Adxe!
=dwAn+(-D)*wAdy

©) Seaw=Y,; . i Wi indX" Ao Adx'ky

0 .
E E Oirevin e p gt Ao & dlk
a (07

i1<...<ig a=1

Tomando la diferencial exterior de esta dltima

*wi,.i, :

i 1 B i i _

d(dw) = E Elﬁgl (9x“6x5dx AdxCANdxX" A---ANdx'* =0
l]< <lk(l

, . (92 (92
pues los termmo§ Txea Y gxhoxe S€ anulan dos a dos. . 3 ]
d) Razonamos por induccién: Si w es una O-forma, es decir una funcién, llamé-
mosla g. Por definicién f*g = go f, entonces para todo p € Q C R™ y todo
— m
(p,v) € Tp =R}

d(f*8)p(vp)=d(go f)p(vp) =D(go f)(p)(v) = (Dg(f(p))oDf(p))(v)
= Dg(f(p))(f*vp) = (dg)f (p) (f*vp) = (f*dg)p(vp)

esto demuestra f*(dw) = d(f*w) para una O-forma w.

Supongamos ahora cierta la propiedad para k-formas, demostraremos que es
vilida para (k + 1)-formas del tipo w A dx’, en efecto teniendo en cuenta las
propiedades (a), (b) y (c) y la hipétesis de induccién

frd(wndx') = f*(dw A dx' + (1) w Ad(dx') = f*(dw A dx')
= f*dwA frdx =d(f*w) A f*dx!

Ahora bien
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d(f*w) A frde' =d(f*w A f*dx’)
pues
d(f'wA frax') =d(frw) A frdx’ + ()" ffond(ffdx') =d(fw) A frdx’

ya que d(f*dx’) = d(Z?Zl %dxj) =9, Z;lzl %dx“ Adx’ =0 por lo

que finalmente

frd(wAdd) =d(ffwA frdx") = d(f*(w A dx'))

El siguiente es un reciproco del anterior teorema.

Teorema 5.5. Sea w una k-forma definida en un abierto Q c R? y sea d un operador
que a w le asigna una (k + 1)-forma dw definida en Q que verifica las siguientes
propiedades:

a) Si f es una O-forma, es decir una funcion, entonces

d
of
df = ) —dx' 54
i Z A (5.4)
b) Si wyn son k-formas

d(w+n) =dw+dn (5.5)

c) Siw es una k-formay n es l-formas
dlwAn)=dwrn+ (=D wAdy (5.6)

En particular si f es una O-forma y w una k-forma, convenimos
fo=fAw
y en este caso la propiedad|[5.6|se escribe
d(fw)=df Ao+ (-1’ fAdw=df Aw+ fdw (5.7

d) Si w es una k-forma
d(dw) =0 (5.8)

Entonces para toda k-forma w = 3; < <, Wiy dx A - A dxi®

dw = Z dwi,. . ANdxX A A dx'

i1<...<i
d
ow;, i, . )
= Z Z TR Y A dx - A dxE
ox®

i1<...<lg a=1
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Demostracion:

Por la propiedad (5.5) basta probar la férmula para una k-forma
w= fdx" A+ AdxK.

Primeramente observamos que por la propiedad d(dx") = 0 para todo
i=1,...,d. Entonces por la propiedad (5.6) d (dx' Adx?) = d(dx") Adx®+(=1)'dx' A
d(dx*) = 0. Recursivamente probamos d(dx' A --- A dx¥) = 0.

Aplicando al producto de la O-forma f y de la k-forma dx! A --- A dx¥
tenemos

da)——df/\dxl/\-~~/\dxk+(—1)07‘/\d(dx1/\'--/\dxk)
d 9f
= 1 e k— — a 1 .o k
=df ANdx A---ANdx —( E:] xadx )/\dx A--Adx

Comentario 5.6. Podemos dar una definicion intrinseca de la diferencial exterior
(consultar el libro de Cartan [3]) como se indica a continuacion.

Para ello vamos a considerar una forma como aplicacién de un abierto Q c R?
en Ar(R?),

w:Q — Ag(RY)

p — w(p) =wp

de la siguiente manera: Si p € €, el espacio tangente 7, lo identificamos con Rf,
de la forma indicada en el capitulo 4, es decir v,, € 7, se identifica con (p,v)
donde v € R¢. Podemos de esa forma considerar w p como un elemento de A (RY)
poniendo para vy,...,vg € R4

Wp Vi, vi) =wp(Vip, .., Vip)

donde v;, = (p,v;) parai=1,..., k. Una k-forma es una expresién de la forma

......

donde wj, .., son funciones diferenciables en Q a valores reales. Podemos calcular
la diferencial en p (en el sentido definido en el capitulo|[I)

Dw(p) : R4 = A (RY)
que es una aplicacién lineal, es decir
Dw(p) € L(RY; A (RY))

de modo que
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Dw:Q — L(RY A (RY)) € Mys1(RY)

Definimos entonces la diferencial exterior dw como la aplicacién que a todo p € Q
le hace corresponder el tensor antisimetrizado de Dw(p) multiplicado por el factor
de normalizacidn k + 1. Para verificar que esta definicién coincide con la definicién
[5.4] vamos a dar una expresién explicita de la misma y en el teorema [5.6|se verifica
que esta expresion de la diferencial exterior verifica las propiedades del teoremal5.5]

La diferencial Dw(p) es una aplicacién lineal en su primer argumento y mul-
tilineal alternada en sus k ultimos argumentos. Al antisimetrizado de este tensor,
multiplicado por (k + 1), le llamamos (dw),,

(dw)p (o, vi,...,vi) = (k+1)Ant(Dw(p))(vo)(Vi,...,Vk) 5.9)

Las permutaciones de los k + 1 indices las separamos en k + 1 grupos, donde en cada
uno de los grupos el término del primer argumento permanece fijo:

1
(dw)p(vovieovi) =25 D 58n(@)DO(P) Vo 0) Vo Vo)

D 0€Pra

1
= sgn(a)Dw(p)(vo) (Ve (1ys- - Vo (k)
T 0 €Pri1; 07(0)=0

1
v 2L ss@De(P) VD)V Ve )
0 EPr; o (0)=1

1
+"'+E Z sgn(o)Dw(p) (Vi) (Vo (1)s-- - Vo(k))

L o €Pri1; o (0)=k

Como el tensor es antisimétrico con respecto a los k tltimos argumentos los k!
sumandos de cada grupo son iguales por lo tanto resulta eligiendo o-(0) =i y
o (1) < ... <o(k) en la siguiente expresién

k
(dw)p (v, V1, Vi) = 3 sgn()DO(P) Ve 0)=) (Vor (1) > Ver (i)

i=0
k

= Z(—l)ti(p)(vi)(vo,...,f/i,...,vk) (5.10)
i=0

y definimos la diferencial exterior de una k forma w como la aplicacién
dw Q= Aps (RY)
p = dw(p) = (dw),

donde (dw), estd definida por la expresion (5.10) y donde el término ¥; indica que
éste se ha suprimido de la secuencia.

Teorema 5.6. Sea (dw) la (k+1)-forma
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dw Q= Mgy (RY)
p —dw(p) = (dw),

donde (dw) p, viene dada por la expresiénm Entonces dw verifica las propiedades

G4, @3, -6, B-7) y (5-8) del teoremal5.3]

Demostracion:

» Propiedad (5.4): Si w = f es una O-forma, es decir una funcién, la definicién de
dw dada por (que en este caso se reduce a (df),(vo) = Df(p)(vo)) es
justamente el ejemplo de una 1-forma dada en[5.2]y el teorema [5.1] nos da la
propiedad (5.4).

» Propiedad (5.3)): Esta propiedad es inmediata pues D (w+7)(p) = Dw(p)+Dn(p)
de donde

k
(d(@+m), (0,91, vi) = (=D D@+ () (i) (v, i, Vi)
i=0

k
= > (=D (D(@(P) + Dn(p)) () (Vo ., Pis i)
i=0

k k
= Z(_I)I(D(w(p))(vi)(v()a--~»‘A’i7~-"Vk)+Z(_1)I(D(77(p))(vi)("0w-"\A’i,-u,Vk)
i=0 i=0
= (dw)p(vo,vi,...,vi) +(dn)p(vo,v1,..., Vi)
= Propiedad (5.6): Consideramos las aplicaciones
0 : QR - A (RY) x A (RY)
p— (wp’np)
y la aplicacién
A AR (RY) XA (RY) — Ay (RY)
(‘Up’np) = wWp Allp
la aplicacién compuesta Ao =w An es
wAn:QcRY L AL RY x AR D A (RY)
p = (@p.11p) — wWp Allp

Aplicamos la regla de la cadena para calcular D(w An)(p) € L (Rd; Akt (Rd)):
La aplicacion A es bilineal, por lo tanto

D(wAn)(p)=D(Aog)(p)=DA(¢(p)) o De(p)
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y para v € R tendremos (véase ejerciciodel capl'tulo

D(wAn)(p)(vo) = DA(w(p),n(p))(Dw(p), Dn(p))(vo)
=DA(w(p).n(p))(Dw(p)(vo), Dn(p)(vo))

= A(Dw(p)(vo).n(p)) +A(w(p),Dn(p)(vo))
=Dw(p)(vo) An(p)+w(p) ADn(p)(vo)

que también podemos escribir por la propiedad (d) en[3.2]del producto exterior
D(wAn)(p)(vo) = Dw(p)(vo) Anp+ (=1 ' Dn(p) (vo) Aw),
y segiin la definicién intrinseca[5.9]
d(wAn)p = (k+1+1)Ant (D(w An)(p))
Tenemos pues las aplicaciones (k +[+ 1) multilineales

T :(vo,vi,.--svisr) = D(@AR)(P)(vo) (Vs s Viar)
R:(vo,v1,...,vks1) = (Dw(p)(vo) Anp) (V1,- .\ Viar)
S :(VO,VI,...,Vk+l) - (Dn(p)(vo) /\wp)(VI,...,Vk.H)
relacionadas por
T=R+(-1)s

y vamos a calcular
AntT = Ant R+ (-1)¥ Ant §

Primero observemos que Dw(p) € L(Rd; Ax (Rd)), por tanto es una aplicacién
(k +1)-multilineal y podemos escribirla como

Dw(p)(vo,vi,...,vk) = Dw(p)(vo)(vi,...,vk)

AntR(vo, Vi, ..., vke1) = Ant (Dw(p) (vo) A1pp) (Vi ..., Viar)
1
RTTYI E; sgn(o)Dw(p) (Vo (0)) Vo (1)s- -2 Vo (k) -Mp (Vo (ke1) s - - - » Vor (k1))
O €T k+1+1

Vamos ahora a simplificar la anterior expresién de AntR teniendo en cuenta la
antisimetria de Dw(p)(-) (obvia pues solo tiene un argumento), la antisimetria
de Dw(p)(vs(0)) y la antisimetria de 77,,: Aplicando el teoremaresulta
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AntR(VO’ Viseons vk+l)

Z sgn(o)R(Va(0)s- s Vo (r+k+l))

0 €Cl i,

Z sgn()Dw(P) (Vo) (Vo (1)s-- Vo (k) p (Vo (ket)s - -5 Vo (k+))
O'ECLkJ
(5.11)

donde Cj ; son las combinaciones de k +[+ 1 indices tomadosde 1 en 1, k en k
y I en [ de manera que verifiquen

o (0)
o(l)<...<o((k)
ok+l)<...<o(k+])

El nimero total de combinaciones posibles es

(k+D)!  (k+1+1)!
ket l+ )= = 7

Por otra parte aplicando de nuevo el teorema [3.3] podemos escribir para una
permutacién o verificando o (0) < ... < o (k)

(dw)p (Vo (0)sVa(1)s-- > Vo (k)
= Z sgn(T)Dw(p) (Ve (o (0)) (Vr(o(1)s-- > Vr(o (k) (5.12)
T€C1,k

donde C; x corresponden a la eleccion de

7(c(0)=0(i); i=0,....,k

7(o(1) <...<1(0o(k))
por tanto el sumatorio tiene k + 1 sumandos.
Calculamos ahora (dw), A1,: Aplicando el teorema [3.3]a

(k+1+1)!

((dw)p Amp) = WAM ((dw)p®np)

obtenemos

((dw)P A np)(VOs o Vi Vit

s Visl)
= Z sgn(0)(dw)p (Ve (0)s- -2 Vo (k) p (Vo (ke1)s - Vo (kD))

0 €Cr+1,1

donde Ci+1,; son las combinaciones de k +/+1 elementos tomadas de k+1 en
k+1ydelenl!tales que
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o0 <o(l)<...<o()

o(l+)<o(l+2)<...<o(k+])

Sustituyendo el valor de (dw), dado por la ecuacién (5.12) resulta

((dw)P /\np)(VO,- <3 Vs Vit - '-svk+l)

= Z sgn(o')( Z Sgn(T)Da)(p)(VT((J'(O)))(VT(O'(I))a“~9VT((T(k)))-

0 €Cr+1,1 7€C1k

77p(V<r(k+1), . ~aVo—(k+l))

Consideramos 7 extendida a los k +/+ 1 indices de modo que deja invariante los
indices correspondientes a los / dltimos argumentos, es decir,

T(o(k+1)=0(k+1),...,7(c(k+]) =0(k+I])

Llamando ahora o’ = 7o 0, tenemos sgn(o”’) = sgn(t).sgn(o ). El sumatorio ex-
terior (¥ ;- ¢c,,, ,) corresponde a las combinaciones de k +/+1 elementos tomados

de k+1enk+1(ode!lenl)queson % El sumatorio interior corresponde

alaeleccion de k + 1 elementos tomados de 1 en 1. Por lo tanto cuando o recorre
las combinaciones Ci+1; y 7 recorre las combinaciones C)  entonces o’ recorre
las combinaciones C; ;. En total nos dan las

(k+1+1)!  (k+1+1)!

). -
kD [am

combinacién de sumandos en el sumatorio 3’ ;¢ , , de la expresion (5.11). Por
tanto

((dw)[? /\np)(vo,- < Vi Vit - '-,vk+l)

= Z 5gn(a")Dw(p) (Ve ) (Vor(1)s- Vo () p (Vo (k1) - Vo (k1))

0/ €Cl k1
que coincide con la expresion cambiando o por ¢’. Hemos demostrado
AntR = (dw)p, A
Andlogamente se demuestra
AntS = (dn)p Awp = (—1)10),, Adnp
y finalmente obtenemos
(d(wAm)p = (dw)p Anp+(=1) wp Aldn),

La propiedad (5.7) es un caso particular de la propiedad (5.6) considerando las
funciones como 0-formas.
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= Propiedad (5.8): Tenemos
dw:peQcR?— (dw)p € Ass1 (RY)

que se construye mediante la antisimetrizacién de la diferencial Dw(p) de la
funcién
w:peQcR! - w, e A (RY)

de modo que Dw(p) € L(R4; Ar(RY). Entonces

(dw)p(vi,....vis1) = (k+ 1D Ant(Dw(p)) (v1) (va, ..., Vis1)
= > sgn(@)Do(P) o) (Va@y- Ve k)

o€Clk

donde Cj son las combinaciones o de los indices 1,...,k+1 tal que
oc()=ii=1,...k+lyoc(2)<..<o(k+1)y
dw Q= Mgy (RY)
p = dw(p) = (dw)p

Ahora para calcular d(dw), se calcula primero (D (dw))(p) que es una aplicacion
lineal de R? en Ag+1 (R9), es decir, (D (dw))(p) € L(RY; Ags1 (R?). El siguiente
paso es antisimetrizar

(d(dw)) ,(vo,....vi1) = (k+2)Ant (D(dw)) (p) (vo) (V1. - -, Vis1)

Ahora identificando £ (R4 ; L(R?; Ax(R%)) con el espacio de aplicaciones bili-
neales
B(RYxR?; A (R?)) podemos escribir (véase el comentario|[5.7))

(D(dw)) (p) (Vo) (V1. vies1)
= > 5gn(a)(DDW)(P)(v0) Vo)) Vo) - Ver(ksn)

O'EC],}(

= Z sgn(o) (D*w)(P) (v0,Vor (1)) (Veor(2)s - - s Vor(k+1))

o€eClk
y finalmente antisimetrizando

(d(dw))(p)(vo,...,vks1) = (k+2)Ant(D(dw))(p)(vo) (Vi,...,Vi+1)
= > 5gn(0)(D(dw))(P) (V) (Ve(1)s - Vr(ksn))

TECH k+1

_ 2

= Z Sgn(T)( Z sgn(o) (D w)(p)(VT(O)7V‘r(a’(l)))("‘r(o’(2))a~-"VT(cr(k+1))))
TECH k+1 oeClk

El ntimero de sumandos totales es (%) x (') = (k +2) (k +1).
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Extendiendo las permutaciones o a k +2 indices, poniendo ¢ (0) = 0 y llamando
o’ =100 podemos escribir

(d(dw))(p)(vo,...,Vk+1)
= Z sgn(a) (D*w) (P) (Vor (0)s Vo (1) (Vo (2) s+ - -5 Vorr (ks1) )

o’€Cy,1,k

donde en la ultima expresion Cj 1 x son las combinaciones o’ de los indices
0,....,k+1talesque o’(0)=i;i=0,...k+1,0'(1))=i;i=0,...k+1yoc’(2) <
... <0’ (k+1). Comprobemos el nimero de sumandos; el nimero de sumandos

es % = (k+2)(k+1). Se trata pues de los mismos sumandos reordenados de
distinta forma.

Finalmente observemos que para 0’ (2),...,0’(k+1) fijados tenemos los suman-
dos

(D*@)(P) (Vo (0)>Vor (1) Vo (2) -5 Ve (k41))
— (D*w)(P) (Vor(1): Vo ) (Vor ()5 - -» Vo (k1)) = O
puesto que la diferencial segunda (Dzw) (p) es una aplicacion bilineal simétrica

(véase el capitulo [T). En el ejercicio [5.8] se propone realizar estos cdlculos con
detalle en el caso k = 2.

Comentario 5.7. Para calcular D(dw)(p) se ha tenido en cuenta la siguiente
propiedad: Introducimos la funcion
f:QcRY SR
p—dw(p)(Vi,...,Vi+1)

Tenemos D f(p)(vo) = (D(dw))(p)(vo) (Vi,...,Vi+1). En efecto

lf (p+vo) = f(p) —Df(p)(vo)ll
lIvoll
_Ndw(p+vo)(v1,...,vist) =dw(p) (v1,...,vis1) = (D(dw)) (p) (v0) (V1 ..., Vi1 |
- lIvoll
 lldw(p +vo) —dw(p) - (D(dw)) (p) o)l llvill.... |Ivis l
B lIvoll

y la tiltima expresion tiende a cero cuando ||vo|| — 0
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Ejemplos

1. Sea una forma de orden 0, es decir una funcién f : Q C R4 — R. La diferencial
df en coordenadas cartesianas {x!,... ,xd} es
0 0 0

A g, OF f

- O g2 gep 2 gy
Ox! o2 oxd ™

df
A esta diferencial le hacemos corresponder el campo vectorial

of af

(2 SNt
Vf_(axl"'-aaxd)

al que llamamos gradiente de f.
2. Sea w una 1-forma en R3

w = Fidx+ Fdy+ Fzdz

en coordenadas cartesianas {x,y,z}. A esta diferencial le asociamos el campo

vectorial
F= (F],F],F3)t

donde F' = F|, F? = F,, F? = F3. La diferencial dw serd la 2-forma

dw=dF) ANdx+dF, Ndy+dFs; Adz

donde
dF, = %dx+ %—};dy+aa—l?dz
dF, = %dx+ %—I;Qdy+ aa—izdz
dFs = %dx+ 66_1;3dy+ 86—123dz
Tendremos

F F
dﬂAﬂ:ii&Aw—iiﬂA@
0z ay
OF OF
dFy Adx = —2dx/\dy— —zdy/\dz
Ox 0z

OF OF
dF3 Ndx = —de/\dz— “Lazndx
dy Ox

y finalmente
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0F; O0F, 0F, O0F; 0F, O0F;
dwo=(—-—2)dyAdz+(— - —)dzANdx+(—=—-—)dx Ad
@ (6y az) Y Z+(82 8x) ¢ +(6x 6y) Y

El campo asociado a dw se llama rotacional de F

AF?® OF%* 9F' OF3® OF% OF!
rotF=V><F:(———,—__,___)’

3. Sea w una 2-forma en R>
w=FidyANdz+F,dz ANdx+ Fzdx Ady

el campo asociado es
F= (FI,FI,FS)I
donde F'=F,, F:=F,, F3 = F3 y dw es la 3-forma en R3

do=dFi NdyANdz+dFy ANdzNdx+dF3 ANdx Ndy
OF OF OF
=—ldx/\dy/\dz+—zdy/\dz/\dx+—3dz/\dx/\dy
ox oy 0z
oF, 0F, O0F;
=(—+—+—)dxAdyAd
(6x+3y+ﬁz)x Yo

al que se le asocia la funcién divergencia de F,

AF' 9F* OF3
g O o oF
div E + 3y + oz

Ejemplos en coordenadas generales ortogonales

Como en la subseccion m nos situamos en R? con un sistema de coordenadas

{xl,x2,x3} ortogonal aunque no necesariamente el sistema ortonormal cartesiano.

Sea {%, %, %} la base de campos vectoriales y {dx',dx?,dx¢} la correspon-

diente base dual. Sea T el producto escalar euclideo en R que en el sistema de
coordenadas ortogonal anterior tendrd la expresion

T=E dx' ®dx' + E;dx’> ® dx* + E3 dx° ® dx®

La norma de los vectores de la base del campo vectorial es

0 0 0
— | = T(—,— Z\/E' i =1,2
Hax‘ I ((9x”6x‘) i i=123

Eligiendo
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1 0 1 0

e; = -

152 [ 0%~ VE; 0%

obtenemos la base ortonormal {e}, e, e3}. Dado un campo F = Fle| + F?ey + Fle;
de coordendas F!, F2, F3 enlabase e1, e, e3. La 1-forma asociada es

W = Fl\/E_ldx1 +F2\/E_2dxz+F3\/E_3abc3

1. Operador gradiente: Sea f : Q2 — R una funcién diferenciable y sea df la 1-forma
dada por
f af of .4

dx*+ ——d
62 x3

en el sistema de coordenadas ortogonal {x',x?,x*}. Llamamos gradiente de f
al campo V f definido por

Vi=1,2,3

df—

wvf de
En la base ortonormal {e, e;,e3}, donde ¢; = ‘/%%,i =1,2,3 se escribird
1 of 1 of 1 of

vi=— 2%/
/= \/_6x1\/_0x23\/_6x33

2. Operador rotacional: Definimos el campo rotF como el campo asociado a la
forma dwp. Es decir
WrotF = dwFp

Tendremos pues

6F3\/_3 AF*\E,
dwp = ( Py I3 )d Adx®
AF! \/_1 AF3\E3
dx Adx!
( ox3 Ox! ) o
IOF*VE, JF'VE|
+( ™ Py )dx' Adx* = wyorF

de donde

I OFNE; OFWE,
C VEE;  0x? ax3
I OF'YE| 9FVE;
E3E 6x3 6x )
. 1 6F2\/E_2 OF'VE| Jes
VEE, Ox! 9x?

simbdlicamente escribiremos

Jei
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%51 FIVEl VE1€1

1

rotF = ———det F2\E; VEse,
VE1E2E3 01)9(2 F3 E E

20 I VE3 VEzes

3. Operador divergencia: Sea el campo F = Fle| + F?e, + F3e3. La 2-forma aso-
ciada es

wp = F'NE Ezdx® Adx® + FPJE3E dx® A dx + FP\JE Exdx! A dx?
Definimos la divergencia de F' como la funcién tal que
Waivk = dwr
Es decir,

1 OF'\E,E; . IF*\E:E,; .\ 6F3\/E1E2)
VE1E2E3 Ox! 6x2 6x3

4. Operador Laplaciano: El operador Laplaciano, A, de una funcién f es
Af =div(grad(f)). De modo que en coordenadas generales ortogonales se

escribe
1 0 E>E3 Of
A= e (o (T o)
E1E2E3 ax El (9x

0 E3E| Of 0 E\E; 0f
+6x2(V E, 8x2)+6x3(V E; 8x3))

Resumiendo, en un abierto del espacio tridimensional a cada campo vectorial
F le corresponde una 1-forma, w'F y una 2-forma wzF. Por lo tanto la diferen-
cial exterior se traslada a una operacién sobre campos. La diferencial exterior de
0-formas (funciones), de 1-formas y de 2-formas se corresponde con las operadores
de gradiente, rotacional y divergencia, definidas por las relaciones:

divF =

df = wlvf , dwllD = wsz’ da)% =div(F)w®
donde w? es el elemento de volumen.

A modo de ejemplo calcular el operador Laplaciano en coordendas cilindricas y
en coordenadas esféricas (ejercicio[5.9).

5.4. Formas cerradas y exactas

Definicién 5.5. Una forma w se llama cerrada si dw =0y una k-forma se llama
exacta si existe una k — 1-forma n ta que w = dn.
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En la seccidén anterior hemos definido los operadores gradiente de una funcién,
rotacional de un campo y la divergencia de un campo y asociado a cada uno de ellos
la forma correspondiente. Consecuencias de la propiedad de la diferencial exterior
d(dw) =0 son las siguientes propiedades de estos operadores.

Propiedades 5.1. -

a) En un abierto Q c R3 sea f : Q ¢ R3 — R una funcién diferenciable, tenemos
rot(Vf)=0 (5.13)
b) En un abierto Q C R sea un campo vectorial F en T = Upea Tp

div(rotF) =0 (5.14)

Demostracion:

a) rot(Vf) es el campo asociado a la 0-forma d(dw") donde w° = f.
b) div(rot(F) esla funcién asociada a la 3-forma d(dw},) donde wlF es la 1-forma
asociada al campo F.

[ ]
Hemos visto que toda forma exacta es cerrada pues si w = dn entonces
dw = d(dn) = 0. Nos preguntamos ahora si toda forma cerrada es exacta. Vamos a
ver que haciendo algunas hipétesis suplementarias esto es cierto. Veamos en primer
lugar un ejemplo sencillo:
Sea w = Pdx +Qdy una forma de orden 1 en un abierto Q c R2. Supongamos que
w es cerrada es decir

aP 9
0= dw=dP ndx+d0 Ady = 2Ldy ndv+ 22 ax ndy
ay 0x

90 P
_(Bx ay)dx/\dy

tenemos pues

00 0P

ox  dy
Veamos que w es exacta, es decir que existe una funcién f tal que w = df . En efecto
basta poner

x y
f(x,y):/o P(t,O)a’t+/0 Q(x,t)dt

y verifiquemos que df = w
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of Y
a—P(x,O)+‘/0 P (x,t)dt

=P(x,0)+/y g—i(x,t)dt
0
= P(x,0)+P(x,y)— P(x,0) = P(x,y)

Yy por otra parte

of o Y

Lo [ ownar=oey

y Y Jo

Se deja como ejercicio el caso de 1-formas en R3. Veamos el caso general
conocido como lema de Poincaré. El cdlculo anterior presupone que w y por tanto
las funciones P y Q estdn definidas en todo el segmento que va del origen al punto
(x,y). Una manera de asegurar esto es que el conjunto Q sea un conjunto con forma
de estrella, nocién que precisamos a continuacion.

Definicién 5.6. Un conjunto Q@ c R? diremos que es un conjunto con forma de
estrella si existe un punto po € Q tal que para todos los puntos p € Q el segmento
que une p con pg se encuentra en K.

Diremos que el conjunto  es un conjunto con forma de estrella respecto a py.

En los conjuntos con forma de estrella con respecto a un punto pg las semirectas
que parten de este punto solo cortan a la frontera del conjunto en un solo punto.

Figura 5.3 Conjuntos con forma de estrella

Teorema 5.7. Lema de Poincaré.
Sea Q c R¢ un conjunto abierto en forma de estrella, entonces toda forma cerrada
en Q es exacta.

Demostracion:
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Sea Q un conjunto en forma de estrella con respecto al punto po. Mediante una
traslacion del origen al punto po podemos suponer que € es en forma de estrella
respecto al origen.

Definimos una aplicacién I que a cada [-forma le hace corresponder una
(I-1)-forma tal que 7(0) =0y

w=1(dw)+d(lw)

Deduciremos entonces que si dw = 0 entonces w = d(Iw). Sea

.....

i1<...<iy
una /-forma. Puesto que Q tiene forma de estrella se puede definir

1 1 - )
Tw(x) = Z Z(—l)‘k](/ 10w (1) di)xi e dxt A+ Adxia A Adx
0

i] <...<i1 a=1

donde dxia significa que el término dx’e se omite.
Mediante calculo vamos a comprobar que w = I(dw) +d(Iw). En efecto, llame-
mos

d 1 9 '
=Z(/0 tlﬁwil ,,,,, i (tx) dt)dx’
-

J
y ademds se tiene
Fdx'* Adx Ao Adxte Ao AdxT = (=) T A Adxte A AdxT

Finalmente

1
d(lw) =1 Z (/ (Vi (1x) di)dx™ A=+ A dx
0

i1<...<iy

I d 1
+ Z ZZ(—UQ I(A tlﬁwi, ,,,,, o (1) dt)x'e dx! Adx" A+ Adxte - Adx"

i] <...<i1 a=1 j=1

Por otra parte
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(9 13 i i
do= > ZL'J"’[dxj/\dx”/\ CAdx

de modo que aplicamos la definicién de I ala [+ 1-forma siguiendo el orden, primero

respecto ax/ y despues con respecto a las [ variables restantes x'1, ..., x%, tendremos
I(dw) = Z Z / Wi, (tx) dt)xJ dxA - A dx
i1<...<i] j=

+ Z ZZ( D ~‘Ui1 _____ il(tx)dt)x"“dxf/\dx"'/\~~-/\£l}7a/\-~~/\dx"l

i1<...<ij j=1 a=1

como (—1)® = —(=1)®"! resulta sumando

I(dw)+d(Iw) = Z Z / txj—w,1 ,,,,, il(tx)dt)dxi‘/\---/\dxi’

i1<.. <11J
a-1,,. . i i
+ t wiy,..i, (tx) dt)dx'" A--- Ndx
i1<...<i]
1
d 1 i )
= Z ( —(f'wiy,...i, (tx)) dt)dx" A - Adx"
. . o dt
11<...<y
= Z Wi, ..., l,dx‘/\ AdxT = w
l[< <l[

]
Veamos algunas consecuencias del lema de Poincaré (teorema[5.7). A continua-
cién Q c R3 serd un conjunto con forma de estrella.

a) Sea F = (F',F?,F3)" un campo vectorial en Q tal que rotF = 0. Un campo
que cumple esta propiedad se llama irrotacional. Entonces existe una funcién
f:Q—>Rtalque F=Vf.

En efecto sea w = F'dx + F?dy + F3dz 1a 1-forma asociada a F. Tendremos
OF® OF? OF' oF3 dF* OF!
= (———)d /\dz+(———)dz/\d +(———)d Ady=0

por lo tanto w es cerrada y existe una funcién f tal que

y se tiene
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b)

c)

esdecir F=Vf.

Un ejemplo en fisica es el campo electrostitico. Otro ejemplo en mecdnica de
fluidos es el caso de un fluido irrotacional. Véase al respecto el ejercicio[5.11]
Sea F = (F', F2, F?)! un campo vectorial en Q tal que div F = 0. Entonces existe
un campo A en Q tal que F =rotA.

En efecto, sea w = F'dy Adz+ F?dz Adx+ F3dx A dy, la diferencial exterior de w
es dw = divF dx Ndy A dz =0 por lo tanto gracias al lema de Poincaré (teorema
existe una 1-forma 7 tal que n = A'dx + A%dy + A3dz de modo que w = dn y
tenemos F =rotA. Al campo A = (Al,AZ,AS)’ se le llama potencial vector del
campo F. Un ejemplo en fisica es el campo magnético.

Aqui Q es un conjunto abierto en R? con forma de estrella. Sea V = (V!,V?)? un
campo en Q tal que divV = 0. Pongamos w = —V2dx +V'dy. Tenemos

aVv? av!
dw=——dyANdx+——dxNdy
ay 0x
vl av?

=(—+—)dxAdy=divVdxAndy=0
ox  dy

Por lo tanto existe una O-forma ( es decir una funcién) y tal que

o . Oy
=dy=—dx+—d
w Vg o x+8y 'y

es decir V! = g—‘;’ yV?= —g—f. A esta funcién ¢ se le llama funcién de corriente.

Un ejemplo en mecdnica de fluidos es el campo de velocidades plano de un fluido
incompresible. Se pued I V= (9L, -%y
presible. Se puede ver que el campo V = ( 3y 5y )| €s un campo tangente

a las lineas de corriente. (Véase el ejercicio[5.12)

Comentario 5.8. Un campo vectorial plano en R3 es un campo V = (V!,V2,V3)!
en el que una de las coordenadas es nula y las otras dos coordenadas no dependen

de ésta. Por ejemplo V= (V',V2,0)! y aa_vzl =0y 60_\22 =0. En este caso el rotacional
del campo V solo tiene una componente no nula por lo que podemos asimilarlo a
un escalar. ) |
ov- oV
tV=(0,0,—-—)"
"o ( 0x ay )

Asi se escribe habitualmente para un campo plano V = (V',V?)!,

av?  ov!
rotV = — — —
ox  dy



190 5 Campos y Formas

Ejercicios del Capitulo

5.1. Hallar la expresi6n del tensor métrico fundamental en coordenadas cilindricas
5.2. Hallar la expresién del tensor métrico fundamental en coordenadas esféricas
5.3. Hallar la expresion del elemento de volumen en coordenadas cilindricas.

5.4. Hallar la expresion del elemento de volumen en coordenadas esféricas.

5.5. Calcular
" (Pdx" Adx?+Qdx* Adx?)

donde Py Q son funciones de R? en R.

5.6. Calcular w A7 en los casos siguientes

a)
w=2xdx+ydy
n=x>dx+y*dy
b)
w=xdx—ydy
n=ydx+xdy
¢)
w=xdx+ydy+zdz
n=zdxANdy+xdyANdz+ydzAdx
d)

w=eY*dx Ndy
n=e*dz

5.7. Calcular V f en coordenadas esféricas.
5.8. Dada una forma 2 forma w
w:Q - A (RY)
p o w(p)=wp

1. Calcular dw
2. D(dw)
3. d(dw)
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5.9. Calcular el operador Laplaciano en coordenadas cilindricas y en coordendas
esféricas.

5.10. Sea w = Pdx+Qdy+ Rdz con dw = 0. Demostrar que existe una funcioén f tal
que w =df.

S5.11. -

1. Sea V = (V!,V?)" un campo plano de velocidades en Q ¢ R? conjunto con forma
de estrella, irrotacional es decir rotV = 0. Demostrar que existe una funcién ¢,
Ilamada funcién potencial, tal que V = V. Si ademads el fluido es incompresible,
es decir divV = 0 (véase subseccion [8.4.4]en el capitulo [ para una deduccién
de esta condicion) concluir que Ap = 0.

2. Demostrar que el vector V es perpendicular a las lineas equipotenciales

¢(x,y) = constante

5.12. Sea V = (V!,V?)" un campo plano de velocidades en  c R? conjunto con
forma de estrella, tal que divV = 0. Sea la funcién ¢, llamada funcién de corriente,

tal que V! = %,Vz = —g—‘f:. Demostrar que el vector V es tangente a las lineas de
corriente Y (x,y) = constante. Si el campo V es irrotacional concluir que la funcién
de corriente ¥ verifica Ay = 0.






Capitulo 6
Integracion en cadenas

Resumen

En primer lugar introducimos la nocién de cadenas de cubos singulares de forma
elemental para despues desarrollar la integracién en cadenas. La referencia basica
es [6].

6.1. Cubos singulares y cadenas

Cubos singulares

Empezamos con la definicién de cubo singular:

Definicion 6.1. Un cubo singular k-dimensional o brevemente k-cubo en un con-
Junto abierto Q c R? es una funcion, que supondremos continua,

c:[0,1]F > Q

donde [0,1]% = [0, 1]x kveces x[0,1]

Ejemplos

1. Un O-cubo en Q es
c:{0} - Q

es decir un punto en Q identificando el cubo con su imagen.
2. Unl-cuboen Q c R4, cond > 1es

c:[0,1] - Q

193
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{0}

Figura 6.1 Un O-cubo

es decir un segmento de curva en Q. Si d = 1 es un segmento en Q C R

Q c R?

{@

QcR®

Figura 6.2 Un l-cubo en R? y en R?

3. Un2-cuboen Q,cond > 2es
c:[0,11> > Q

es decir una porcién de superficie en Q.

Figura 6.3 Un 2-cubo
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4. Un3-cuboen Q, cond >3 es
c:[0,1]P - Q

es decir un cuboide en Q.

C

e

Figura 6.4 Un 3-cubo

Llamaremos k-cubo tipico a la aplicacién identidad

1¥: 10,11 > R*

X —X

Cadenas

Definicion 6.2. Llamaremos cadenas de dimension k a una expresion de la forma
Cc= Z a;c;
i

donde a; es un niimero entero, es decir, a; € Z'y c¢; k-cubos singulares.

Las sumas de cadenas se realizan sumando los coeficientes de la siguiente manera:
Si
c=2c1+3cr—4c3—cs5yc’ =3c1+2c3+8c¢s son dos k cadenas, entonces

c+c’'=5¢14+3c3-2c3+7cs

Y también el producto de una cadena por un nimero entero se realiza multipli-
cando cada coeficiente por este nimero entero. Asi el producto por 2 de la cadena
c=c1+cyes2c=2c;+2c,. La visualizacion geométrica que damos a las cadenas
es la yuxtaposicion de las imédgenes de c. En los siguientes ejemplos se ilustra este
significado geométrico.
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Comentario 6.1. En la prdctica y mientras no de lugar a confusion abusaremos del
lenguaje matemdtico y nos referiremos a un cubo singular como la imagen de dicho
cubo en R? y del mismo modo para las cadenas singulares R¢. Asi por ejemplo
para expresar que un punto p pertenece a la imagen de una cadena c escribiremos
abusando del lenguaje p € c.

Ejemplos de cadenas

1. Sean ¢y, ¢y y c3 tres l-cubos singulares de modo que c((1) = ¢2(0) y
c2(1) = ¢3(0) En el figura representamos la cadena c =cj+cy+c3 y la
cadenac=—-ci+cr+c3

c=c+catc3
C2

1

c=—cy+ctc3

Figura 6.5 Ejemplo de dos 1-cadenas

2. Enla figura[6.6mostramos el ejemplo del producto de la cadena ¢ = ¢ + ¢, por
2, es decir ¢’ =2¢ =2c¢1 +2c5.

c=c1+ e
Cl© Co

Figura 6.6 Ejemplo de producto de una cadena por 2

d =2c1 +2cy

3. Véase en la figura[6.7]un ejemplo de una 2-cadena.
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ey

C1

Figura 6.7 Ejemplo de una 2-cadena en R?

Fronteras

Para cada k-cadena ¢ vamos a definir una k — 1 cadena denominada frontera de
¢y que designaremos mediante la notacién dc. Veamos primero un ejemplo: sea />
el 2-cubo tipico. Sea p1 = (0,0), p2 = (1,0), p3 = (1,1) y pa = (0,1) los vértices de
[0, 1]%. La frontera de I? sera la cadena formada por cuatro 1-cubos formados por los
segmentos < p1, pa >, < pa,P3 >, < p3, P4 >y < pa, p1 > donde tenemos en cuenta
el orden en el que se dan los puntos. Escribiendo ¢; =< p1, p2 >, ¢2 =< p2,p3 >,
3 =< p4,p3 >y c4 =< p1,p4 > escribiremos la frontera de I? como la cadena
(912 =cC1+Cp—C3—C4.

Vamos a definir la frontera de una cadena de manera general. Empezamos defi-
niendo la frontera del k-cubo tipico:

Para 1 <i < k se definen dos (k — 1)-cubos singulares (caras), Iﬁ',O) ylI
sigue

k

(i,1) como

k . k-1 k
I o 101 SR

x= (xl,...,xkfl) — Iﬁ.’o)(x) = Ik(xl,...,xiil,O,x",...,xk’l)

es decir, fijamos la i-ésima coordenada al valor 0.
1(;,1) 0,115 > RF

x= (xl,...,xk_l) Ny 5

(i.0) (x)= I* (xl, Lo LR ,xk_l)

es decir, fijamos la i-ésima coordenda al valor 1.
Ifi,()) se llama la (i,0))-cara de I¥.
Ifi,l) se llama la (i, 1))-cara de I¥.
La frontera 7% se define como
k ko1
aIk = ZI:(—I)"IZ’O) (=D = Z‘ Z(—U”azfm)
= =

i=1l a=0



198 6 Integracioén en cadenas
Ejemplos

1. Frontera del 1-cubo tipico:

1 1
ol ==1i0* 1y

donde
1(11,0) {0} >R
0—-0
y
(1 E {0} >R
0—-1
4 o
I} I}
(1,0 (1,1)

Figura 6.8 Frontera del 1-cubo tipico

2. La frontera del 2-cubo tipico I? es
2__p2
oI"=-1I +I(1 n +I(2 0) 1(2’1)

donde

(10) :[0,1] - R?

x — (0,x)

gy :[0,1] > R?

x— (1,x)

Ity :[0,1] - R

x — (x,0)

(2 10, 1] » R?

x = (x,1)
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2 ar?
1(22,1) *1(2,1)
——)
2 2
1t1,0) i ~I3 o) It
2
I 15,0
Figura 6.9 Frontera del 2- cubo tipico
3. La frontera del 3-cubo tipico I es
3_ 13 3 3 3 3 3
O = =I{ o)+ Iy 000~ Loy~ 1iG.0) 1)

3

donde por ejemplo / o

es la aplicacién

3 . 2 3
%[0 5 R

(xl,xz) — 13(x1, 1,x2) = (xl, 1,x2)

SEl

Figura 6.10 Cara (2,1) del 3- cubo tipico

Vamos ahora a definir la frontera de un k-cubo singular ¢ : [0, 1]¥ — Q c R?: En
primer lugar se define la (i, @)-cara c(;, o) mediante la composicién de funciones,

Cliay =0l 4
y finalmente definimos la frontera de un k-cubo singular ¢
k1
de=>" > (=) a
=1

i=1 a=0
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Terminamos definiendo la frontera de una k-cadena ¢ = ) a;c; mediante

dc = Zaiaci

Oc = dcy + Dey

Figura 6.11 Frontera de una 2-cadena

La siguiente propiedad del operador frontera es esencial:

Teorema 6.1. Si ¢ es una k-cadena en Q c R entonces
d(0c)=0

Antes de la demostraciéon vamos a considerar para fijar las ideas el caso del 3-
cubo tipico y en particular la cara (2,1). Calcularemos las caras de esta cara (2, 1).
Observemos la figura La cara (2,1) es el 2-cubo singular que denominamos
I ?2 1)- Este 2-cubo singular aplica el cuadrado unidad [0, 1]? en R3 y es la aplicacién
como hemos visto anteriormente

3 . 2 3
2y 4 (0.1 > R
x=(a) = (¢ 1,0%)

3

La cara (1,0) de la cara I(2 D

se calcula mediante la composicidn de funciones

2
(1,0)

1
[0,1] = R?> S'R3
x = (0,x) — (0,1,x)

3
o
N

3 3 2 3 2
(1(2,1))(1,0) = (1(2,1) 01(1,0))(x) = 1(2,1)(1(1,0) (x))
= 152’1) (I*(0,x)) = 132’1) (0,x) = (0,1,x)

3

(2.1) Son 1-cubo

Ahora las cuatro caras (aristas en este caso) del 2-cubo singular /
singulares. Las cuatro caras son las aplicaciones
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$2

Figura 6.12 Cara I (32’ " del 3-cubo tipico

(1(32,1))(1,0) :[0,1] - R?

X = (xl) — (0, l,xl)
(132,1))(1,1) 0,11 - R?

X = (xl) - (l,l,x])
(I} ) @0 :[0,1] - R

x=(") - (' 1,0)
(1(32,1))(2,1) :[0,1] - R?

x=x" - & 1,1)

Damos paso a la demostracién del teorema.

Demostracion:

Empezamos estudiando el caso del k-cubo tipico d(AI¥). Para ello tendremos
que calcular primero las caras de IX. Cada cara de I* es un (k — 1)-cubo singular.
Seac’ = Ié‘l.,a) la cara (i,@) de I* y sea (Ifi,a/))(jug) lacara (j,B)dec’ = Ié‘l.,a). c’es
un (k —1)-cubo singular, entonces la cara (j,3) de ¢’ es CEJ. 5= ¢’ 016‘}3). Seai < j,

veamos que (Ié‘i’a))(j,ﬁ) = (Ié{j+1,ﬁ))(i’“)’ en efecto para x = (x!,...,x*72) e R¥~2

k k k-1
T(i,a)) (.8 (%) =1 o) (175 (X))

1 i1 i -2
:Iﬁ.’a)(x 2 ,,B,x/,...,xk )

kool i-1 i -1 i k-2
=I%(x, .. x e Xt )T B, X TY)

del mismo modo
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k k k—1
(It 00 () = 1 ) (T oy (1)

i-1 i k-2
(/+lﬁ)(x X auxt )T

= Ik(x S, .,xi_l,cy,xi, .. .,xj_l,ﬂ,xj, ... ,xk_z)
Ahora para las caras de un k-cubo singular ¢ tendremos
C(i,a) =CO Ig‘l.,a)
y para la cara (j, ) de ¢(; o) tendremos para i < j

_ k-1 _ k k-1
(ci,0) (i) =Clia) oI (j gy =col oy 01 p)

k k-1 1
=l p) 2 Ll = €18 © 1wy = (€18 o)

Para una k-cubo singular

ko1
d9(dc) = G(ZZ(_l)Hac(i,a))
i=1 a=0
ko1 k-l
ZZO lf;)( )i C(i,a))(j’ﬁ) 6.1)
13 a= J =

En estas sumas (C(i,a)) ;. 3) ¥ (¢(j+1,8)) 1.q) APArecen con signos opuestos y se
anulan dos a dos de modo que d(dc) = 0. Finalmente una k-cadena es combinacion
lineal de k-cubos singulares y junto con la definiciéon de frontera de una cadena
(operador lineal) tenemos también el resultado para k cadenas.

[ ]

Comentario 6.2. Para cada valorde j=1,...,k—1y cada valor dei < j y para
cada par de valores fijos de «, =0, 1 tendremos un niimero k(kz_]) de sumandos

del tipo (I* G Q))( .8 (x). Podemos hacer corresponder cada uno de estos con los

sumandos (I* (41 ﬁ))(i"’) (x) que son un niimero igual a %_1) En total tendremos

k(k —1) sumandos los cuales se anulan dos a dos para cada valor de a y cada valor
de B. Se traducen en la expresion en2x2xk(k—1)=4k(k—1) sumandos.
Por ejemplo en el caso del cubo tipico de dimension 3 tenemos 6 caras de
dimension 2 y cada una de estas caras tiene 4 caras de dimension 1. En total al
calcular 8dc, tenemos 24 sumandos en la expresion (6.1).
Vedmoslo con detalle, para k =3, k(k —1) =6 y para cada valor de @ =0,1 y de
B =0,1 tendremos los términos

. 3 L. 3
1. Paraj=1, (I(l’a))(l,/g) (x) que se cancela con el término (1(2,5))(1»‘1) (x)
2. Para j =2 tenemos el término

(1?1‘(,))(2,5) (x)

que se cancela con el término
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(1(33’ﬁ))(1,w) (x)

y el término
3
(1(2,0))(2,[3) (x)

que se cancela con el término

(1(33’5))(2,0) (x)

Un total de seis sumandos que se cancelan dos a dos para cada par de valores fijos
de a 'y B. Considerando todos los valores 0y 1 para a y B obtenemos en la expresion
2x2xk(k—1)=4k(k—1) =24 sumandos.

Comprobar que d(dc) =0 en el caso ¢ = I? (Ejercicio

6.2. Integracion en cadenas

Empezaremos con las definiciones bdsicas que nos llevaran a la integracién en
cadenas de formas diferenciales.

Definicion 6.3. Sea w una k-forma en [0,11% c R¥, dada por w = fdx' A--- A dx.

Se define
0 0
= — =) dxt ik
/[0,1]kw ./[0,1]kw(6x1 6xk) * *
=/ Fdx' ... dx*
[0,1]%

Comentario 6.3. También se escribe

/ w=/ fdxl/\m/\dxk:/ Ft, xR det . dxk
[0,1]% [0,1]% [0,1]%

Definicion 6.4. Sea w una k-forma en Q c R% y ¢ un k-cubo singular en Q c R¢
se define la integral de la k-forma en ¢ mediante

/w:/ cfw
c [0,1]k

Definicion 6.5. Sea w una k-forma en Q c R¢ y ¢ una k-cadena, es decir

n
Cc= Zaici
i=1

donde c; son k-cubos singulares en Q. Si k > 1 definimos la integral de w en c
mediante
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n
Jo=Ya o
¢ i=1 G

Sik=0,c:{0} - QcR? es un 0-cubo singulary f es una O-forma, es decir
una funcion, definiremos

[r=st)

c

Observacion 6.1. Sea w una k-formay c una k-cadena. En el calculo de fL w solo
intervienen los valores de w sobre los espacios tangentes.

Demostracion:

En efecto, bastara verlo para ¢ un k-cubo singular

/w—/ c*w—/ c*a)(i i)
. - [O’l]k - [O’I]k 6_)(1 PIIRY axk

_/ we. a2y
CJioage o axtTTT  oxk

o 9 k
Los campos c. a7 -+ +»Cx 5k SON CaMpOs tangentes en c([0,1]1%)

Ejemplos y significado geométrico o fisico

En los ejemplos que siguen consideraremos R? con un sistema de coordenadas
ortogonal {x',...,x%}. Sea T = Z;’zlEidx" ® dx' el tensor métrico fundamental
(campo tensorial). Escribimos como anteriormente para dos campos X e Y, (X,Y)
en lugar de 7(X,Y). Recordemos que dado un campo vectorial X en R? la norma de

este campo es || X|| = (X, X).

La base de campos tangentes asociada al sistema de coordenadas {x!,...,x%} es
{%, cees gad}- La norma de los elementos de esta base serd paracadai=1,...,d
0 o0 0
— |l = ., )= E;
Il =\ G 5) = VE:
: =L 0 ;_
Entonces el conjunto e; = JE o L= 1,...,d es una base ortonormal de campos.

Dado un campo vectorial F = Fle| +---+ F?e, expresado en esta base su norma
serd

(vl =\/(F,F)=\/(F1)2+...+(Fd)2

Véase el ejercicio [6.2] para cdlculos concretos.
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En los ejemplos que siguen utilizaremos la relacién entre campos y formas estu-

diada en el apartado[5.2.2]

1.

Integral de una 1-forma sobre un 1-cubo singular o integral de un campo a lo
largo de una curva:
Sea
c:[0,1] » R4
t— (x'(0),...x41)
un I-cubo singular en R?. Asociamos ¢ a la curva imagen en R? entre los puntos

¢(0) y ¢(1). Consideramos ademés un campo F = Fle; +---+ Fle, enR4. La
1-forma wr asociada a F' es

wp = F'\NE dx" +- -+ FINE dx?

La integral de wr en c.

d
WF = cfwp(—=)drt
/c 4 ./[0,1] P

d
=/ wp(c*—)dt=/ (F,T)dt
[0,1] dr [0,1]

donde T es el campo tangente asociado a la curva c.
Vamos a interpretar esta integral para distintas elecciones de F":

I

= Sea T el campo tangente asociado a la curva c y elegimos F =7 = Tl el

campo unitario tangente a la curva. Entonces,

/w,:/ (T,T)dtz/ Tl dt
c [0,1] [0,1]

wr =t'Edx' +-- -+ 19\E 4dx?

se le llama elemento de longitud que se expresa en la variable ¢ como ||T'||dt.

La integral
Jor= [ imiar
c [0,1]

es la longitud de la curva ¢ entre los puntos ¢(0) y ¢(1) (véase ejerciciol6.3).

= Si F esuncampo de fuerzas: (F,T) = (F,7)||T||y (F, ) representa el trabajo
realizado por unidad de longitud de modo que fc wr es el trabajo de F a lo
largo de la curva c. A la 1-forma

wp = F'\Edx" +-- -+ FA\JEdx?

se la llama elemento de trabajo que expresado en la variable z es (F,7)||T|| dt.

A la 1-forma
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= Si F es un campo vectorial general: wp es la circulacién de F a lo largo de ¢

y ala I-forma
wr = F'Edx' +- -+ FINE ax?

se lallama elemento de circulacién a lo largo de ¢ que expresada en la variable
tes (F,7)||T| dt.

En coordenadas cartesianas {x',...,x4}:
El elemento de longitud es wy = 7l dx! +- -+ 7% dx¢
El elemento de circulacién es wg = Fldx! +- -+ F¥ dx4

Comentario 6.4. Al elemento de longitud se le denota a menudo impropiamente
ds. Esta notacion es impropia pues no necesariamente w es la diferencial de
una funcion s.

1 d

Propiedad 6.1. Seat=1"e|+---+71%4 el campo tangente unitario a la curva
cyseawr =7 VE dx' +---+19Ezdx? el elemento de longitud asociado a la
curva c.

Se verifica la siguiente propiedad:

TinZ\/dei i=1,...,d

Demostracion:

Véase el ejercicio[6.4] ]
Integral de una 2-forma sobre un 2-cubo singular o integral de un campo sobre
de una superficie:

Tomaremos d = 3. Sea R? con un sistema de coordenadas ortogonal {x',x?,x3}.
SeaT = Z?: 1 Ei dx' ® dx' el tensor métrico fundamental (campo tensorial).

Sea

c:[0,11> > R?

u,v — ()cl (u,v),xz(u,v),x3(u,v))

un 2-cubo singular representando una superficie en R3.
Sea F = Fle| + F?ey + F3e3 un campo vectorial en R3 y

nr = F'WELEzdx® Adx® + FP\JE | E3dx® A dx' + FP\JE | Exdx! A dx?

la 2-forma asociada.
Vamos a interpretar la integral de g en c.
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- . 0 0
/77F=/ ¢ UF:/ (5=, 5-)dudy
c [0,1]2 [0,1]2 ou’ 0v

0 0
=/ np(c*a—,c*—)dud\/:/ (F, T, xT,)dudv
[0.1]2 u v [0.1]2

donde 7, y T, son los campos tangentes asociados a la superficie c. A
(F,T, xT,) se le llama producto mixto de los campos F,T,,T,.
Introduciendo el campo normal unitario a la superficie

T, XT,
n= —
17 X T, ||

podemos escribir

/nF:/ (F,n)||Tu><Tv||dudv=/ (F, T, xT,)dudv
c [0,1]2 [0,1]2

La integral fc nr es el flujo total de F a través de la superficie ¢ y a la 2-forma
nr se le llama elemento de flujo.
En particular tomando F =n

/nn =/ T X T, | dudv
c [0,1]2

obtenemos el drea total de la superficie. (Véase ejercicio[6.5). A la 2-forma 7,
se la llama elemento de drea.

En coordenadas cartesianas x,y, z:

El elemento de flujo es ng = Fldy Adz+ F>dz Adx+ F3dx Ady

El elemento de 4rea es 17, = n'dy A dz+n>dz Adx +n’dx A dy

Comentario 6.5. Al elemento de drea n,, se le denota a menudo impropiamen-
te mediante dA. Esta notacion es impropia pues no necesariamente 1, es la
diferencial de una funcion A.

Propiedad 6.2. Sea n = nle|+n2es+n’es el campo normal unitario a la su-
perficie ¢ y sea

M = nI\/E2E3 A A dx> +n? E\E5 dx Adx! +n3\/E1E2 dx' A dx?

el elemento de drea asociado a la superficie c.
Se verifican las siguientes propiedades:

nlnn =+VEyE3 dx* A dx®
n277,1 =+E3E; dx3 Adx!
n377,1 = \/E]Ezdxl /\d)C2
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Demostracion:

Se deja como ejercicio [6.6] [ ]
Véase el ejercicio[6.7] para célculos explicitos del campo normal y del elemento
de drea.

Integral de una 3-forma sobre un 3-cubo singular:

Sea

c: (0,1 - R?
£,9,2, > (x(£,9,2),y(£,9.2),2(£,9,2))

un 3-cubo singular representando un cuboide en R3. Se han considerado coor-
denadas cartesianas {%, 9,2} y {x,y,z}.

Sea w = dx Ady A dz es decir el elemento de volumen. Vamos a interpretar la
integral de w en c.

d 0 0
cfw= cwu(—,—,—)didydz
./ /01]* ./[01]* (6x a3y’ 6z) Y
0 0 0
= f = ,C d
/[0,1]3‘”(6'& “35°% 53

a 9 b
:/ dez[W] d)edydzzif dxdydz
[0,1]3 0(%,9,2) c([0,113)

= +Volumen de ¢([0,1]%)

tdydz

Se ha utilizado la notacién

Ox Ox Ox
9% 0y 02
[a(x’))sz)}_ dy dy Oy
e | = |35 55 52
0&3.91 |5 & o
9% 8y 92

y en el pentltimo paso hemos aplicado el teorema [2.6] El signo dependerd de
que la aplicacién que define el cubo singular cambie o no cambie la orientacion,
es decir el signo viene determinado por el signo de

d(x,y,z)
det | =222
¢ [3()?,&,2)

Sea ahora la 3-forma w = pdx A dy A dz done p es la densidad de masa o la
densidad de carga eléctrica. Entonces fc w es la masa total o la carga eléctrica

en ¢([0,1]%) respectivamente.
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6.3. Ejemplos practicos de integracion en cadenas

En esta seccidon veremos ejemplos practicos de integracién de formas en cadenas:

» Ejemplo 1: Sea F = (F!,F?, F3)" = (6xy,3x> —3y2,0)" un campo vectorial (un
posible campo eléctrico).

a) Calcular la integral curvilinea de F desde el punto (0,0,0) al punto (x1,y,0)
a lo largo del camino que va en linea recta de (0,0,0) a (x1,0,0) y luego al
(x1,v1,0). Pongamos w = F'dx + F2dy + F3dz y vamos a calcular

()
\
(Ilvyho)
c=2c]+C2
C2
C1 . T
(1}170,0)

z

Figura 6.13 Definicién del camino

Jo=[ o+ o
c C1 (&)

c1:[0,1] > R?
t— (x(1),y(2),2(2))

conx(t) =x1t, y(£) =0, z(r) =0

Tenemos

c:[0,1] - R?
t— (x(1),y(1),z(1))

conx(t) =x1, y(t) =yit, z(r) =0

/Fldx+F2dy+F3dz=/6xydx+(3x2—3y2)dy+0dz

C1 C1

=/ 6x11.0c}dx + (3x1t2 = 0)cjdy = 0
[0.1]
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* 9 ’
pues cjdy = 3 =y'(1) =0.

/Fldx+F2dy+F3dz=/6xydx+(3x2—3y2)dy+0dz

€2 €2

= / ox1y1tcydx + (3x% - By%tz)c;dy
[0.1]
como ¢idx = 2 dr =0y cdy = 2 dr = yydt resulta
/ Fldx+F2dy+F3dZ=/ (3xiyi =3y{r’)dr=3xiy1 -y}
2 [0,1]

b) Efectuar un célculo similar para el camino que va por el otro lado del rectangulo
por el punto (0, y,0). Tenemos

Y

A

(anlao) C2 ($1,y1,0>
>

c=2¢C]+ C2
C1

z

Figura 6.14 Definicion de un segundo camino

c1:[0,1] - R?
1 — (x(1),y(1),2(2))

conx(t) =0, y(¢r) =yit, z(z) =0

¢ :[0,1] - R?
1= (x(2),y(1),2(1))

con x(t) =xit, y(t) = y1, z2(1) =0
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/ Fldx+F2dy+F3dz=/6xydx+(3x2—3y2)dy+0dz
(] C1

= / 6.0.y11ctdx+ (3.0 =3y21%) ¢l dy
[0.1]

d
- [ i = [ i
[0.1] ot [0.1]

1
==3yizyi=-n

/F]dx+F2dy+F3dz=/6xydx+(3x2—3y2)dy+0dz
e

2

=/ 6x1ty1chx+(3x%t2—3y%)c§dy
[0,1]
ox 2.2 2,0y

= 6x1ty; —dt + 3x7t°—3y7)—=dt

‘/[0’1]( X11Y1 o1 /[0’”( X1 yl)at
:/ 6x1ty1x1dt+/ (3x%t2—3y%).0dt

[0,1] [0,1]

2 1 2

=6x1y1§=3x1y1

de modo que
/ Fldx+F*dy+F3dz = 3x%y1 —y?
C1
¢) Comprobar que F es irrotacional: En efecto, como el campo F es plano basta

ver que

_6(6xy) N 6(3x2—3y2) x4+ 6r=0
ay 0x

Calculemos g tal que F' = V. Podemos escribir

d¢

Z_6

ox Y

dp 2 2
— =3x"-6
ay . Y

Integrando la primera respecto a x:

¢(x,y) =3x%y+C(y)

de donde

¢ _ 3x2+C'(y)
dy

Tendremos 3x” + C’(y) = 3x> —3y? de donde C’(y) = —3y?, integrando
C(y) = -y’ +Cte de modo que
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d)

e)

6 Integracioén en cadenas
o(x,y) =3x*y -y +Cte

donde Cte € R
Calcular

/Fldx+F2dy+F3dz

donde ¢ es un camino cualquiera entre (0,0,0) y (x1,y1,0).
Tenemos, gracias a que F es irrotacional, F = Vo y wr = dy. De modo que

/Fldx+F2dy+F3dz=/d<p=/ c*dgo/ d(poc)
c c [0,1] [0,1]

= p(c(1)) = ¢(c(0)) = ¢(x1,51,0) = ¢(0,0,0) = 3x7y; -y}
donde hemos aplicado c*dy = d(c ¢) (propiedad (d) en el teorema yel
convenio c¢*¢ = ¢ o ¢ para O-formas es decir funciones.

Definicion 6.6. Un campo vectorial para el cual la integral de linea entre dos
puntos no depende del camino se llama conservativo.

Corolario 6.1. Todo campo irrotacional es conservativo.

Comentario 6.6. En el ejercicio del capitulo [7] se demuestra que todo
campo conservativo es irrotacional.

Aplicacién en electrostatica:
Sea un campo eléctrico producido por una carga puntual g,

-4 X Y
(2423 (Va2 +y?)3
Consideremos la 1-forma asociada
q X

q Yy
w=-—————dx+——7Fdy
4r (\[x2+y2)3 4r (\[x2+y2)3

Calculemos dw o lo que es equivalente rot F'. Al ser F un campo plano el
rotacional es un escalar (dicho mds precisamente solo tiene una componente
no nula):

ot F = OF? B OF! _ 2xy 2xy

pn— — =0
Iy 0x  2(\[x2+y2)52  2(y\[x2+y2)52

es decir dw = 0 por lo tanto w = dy y tendremos F = Vy. En consecuencia la
integral de F a lo largo de un camino entre dos puntos a y b no depende del
camino y vale ¢(b) — ¢(a) y fisicamente representa el trabajo realizado por el
campo eléctrico al trasladar la unidad de carga desde el punto a hasta el punto
b.

= Ejemplo 2: Sea
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c:[0,11F = ¢([0,1]%) = A c R¥

¢:A— R4
con d > k. Consideramos la cadena
poc:[0,1]F 54 L rY

y sea w una k-forma en ¢(A). Estudiar

/‘”
ocC

Podemos escribir para la integral en el cubo singular ¢ o ¢

/w=/ (¢oc>*w=/ (c"0 6w
oc [O,I]k [0,1]"
[ cwor=[so
[0,1]% c

Esta dltima es una integral en el cubo singular c.

En muchas ocasiones se calcula directamente fc #*w que es una integral en R¥
extendida al cubo singular ¢ de dimension k.

Veamos un ejemplocon k =2y d=3:

/}5

— 5

e

u

Figura 6.15 Ejemplo2conk=2yd=3

Sea § =81 +9; la superficie cerrada que consta de la base circular de radio 1 dada
por S; : x> +y? < 1, z =0y la semiesfera de radio 1, S, : x? +y?+72 =1, 2> 0.
Sea F = (2x,2y,2z)" un campo eléctrico. Hallar el flujo de este campo eléctrico
a través de S. Tendremos
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/(F,n)dA:/ (F,n)dA+ [ (F,n)dA
S S Sz

a) Trabajando en coordendas cartesianas:
(F,n)dA=F'n" dA+F*n* dA+ F°n*dA = F'dy Ndz+ F*dz Adx+ F3dx Ady
Introduciendo el cubo singular ¢
c:[0,11> > D cR?
(r,0) > (X =rcos2n6,y =rsin2nb)
y las superficies

#1:D >R
(£,9) = (x=%£y=9,2=0)

¢2:DHR3

2_&2)

podemos describir S1 y S como los 2-cubos singulares S =¢jocy Sr =¢roc.
Por una parte teniendo en cuenta que

(%,9) — (x:ﬁ,y:ﬁ,z: 1-%

¢ dx = di
¢idy =dy
$1dz=0

: (F,n)dA:/S Fldy ndz+F*dz Adx+Fdx A dy
1 1
=/S2xdy/\dz+2ydz/\dx+2zdx/\dy
1
:/¢T(2xdy/\dz+2ydz/\dx+2zdx/\dy)
:/Zﬁdﬁ/\0+2y0/\d)2+0d)?/\dy=0

por otra parte teniendo en cuenta que
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$3dx = di

¢5dy = dy

$yds=————di-—2—d5
-2-32 1-2-32

(FJQdA:i/'FldyAdz+FdeAdx+F3dkAdy
Sz S2
=/2xdy/\dz+2ydz/\dx+22dx/\dy
S
:/qﬁ;(Zxdy/\dz+2ydz/\dx+2zdx/\dy)
c

. x IR y O B
= | 28(-————=)dI AN dE+ 29 (——=)dP AdE+2+/1 =52 - §2dR A dP
/c V1-%2-92 V1-%2-32

—22-3

252 252
=/X AN +2J1<#—9ﬂdxAd9
e N1=-32-92 \1-32-32

y

2 2
= —d)?/\dﬁz/ ——2ardr AdO
/c 1-%2-3?2 (0,112 V1—r2

1 1 1 1
r
:47r// drd9:47r/ [—\/1—r2]1d0:47r/ do = 4n
0 Jo VI-r2 0 0 0

é1, 2
z

— N
& b

T

r

Figura 6.16 Ejemploconk=2yd=3

b) Trabajando con coordenadas esféricas para la integral en S»: El sistema de
coordenadas esféricas en R3 es (r,6,¢) relacionadas con las coordenadas
cartesianas mediante

X =rcosfsing
y=rsinfsing

Z=rCcosy

Describimos S, como la 2-cadena singular
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Figura 6.17 Coordenadas esféricas en R?

S,:[0,11> > R?
u,v— (r=1,0=2nu,¢ = gv)

El campo es F = Zr% =2re,, en efecto (véase los ejemplos de cambios de
base en el capitulo[d)

9 =sin¢@cosd 9 +sin¢sind 9 +Ccos i
or _om¢ ox ¢ ay ‘paz

de modo que

0 0 0 0
ZrE = 2rsingocos96—x +2rsingosin9a +2rcosg08—Z

0 0 0
=2x—+2y—+2z7—
x8x+ y6x+ Z@z

El tensor métrico en coordenadas esféricas (véase los ejemplos de espacios de
tensores en el capitulo[3)), con las notaciones de ese capitulo es

M=E\dr®dr+E»d0® do+E3dp® dy
=dr®dr+r*sin®df® do+r*de® do

de modo que E| =1, E; =rzsin2g0, Ey=r?
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nr = F'E,E3d0 Ad+ F*\JEsE| do Adr + F*\E|Eydr Adf
=2r%sinpdf Ady

Finalmente la integral resulta

/T]F:/ 2r35ingad0/\d<p:/ S5 (213 sinp d6 A dy)
S S [0,1]2

1 pl - 1 -
= 27r2/ / sin(=v)dudv = 27r2/ sin(=v)dv
0o Jo 2 0 2

= 2n2[—cos(%v)](1)

SIS

= 47r(—cos(g) +cos0) =4n

En los ejercicios[6.8] [6.9][6.10]y [6.T1] se proponen distintos cdlculos en la misma
linea que los anteriores.

Ejercicios del Capitulo [6]

6.1. Calcular 0(41%)

6.2. Con las notaciones del texto, dado un campo vectorial X expresado mediante
sus componentes en la base {%; i=1,...,d},sea X = Xla%]+~--+Xdaxid.

1. Calcular || X|| = (X, X).

2. Expresar X en la base ortonormal {e; =
3. Calcular wy (X)

\%6% i=1,...,d}

6.3. Interpretar f[o 1 ||IT|| dt utilizando sumas de Riemann como la longitud de la
curva c entre los puntos ¢(0) y ¢(1).

6.4. Demostrar la propiedad[6.1]

6.5. Interpretar
/ | T X Ty || dudv
[0,1]2
utilizando sumas de Riemann, como el drea de la superficie
c:[0,1> - R?
u,v — (x (u,v), 2 (u,v), x> (u,v))

6.6. Demostrar la propiedad[6.2]
6.7. Sea

c:[0,1> > R3

u,v— (x(u,v),yu,v),z(u,v))
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un 2-cubo singular representando una superficie en R.
Para simplificar tomar {x,y, z} el sistema cartesiano de coordenadas.

1. Calcular el campo normal unitario a la superficie representada por este 2-cubo.
2. Calcular el elemento de 4rea en coordenadas x,y, z y en coordenadas u, v.
3. Dar la expresion fc dA

Figura 6.18 2-cubo singular

6.8. Determinar el flujo del campo V a través de la superficie S donde
V= (3x%,xy,2)"
y S es la superficie frontera del conjunto de R? determinado por
X+y+z<1,x>0,y>0,z>0

6.9. Sea f : R* — R dada por f(x,y,z) = xexp(y)cos(nz)

1. Calcular F =V f
/(F,T)ds

2. Evaluar
siendo c(t) = (3cos*t,5sin’£,0), 0 < ¢ < 7 y 7 el campo unitario tangente a c.

6.10. Calcular el centro de gravedad 7 = (%, ¥,Z) de un casquete esférico S de radio
de la superficie esférica R y a el radio de la base del casquete, sabiendo que la
definicion del centro de gravedad es

) /S(x, v,2)dA
T A
6.11. Calcular el centro de gravedad de una catenaria ¢ de ecuacién
c:[-1,1] » R?

t
t— (x=t,y=acosh—)
a
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sabiendo que la definicién del centro de gravedad es

/C xds

fcds

X:







Capitulo 7
El teorema de Stokes

Resumen

En primer lugar demostramos el teorema de Stokes en el cubo tipico. El caso gene-
ral para cadenas resulta entonces inmediato. Despues veremos las distintas variantes
del teorema de Stokes cuando lo aplicamos a cadenas de distindo orden. Obtenemos
como consecuencias inmediatas el teoremas de Riemann-Green, el teorema del ro-
tacional de Stokes y el teorema de Gauss-Ostrograski. La referencia bésica es [6] y
[5] para los ejercicios de cardcter mds practico.

7.1. El teorema de Stokes en cadenas

Empezamos enunciando el teorema de Stokes en cadenas que demostraremos a
continuacién en varios pasos.

Teorema 7.1. Si w es una (k —1)-forma en Q c R% y ¢ es una k-cadena en Q

entonces
/dw:/ w (7.1)
c dc

Observacion 7.1. El teorema es cierto en el caso k =0

Demostracion:

Una 0-forma es una funcién
w=f:Q—>R
Una 0-cadena

c:{0} - Q

221
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es un punto (nos referimos al punto imagen c(0) en Q).
Primero observemos que definimos la integral de una O-forma (funciones) sobre
una 0-cadena mediante

[#=rco)

Abhora si ¢ es un 1-cubo singular

c:[0,1] - Q
t—c(t)

tenemos

‘[dfz/l()’”c = [0,1Jd(c f)z[O,le(fOC)
1
. /0 (foe)(t)dr = f(e(1) - £(c(0))

por otra parte dc = ¢(1) — ¢(0) es una O-cadena y resulta

/ f= / £ = f(e(1) = F(c(0)
dc c(1)=c(0)

Tenemos que el caso k = 0 es consecuencia del convenio adoptado para la integral
de una O-forma sobre una 0-cadena.
[ ]
Vamos a pasar al caso general con k > 1. Empezamos con un lema previo.

Lema 7.1. Sean I* el k-cubo tipico e 16‘ @) la cara (j,a); 1 < j<k,a=0,1que
es un (k —1)-cubo singular. Tenemos

Sii# /k fdx' Ao Adxi A AdXK =0
I~
(J.a@)

Sii:j/ fdxl/\-u/\c?;"/\---/\dxk:/ f',. . e, u* Y du . du*!

1(’;’0) [0,17k-1

=/ f(x],...,a/,...,xk)dx]...dxk
[0,1]%

Demostracion:

Sea la cara I{‘j o) Para 1<j<k,a=0,1 del k-cubo tipico

k . k-1 k
Iy [0,1]"" >R

u=@',. "N osx=Cx"=ul, T =T W =a T =, K=
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Tenemos

¢ k-1
(j,a@) [0.1]

Ahora bien,

(I )" fx' Ao ndxi Ao A

_ k k « 51 N k x5k
_(fol(j,a))(l(j,a)) dx /\--‘/\(I(J.’Q)) dx /\--~/\(I(].’Q)) dx

donde

1_ 1 TN B
X' =u =>(I(j’a)) dx' =du

-1 _ -1 k * g j=1 _ 4 j-1
X = = (I(j’a)) dx!™ =du’
- PR
X =—a=> (I(j,a)) dx’ =0
=l = (15 Yt = du’

(. @)

k _ k-1 k w gk _ k—1
x“=u =>(I(j’a)) dx* =du

/ fdxl/\---/\c?;i/\~~-/\dx":/ (Ifja))*fdx1A~~~Ad7A--~
I* 1 ’

223

Adx

(7.2)
(7.3)

.. . z . k * / _ .2
En sii# j el término (1 (j’a)) dx’) =0y por lo tanto la expresion es nula. En el

caso [ = j el término que seria nulo es justamente el que falta y en ese caso

/ Fdx" A Adxi A-- AdxE
1

(1:,11/)

= f(u],...,u“l,a,u‘,...uk’])dul...dukil
[0,1]%-1

= Ft X e x ™ xRy dxt L dx L dxR
[0,17k-1

— 1 .
:/ f(x],...,x“],a,x‘”,...,xk)dxl...dxi...dxk/ dx’
[0,1]%-1 0

= Flt o x xRy dx L dxk
[0,1]

donde en el segundo paso hemos cambiado la notacién escribiendo x! en lugar de 1!

paral <iy x"!

vale 1 en el tercer paso.

Ver el ejercicio[7.1| para ilustrar el resultado del lema en casos concretos.

Vamos a pasar a la demostracion del teorema de Stokes.
Demostracion del teorema [Z.1]

en lugar de u! para [ > i y hemos multiplicado por una integral que
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Lo demostramos en varios pasos:

1. Supongamos en primera lugar que ¢ = I* es el k-cubo tipico y que w es una
(k —1)-forma en I* del tipo

Fdx' A Adxi A A dE

queremos demostrar que

fdxl/\-~~/\3;i/\---/\dxk=/ d(fdx' A Adxi A~ Adx)
oIk Ik

La frontera 91¥ es

k1
ONICILO

j=1 a=0
entonces
Fdx' A A A A ZZ( 1)““/ Fdx' A AdXi A A dx
ork k
j=1 a=0 (J,@)

k1 .

ZZ( 1)1“*/ (I o))" fdx Ao pdxi A-ee A

— R

j=1 a=0

1

= (—1)”"/ Ft . xRdx! L dxk
[0,1]%

a=0

= (- FO 1 x a4 (-1 Fx' 0,0 xR ax! .

[0.1]* [0.17%

donde en el peniiltimo paso hemos aplicado el lema[7.1]
Por otra parte

k
d(fdxl/\...,/\dxl/\---/\dx")=Z—fdx"/\dx1/\~--/\dxl/\~~-/\dx"
ox@

af
T oxt
. Of
_(_\i-1 Y 41
=(-1) axidx

~dx  Adx A AdxE A A dxE

A Adxt A AdxK

entonces

Ldxk
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/d(fdxl/\...,/\gx\i/\m/\dxk)
Ik

— (_l)i—l a_f

Ik oxt

dx" A AdXE A AdxE

:(_1)i—1/ O gl . axk
[0’1]k oxt

1
i af . .
— (—1)i-! Y i 1 i k
(-1) ‘/[0’1]“( | 8xl.clx)dx .odxt .. dx

= (—l)i_I/ Ft XL xR dx! Ldxt .
[O’I]k—l

—(—l)i_I/ Fet x0T L xR dx! di
[0’1]k—1

= (-1 / FO L xR de! L axk
[0,17%

+(—1)i/ Flt x0T L xR dx! L axk
[0,1]%

Fdx' A AdX A A d

el resultado es cierto para cualquier (k — 1)-forma en 7%,
2. Si ¢ es un k-cubo singular arbitario tenemos

/dw:/ c*da):/ d(c*w)
c Ik Ik
= (c*w)=/ a):/ w
oIk codlIk dc

3. Si c es una k-cadena, ¢ = }; a;c; donde c¢; son k-cubos singulares

dwz/ dw = ai/dw: a,-/ w
‘/L" i aAiCi Z Ci Z Bc,-
_ / w= / w
Yiaidci dc

225

donde en el dltimo paso hemos multiplicado ambos sumandos por /01 dx' =1.
Como toda (k — 1)-forma en I* es suma de (k — 1)-formas del tipo
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7.2. Aplicaciones del teorema de Stokes

Vamos a ver ahora distintos teoremas cldsicos que son consecuencia del teorema
de Stokes general de la seccion anterior.

Teorema 7.2. Teorema de Riemann-Green.
Sea ¢ una 2-cadena en R? (por tanto un conjunto en R?) y w = a dx + Bdy una
1-forma en c tenemos

_ [ (9B _oa
‘/aca/dx+ﬁdy—/c(ax ay)dxa’y (7.4)

Oc R2

R

x

Figura 7.1 Superficie ¢ y su frontera dc en R?

Demostracion:

Aplicamos el teorema de Stokes La diferencial de w = adx+Bdy es

B oa
=(— — — /\
dw )dx dy

de donde

[ e, [ 08 5o
‘/acadx+,6’dy—/c(ax 6y)dXAdy_/c(6x 6y)dxdy

Teorema 7.3. Teorema del rotacional de Stokes.

Sea ¢ una 2-cadena en R> (por tanto una superficie en R?) y sea F un campo
vectorial en ¢ entonces la circulacion de F a lo largo de la frontera Oc de c es igual
al flujo del rotacional rot F a través de la superficie c. En coordenadas cartesianas
{x,y,z} se expresa si

Il 2

F=F'
0x dy 0z
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/Fldx+F2dy+F3dz
Ooc
AF® OF? AF' OF3 dF* OF!
= [ (B——-Z2)dyAdz+(— — =—)dzAdx+(— — —)dxAdy (7.5
/C(ay o )y ndak (Tm =) dende (o= ) deady (7.9)

R3

T

Figura 7.2 Superficie ¢ y su frontera dc en R

Demostracion:

Sea wr la 1-forma asociada a F'y sea n,,; r la 2-forma asociada a rot F. Sabemos
dwr =nyor r de modo que

/ wF=/dMF=/77rotF
dc c c

La expresi6n|7;5] se deduce de expresar wr y 17,0¢ r €n coordenadas cartesianas.
[

Teorema 7.4. Teorema de Gauss-Ostrogradski

Sea ¢ una 3-cadena en R3 (por tanto un conjunto en R3) y sea F un campo
vectorial en c entonces el flujo de F a través de la frontera Oc de c es igual a la
integral en c de la divergencia div F de F. En coordenadas cartesianas {x,y,z} se
expresa si

9 9 9
F=F'—+F>—4+F3—
Ox dy 0z

OF' O0F?* OF?

/ Fldy/\dz+F2dz/\dx+F3dx/\dy:/(—+—+—)dxdydz
dc c 0x ay 81

Demostracion:
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dc

X

Figura 7.3 Volumen c y su frontera dc en R?

Sea njr la 2-forma asociada a F. Sabemos dnr = wgiy F = (div F) w donde w es
el elemento de volumen. Entonces

/ nF=/d77F=/wdivF=/(diVF)w
dc c c c

La expresion[7.6)se deduce de expresar nr y div F en coordenadas cartesianas:

/ Fldy/\dz+F2dz/\dx+F3dx/\dy:/didex/\dy/\dz
dc

C
OF' 9F? 9F3
= v Fd = —+——+—)dxd
‘/cdzv x dy dz [( o % * )dxdydz
[

Comentario 7.1. El teorema de Gauss-Ostrogradski también lo podemos expresar
(F,n)dA = /dideV
dc c

donde dA es el elemento de drea y dV designa el elemento de volumen.

Corolario 7.1. Sea F un campo vectorial. Tenemos que la divergencia de F en un
punto x se puede definir como

div F(x) = lim

1
—_— F,n)dA 7.6
r—0 V(Br (X)) LB,(x)( ”l) (7.6)
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donde B, (x) es la bola de centro x y radio r.

Demostracion:

Tenemos por el teorema de Gauss-Ostrogradski[7.4]

/ (F,n)dAz/ divFdV
9B, (x) B, (x)

dividiendo por el volumen de B, (x) y pasando al limite cuando r — 0 obtenemos el
resultado.
]

Comentario 7.2. En el corolario anterior se ha utilizado la propiedad del cdlculo
integral siguiente: Sea B, (xo) = {x e R%; ||x—xo|| < 1}y f : By (x0) — R una funcién
continua, entonces

f(x0) = lim Fot o xhaxt . ax

i,
r—0V (B, (x0)) JB, (x)

donde V (B, (x)) es el volumen de B,(xo). Véase la nota en la resolucion del
ejercicio para la demostracion de esta propiedad.

Acerca de la notaciéon utilizada en fisica e ingenieria

Sean

= F un campo vectorial en R? y wr la 1-forma asociada

= cuna I-cadena en R?

= 7 el campo tangente unitario de ¢ y w el elemento de longitud que en Fisica se
suele denotar mediante ds

Utilizando la propiedad[6.1]
wr =(F,7)w: = (F,7)ds
En coordenadas cartesianas
(F,T)we = (F'T' + F2? + F3 ) w,
=F't o + F* 12w, + FP 1’0,
=Fldx+F?dy+Fdz
Sea ahora

» 75 la 2-forma asociada a F.
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= ¢ una2-cadenaen R3.
= 1 el campo vectorial normal a ¢ unitario y 17, el campo elemento de drea (2-forma
asociada a n) que se suele denotar en fisica mediante dA.

Utilizando la propiedad[6.2]
nr = (F,n)n, = (F,n)dA
y en coordenadas cartesianas
(F,n)n, = (F'n' + F2n* + F3n’)n,
=Flaln, + F*n’n, + FPn’n,
=Fldy Adz+F*dz ndx+F? dx Ady

En consecuencia el teorema del rotacional de Stokes se puede escribir como
: ‘(F,T)ds = /(rotF,n)dA (7.7)
y el teorema de Gauss-Ostrogradski se puede escribir como
ﬁ(F,n)dAz/dideV (7.8)

donde dV designa el elemento de volumen.
Vamos a ver tres consecuencias sencillas de los teoremas anteriores que se cono-
cen habitualmente como férmulas de Green o de integracién por partes.

Corolario 7.2. Dada c una 3-cadena enR3, sean u y v dos funciones reales definidas
sobre c. Se tienen las siguientes identidades de Green:

a)
—/Au.vde/(Vu,Vv)dV—/ v(Vu,n) dA (7.9)
c c dc
b)
/(vAu—uAv)dV:/ (vVWu—-uVv,n)dA (7.10)
c dc

¢) Llamemos {xl ,xz,x3} el sistema de coordenadas cartesiano en R3. Tenemos la
siguiente formula de Green

9 0 .
/u—v.dv=—/—7vdV+/ wvn'dA i=1,2.3 (7.11)
c ox'! caxl dc

donde n=n'2; +n2-2; +n?

e e 6%3 es el campo unitario normal a la superficie c.

Demostracion:
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a) Utilizamos la identidad
div(vF) = (F,Vv)+vdivF

que se prueba mediante derivacién directa. En efecto, expresando la divergencia
y el producto escalar en coordenadas cartesianas {x,y, z}, tenemos

AW Fh N A(vF?) N A(vF3)

div(vF) =

Ox ay 0z
= (%Fl +vaa—1;1)
+(g—;F2+v%)
+(Z_;F3+v66_lj)

=(F,Vv)+vdivF
Ahora hacemos F = Vu, tenemos
div(vVu) = (Vu,Vv) +vAu

y aplicamos la férmula de Gauss-Ostrogradski[7.8|a div(vVu).
b) Para demostrar (b) expresamos(7.9intercambiando los papeles de u y v y restamos

las dos expresiones.
¢) Para demostrar (c) aplicamos la férmula de Gauss-Ostrogradski [7.8] al campo
vectorial F = uv% parai = 1,2,3. Tenemos entonces

duv) _, ov , du
oxi oxi " oxi’

div(F) =

(F,n) =uvn'

y aplicando[7.8]
0 0 )
‘/‘(u—v.+—u.v)dV=/ uvn' dA
¢ O0x' Oxt de
| |

En los ejercicios[7.2} [7:3| [7-47.5} [7.6} [7.7, [78] [T9} [7-10} [7.11] y[7.12]se proponen

distintas aplicaciones de los teoremas anteriores.
Terminaremos con una aplicacién del teorema de la divergencia a la demostracién
del teorema de Arquimedes y que es un sencillo ejercicio propuesto en [0] .

Teorema 7.5. Todo cuerpo sumergido en un fluido experimenta un empuje hacia
arriba igual al peso del fluido desalojado.
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Demostracion:

Se define un campo F = (0,0, pgz)" representando la presién (fuerza por unidad
de superficie) ejercida por el fluido a una determinada profundidad z medida desde
la superficie {(x,y,z € R3; z = 0} del fluido. p es la densidad del fluido, g es la
aceleracion de la gravedad por lo que pg es el peso por unidad de volumen de fluido.
Sea un objeto Q sumergido en el fluido o si el cuerpo flota entonces € representa
la parte sumergida del objeto. La presion del fluido actia perpendicularmente a la
superficie del cuerpo, es decir sobre cada elemento de drea dA la fuerza que actiia
sobre el cuerpo es —(F,n)dA. El signo menos se elige de manera que en los puntos
en que (F,n) es positivo —(F,n)dA indicara que el empuje es hacia arribay si (F,n)
es negativo —(F,n)dA indicard que el empuje es hacia abajo. El empuje sobre la
totalidad del cuerpo Q serd la suma de todas estas contribuciones elementales

—/aQ(F,n)dA

Aplicando el teorema de la divergencia

/ (F,n)dA:/dideV=/png
aQ Q Q

es decir el empuje hacia arriba debida a la presion que ejerce el fluido sobre el cuerpo

€s
—/png
Q

es decir igual y de sentido contrario al peso del fluido desalojado. Observemos que
se ha elegido el eje z de manera que z > 0 son los puntos por debajo de la superficie
del fluido.

F I n ji

Figura 7.4 Cuerpo sumergido en un fluido
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Ejercicios del Capitulo

7.1. a) Considerar las caras del 2-cubo tipico. Calcular

/ fdxl Adx?
12(1,a)

/ fdxl A dx?
12(2,a)

b) Considerar las caras del 3-cubo tipico. Calcular

/ fdx' ndx® y / fdx' Adx
I3(3,a) 13(2,a)

7.2. Sea ¢ una cadena de dimensién 2 en R? (una regién del plano R?).

a) Demostrar que el drea de ¢ (drea encerrada por la frontera dc ) viene dada por
p 1
Area= — xdy—-ydx
2 dc

siendo {x, y} las coordenadas cartesianas en R.
b) Demostrar que el drea de ¢ (drea encerrada por la frontera dc ) viene dada por

Area:/ xdy:—/ ydx
dc dc

siendo {x,y} las coordenadas cartesianas en R?> y demostrar que esto implica el
resultado de la parte (a).

7.3. Calcular el drea de la regién encerrada por la hipocicloide x*/3 +y?/3 = ¢?/3.

Y

N
N7

Figura 7.5 hipocicloide



234 7 El teorema de Stokes

7.4. Calcular el drea acotada por un arco de cicloide y su base definida por
dc=—-ci+cp

c1:[0,1] > R?

t — (x =a(2nt —sin(2xt)),y = a(1 —cos(2nt)))
cona>0y

¢ :10,1] —R?
t — (x=2nt,y=0)

O0c=—c1 +co

Figura 7.6 arco de cicloide

7.5. Hallar el 4rea de un rizo de la rosa de 4 pétalos

Figura 7.7 Rosa de 4 pétalos

La ecuacién en coordenadas polares {r,0} es

r=3sin2 0<0<

ST
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Observar que podemos escribir la frontera del rizo dc como

. 2
de:[0.1] — R,

t — (r =3sinnt,0 = Et)

7.6. Comprobar el teorema del rotacional en el siguiente caso:

El campo vectorial

0 0 0
F=27— — +4y—
zax+3xay+ y(9Z

y la superficie ¢ dada por

{(X,y,Z) ERS; ngzg_xz_yz}

Z

—>y

dc

X

Figura 7.8 Semiesfera

7.7. Sea S la superficie cubierta de la figura, formada por la unién de las dos
superficies, un cilindro y una semiesfera

S1={(x,y,2) €R3; )62+y2 =1,0<z<1}
Sr={(x,y,2) eR} x*+y*+(z-1)* =1, z> 1}

a) Describir S como una cadena y calcular su frontera.
b) Sea el campo vectorial F = (zx+z2y+x, 22 yx+y, z*x?)’. Calcular
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/(rotF,n) dA
s

e

-

//\/Sl

/— Y

05

X

Figura 7.9 Cilindro con cubierta semiesférica
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7.8. Calcular el flujo del campo vectorial

0 0 0
F=2x—+y’—+7°—
x6x+y 6y+Z 0z

a través de la superficie
{(x,y,2) eR} x> +y*+22 =1}

7.9. Demostrar el siguiente teorema de Gauss: Dado el campo vectorial en coorde-
nadas esféricas

— a —
=2 =
sea ¢ una 3-cadena en R® cuya imagen es un conjunto acotado en R3 tal que
(0,0,0) ¢ dc. Abusamos del lenguaje segiin lo indicado en el comentario|[6.1]
Llamando r = y/x2 + y2 + 72, demostrar:

€r

a)
1
div(—er)=0
r
parar #0
b)
(er,n)dA_ 4 si (0,0,0) ec
9 T2 1 0 si (0,0,0)¢c

7.10. Sea c una 3-cadena y dc su frontera en R3. Demostrar que el flujo del campo
F =re, através de dc es 3 veces el volumen de c.

7.11. Sea S una superficie tal que es frontera de una 3-cadena c, es decir S = dc.
Demostrar de dos maneras distintas que

/(rotF,n) dA=0
s

7.12. -

a) Demostrar que todo campo conservativo en un abierto Q de R3 es irrotacional.
b) Concluir que si F es conservativo existe una funcién ¢ tal que F = V.






Capitulo 8

Algunas aplicaciones a la mecanica de medios
continuos

Resumen

En este tltimo capitulo aplicaremos los conceptos del cdlculo vectorial y tensorial
para deducir algunas ecuaciones de la mecdnica de los medios continuos y que son
el punto de partida para el desarrollo de esta materia. Describiremos el movimiento
de un fluido mediante un grupo unipardmetrico de transformaciones actuando sobre
una regién del espacio RY. De manera mds precisa, estudiaremos como varian las
funciones, campos vectoriales, formas y tensores por accién de un grupo unipara-
metrico. El pardmetro representard habitualmente el tiempo. Veremos que a cada
campo vectorial le podemos asociar un grupo uniparamétrico de transformaciones y
reciprocamente, un grupo uniparamétrico tendrd asociado un campo vectorial. As{
pues lo que obtendremos es la variacién de los distintos objetos geométricos, es decir
funciones, campos, formas y en general tensores por accién de un campo vectorial.
Este es el concepto de derivada de Lie de la geometria diferencial en variedades
aunque aqui nos limitaremos a regiones de RY.

8.1. Grupos uniparamétrico de transformaciones

En R? consideraremos un abierto Q y dado 6 > 0 sea /5 =] — 8, d[ un intervalo
abierto de R.

Definicion 8.1. Liamaremos grupo local unipardmetrico de transformaciones a toda
aplicacién diferenciable ¢ de I5x Q en R? tal que

a) Para todo t € I la aplicacion ¢, : Q — R definida por ¢,(p) = ¢(t,p) para
todo p € Q es un difeomorfismo diferenciable de Q en ¢(Q). Esto quiere decir
que ¢; es biyectiva de Q en ¢(Q) y tanto ¢; como ¢,‘1 son diferenciables. En
consecuencia ¢;(Q) es un abierto de R.

b) Para cada par de valores s,t € Is tales que s+t € Is se verifica

Gres(p) = b5 (1 (p)) cualquiera que sea p € Q

239
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&

Figura 8.1 Grupo uniparametrico de transformaciones.

Utilizando un sistema de coordenadas {x',...,x?} en R? y la coordenada t € I 5
la aplicacién ¢ viene determinada por d funciones

P (t.p)=¢'(t.x',...xY) i=1,....d

Ejemplo

En Q =R? - {0,0} consideramos tomando /5 =R

P:RXxQ—Q
(t,x,y) = (xcoswt + ysinwt, —x sinwt + y sin wr)
Se deja como ejercicio[8.1]1a demostracion de que ¢ es un grupo uniparamétrico.

Teorema 8.1. Todo grupo local uniparamétrico de transformaciones induce un
campo vectorial X definido en Q y reciprocamente, dado X un campo vectorial
definido en un entorno de p € Q existe un entorno U contenido en el anterior, un
ntimero & > 0y un grupo local uniparamétrico

¢:15><U—>Rd

que induce en U el campo X

Demostracion:

Para todo p € Q, el vector tangente X, es el vector tangente asociado a la curva
definida por
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c=¢(p): 15— R?
t— c(t) = ¢ (p) = (¢ (p),... 4% (p))

El campo vectorial inducido es el campo que en cada punto p € Q es el vector
tangente en p dado por

& dei(p)
Xp:(c*%)c(;):; ¢ctltp (%)p

Reciprocamente: Sea X un campo vectorial definido en un entorno U de p
contenido en Q. Sea {x!,...,x?} un sistema de coordenadas en el entorno U y
pongamos xé =x'(p) parai=1,...,d. El campo X se expresard en este sistema de
coordenadas mediante

X = Za (', d)%

donde las funciones A’ son funciones reales diferenciables en un entorno de
p € R4, Consideremos el problema diferencial de valor inicial siguiente: Dado
p=A{x{,... ,xg}, hallar x' : t € Is — x'(f) € R parai = 1,...,d tales que verifiquen
el siguiente problema de valor inicial,

d d f
o= ‘M) xd@) i=1,...d 8.1
xX(0)=xf i=1,...d (8.2)

Expresaremos la solucién de la forma ¢ (¢, p) poniendo en forma explicita el valor
inicial p = {xo, e } Sabemos que existe 6 > 0 y un entorno U’ de p en el que
existe una solu010n unlca de (8.1} . 8.2) x’(t)i=1,...,d definida para todo t € I 5.

Definimos ¢ = (¢',...,¢%) donde ¢ (t p) =xi(1). Vamos a demostrar que ¢ = ¢;(p)
cumple las propiedades de grupo local uniparamétrico.

a) ¢; : U — R? es biyectiva y tanto ¢, como ¢,‘1 son diferenciables. En efecto
la soluci6n del problema de valor inicial (8.I)-(8.2) es tnica y las funciones
#'(t,x",...x%) con ¢ fijo son diferenciables pues las funciones A’ lo son.

b) Para demostrar ¢;+5(p) = ¢5((¢¢(p)) primero calculamos la solucion entre los
valores 0 y ¢t y despues tomando como valor inicial la solucién en el punto
s =t calculamos la solucién en el punto 7+ s. Por la unicidad de solucién del
problema de valor inicial el resultado tiene que coincidir con el valor obteni-
do en t+s tomando como valor inicial el valor para t = 0. Mds precisamente,
dado p fijo, resolvemos primero el problema (8.1)-(8.2) entre 0 y ¢ obteniendo
(x'(r),...,x%(r)). A continuacién resolvemos

1
4y =1 (s)....y4s)) i=1,...d
ds

Vi) =xi(t) i=1,...d
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Por la unicidad de las soluciones y(s) = x'(¢+s) es decir

res(P) = s ((¢t (p))

B(t + 5,p)

#(0,p) =p

Figura 8.2 Calculo de la soluciénent yent+s

|
Se deja como ejercicio 8.2 el cdlculo del campo tangente asociado al grupo
uniparamétrico del ejercicio[8.1]

8.2. Transformacion de tensores y campos tensoriales

Nuestro objetivo es estudiar como varian los distintos objetos geométricos, fun-
ciones, campos vectoriales, formas y en general campos tensoriales, bajo la accién de
un grupo uniparamétrico representando el movimiento de un fluido. Consideremos
como en el capl'tulo un abierto Q € R? y un punto p € Q y sea ¢ una aplicacién
de Q en R¥ diferenciable. Supondremos que ¢ es un difeomormismo es decir ¢ es
biyectiva de Q en ¢ (<)

¢:QcR? > p(Q) cRrR?

Resumimos a continuacion las transformaciones inducidas por esta aplicaciéon en
distintos casos:

a) Aplicaciones entre funciones: Dada una funcién definida en un entorno
U(q) € p(Q) de g € (Q), f : U(g) — R, definimos ¢* f como la funcién

¢ f=fo¢:U(p) >R
b) Aplicaciones entre campos: La aplicacion ¢ induce dos aplicaciones entre los
espacios tangentes 7, y T4 (p)
= Aplicacién “push-forward”:
¢ Tp = To(p)
Xp — P, (Xp)
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definida por la relacién

¢*(Xp)(f) = Xp(f°¢) Vfe 7:¢>(p) (8.3)

Para un campo X en Q definimos (¢.X)4(p) = ¢ X,
= Aplicacién “pull-back’™:

¢" Tpp) = Tp
Xop) = 0" (Xo(p))
definida por la relacién
" (Xp(p) ()= (0" )Xp(p)(f) =Xg(py(fod™) VfeF, (84

Para un campo X en ¢(Q) definimos (¢*X), = ¢*X4(,) para todo p € Q.

¢) Aplicaciones entre formas:

= Aplicacién “pull-back” entre formas: La aplicacién ¢ : Q — R< induce la
aplicacién entre tensores

¢ M(Tp(p)) = Ar(Tp)
para wg(p) € Ax(T4(p)), tenemos
¢*w¢(p) ((Xl)p’ . (Xk)p) =We(p) (¢*(X1)ps e ,¢*(Xk)p)

y ésta a su vez induce una aplicacién que a cada k-forma w en ¢(Q) le hace
corresponder una k-forma ¢*w en Q poniendo para todo p € Q

($*w)p =P wo(p)
= Aplicacién “push-forward” entre formas: Para un tensor w,, € Ax(7,) tenemos
Ge 2 Mie(Tp) = M (T ()
dada por
$.@p(X1)g(p)s- - (XK g(p) = @p (8" (X)) p(p)> " (X gp))

Para formas tenemos para todo p € Q

($w)g(p) = b
d) Aplicaciones sobre tensores:

= “pull-back” de un tensor mixto: Para tensores mixtos 7" € Mf{ (7p), k veces
covariante y [ veces contravariante es decir, aplicaciones multilineales
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. k veces *y¢ [veces *
Tp : TpX FYCS XTp X Ty X NEEXTT > R

tenemos para k vectores tangentes (X1)p,...,(Xx)p, y [ formas diferenciales
(wl)ps ] (wl)p

¢*T¢(p)((X1)p" () (Xk)p’ (wl)ps' : '9(wl)p)
=Ts(p) ((ﬁ*(Xl)p,...,(ﬁ*(Xk)p,(ﬁ*(a)l)p,. . .,qb*a)l)p)

Finalmente para un campo tensorial 7', k veces covariante y / veces contrava-
riante definido en ¢(Q), pondremos para todo ¢(p) € ¢(Q)

(¢*T)p = ¢*T¢(p)

= “push-forward” de un tensor mixto:

G Tp (XD g(p)s-- s (X g(p)s (@D g(p)> -+ (WD) p(p))
=Ty(p) (0" (XD)g(p)s- 8" (XK)g(p)> " (@D g(p)s- > @ (WD g(p))

Finalmente para un campo tensorial 7', k veces covariante y / veces contrava-
riante definido en Q, pondremos para todo p € Q

(¢*T)¢(p) =¢.T)

Veamos como se comportan las transformaciones anteriores con la operacién de
contraccién de tensores. Antes de pasar a la demostracién necesitaremos algunas
propiedades.

Propiedades 8.1. En el enunciado de estas propiedades consideramos las aplica-
ciones ¢ - U(p) = U(q) yy : U(q) — U(r) difeomorfismos definidos en un entorno
U(p) y en un entorno U(q) respectivamente con q = ¢(p) y r =¥(q). Y sean
¢*7;)_)7:1yl//*7;_>7;

a) Seayo¢:U(p)— U(r). Tenemos (o ¢). : T, — 7. Se verifica

Yod)=t.o0g.

b) Sealaaplicaciones ¢ : U(p) — U(q) y suaplicacion inversa ¢~ :U(q) — U(p).
Se tiene

(¢_1)* = (¢*)_1

c) Para las aplicaciones “pull-back” entre los respectivos espacios de vectores
tangentes tenemos

(Yod) =¢ oy’

d) Para la aplicacion “pull-back” de espacios de vectores tangentes tenemos

(@) ="
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e) Para las aplicaciones “push-forward” entre espacios de tensores
¢« A (Tp) = Aic(7g)

!r//* : Ak(%) - Ak((];)

se verifica
(Yod)=(o0ds)

f) Para la aplicacion “push-forward” entre espacios de tensores

(¢7l)* = (¢*)7l

Demostracion:

Se deja como ejercicio[8.3]
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Comentario 8.1. Las propiedades anteriores nos permiten escribir sin que ello de

lugar a confusion

¢ = (= (¢!

tanto en el caso de vectores tangentes como en el caso de formas diferenciales.

Propiedad 8.1. Las aplicaciones ¢* (pull-back) y ¢.. (push-forward) conmutan con
las contracciones. Es decir dado un tensor T, € Mf{ (Tp) ysiC ; es una contraccion

entonces C§¢*Tp = ¢*C;'.Tp. Andlogamente C}(}S*TP = ¢*C;Tp

Demostracion:
Lo demostraremos para ¢* y Cll. Ponemos g = ¢(p).

¢ ((X2)q» . (Xk)q’(wz)q»---’(wl)q)

(¢ (X2)qs~"v‘p*(xk)q»‘p*(wz)qv-~»¢*(wl)q)

() <000 Xy (@102 (g0

G T (25), g (X0 () @)y - 0))

1
Cl¢" Ty (X2)gs- - (Xi)g (W)gs- .. (w))))

1
1
1
l
d
E
d
2 (007 (50) -0 (X0 6.6, (). 0. (@)
.
2

¢ (')
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donde en el tltimo paso se ha tenido en cuenta que las bases {¢_! (%) si=1,...d}
q

y {#¢:'(dx"),; i=1,...,d} son bases duales, en efecto

9
oxJ

) ) =@l e () )

oxJ

#7" () (97"
= @), (@0 (55) ) = @ ()0 (55).)

Ox/
= @[5 ) =4

8.3. La derivada de Lie

Pasamos a la definicién fundamental de este capitulo: Sea X un campo vectorial
definido en un abierto Q de R, un punto p € Qy sea ¢ : Is x U — R el grupo local
uniparamétrico de transformaciones asociado al campo X definido en un entorno U
de p de modo que ¢(0, p) = p. Queremos estudiar como varian los distintos objetos
geométricos bajo al accién de este campo X. Por ejemplo supongamos que tenemos
un campo tensorial 7y queremos comparar el valor de 7 en el punto p = ¢o(p) y
en el punto g = ¢;(p) cuando ¢ tiende a cero. La dificultad que surge es que el valor
del campo en el punto p y el valor del campo en el punto g pertenecen a espacios
distintos, pues T, € Mi (74) mientras que T}, € /\/(f< (7). Para poder comparar los
valores vamos a transportar los valores en ¢ a los valores en p mediante la aplicacién
“pull-back” ¢y.

Definicion 8.2. Dado un campo tensorial k veces covariante y [ veces contravariante
. i
p—T,

Definimos la derivada de Lie del campo T respecto al campo vectorial X al campo
tensorial k veces covariante y | veces contravariante

LxT:Q— ML(T,)
p— (LxT)(p) = LxT,

donde LxT), viene dado por

T, -T
LT, = lim T4, (p) p

t—0 t

(8.5)

Comentario 8.2. El limite en debe entenderse punto a punto, es decir pa-
ra cualquier conjunto de campos {X\,..., Xy} y cualquier conjunto de 1-formas
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{w!,... W'}, LxT, es el tensor de Mf{(‘];,) que verifica

LXTp(Xl(p)’-'-an(p)’wl(p)’”-’wl(p))

T ~T
= 1im PO 0, (), X)) ()

L0l (p))

t—0
— lim G T (p) (X1 (P)s- .. Xi(p), @' (p),.... 0 (p) =Ty (X1 (p)..... Xk (p),w' (p),
T 150 t
Propiedades 8.2. -

a) Lx es R-lineal, es decir dados T\ y T, campos tensoriales y 1 € R

Lx(T1+T>) = Lx(T1)+Lx(T»)

Lx(AT) = ALxT

b) Lx (T,i QT)) = Llei ® LxT{ donde para cada p € Q,
(T € ML(T,) y (TD), € MI(T;)

c¢) Lx conmuta con la contracciones. Es decir Ly CT]i =CL XT,i donde para cada
pEQ, (T,i)p € Mi (7p) y C es una contraccion cualquiera.

Demostracion:

a) Puesto que la aplicacion ¢; es lineal tenemos:

¢ (Ti+D2) g, (p) =~ (T1+T2)p 7 (T1,6,(p) + 12,00 (p)) = (T1,p + T2, )

t t
_ T, ¢ T2,6,(p) — (T1,p+T2,p)
t
_¢Tep ~Thp . ¢:T2,6,(p) —T2,p
t t

puesto que la aplicacidn ¢; es lineal. Pasando al limite cuando t — 0 obtenemos
el resultado.

¢y (AT)% (p) —ATp _ /1¢;FT¢z(p) — AT
t t
_ /l¢?T¢,<p> ~Tp
1

Pasando al limite cuando ¢ — 0 obtenemos el resultado.

b)
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3 (T o, () ® (T (p) = (T p ® (T
t
_ 87 (T o (p) @ B (T g, (p) = (T p ® (TY)
t

61 (T) g (p) — (TS p
t

_ ¢:(T]£)¢t(17) - (Tli)P

1
P ® (Tk)¢r (p)

® ¢, (T g, (p) +

Pasando al limite cuando ¢t — 0 obtenemos el resultado.
¢) Sea C una contraccion cualquiera,

¢7(CTY) g, (p) = (CTY)p
t

(LxCT}), = lim
—
aplicando la propiedad [8.]

¢7(CT{) g, (p) = (CTY)p C¢2‘(T;ﬁ)¢r<p> ~(T})p

t t
Pasando al limite cuando ¢t — 0 obtenemos el resultado.

[ ]
Una consecuencia inmediata de las anteriores propiedades es también el compor-
tamiento de la derivada de Lie frente al producto exterior:

Propiedad 8.2. Sean w; una k-forma y w; una l-forma en Q. Tenemos

Lx (a)1 /\wz) =Lyw' Ao*+w' A Lyw? (8.6)

Demostracion:

El producto exterior de dos tensores antisimétricos w}, y w?, es una combinacién

lineal de productos tensoriales w}, ® wf, cuando este producto se aplicac a distintas
ordenaciones de sus argumentos. Aplicando la propiedades (a) y (b) en[82]y
teniendo en cuenta el comentario 8.2 obtenemos el resultado.
[ ]
La siguiente propiedad cuya demostracion es andloga a la demostracion de la
propiedad (/) anterior se deja como ejercicio:

Propiedad 8.3. Sea f es una funcion en Qy T un campo tensorial en Q se tiene

Lx(fT) = (Lx /)T + f(LxT) (8.7)

Demostracion:

Se deja como ejercicio[8.4]
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8.4. Calculo de la derivada de Lie

Vamos a calcular la derivada de Lie en distintos casos. Sea X un campo tangente
en un abierto Q € R%. Sea ¢ su grupo local unipardmetrico asociado. Sea p € Q'y
pongamos g = ¢;(p)

8.4.1. Derivada de Lie de funciones

Sea f € F,. Vamos a calcular (Lx f)p:

(i f =) . (foe)(p)—f(p)
R - e
. f(q) - f(p)
:l = X

tgr(l) t p(f)

De modo que
Lx f=X(f)

Aclaremos el tltimo paso: Dado p € Q fijo, sea X = Zf]:l dd—djg % el campo tangente

asociado a ¢ = ¢(t,p) = ¢, (p) con ¢(0,p) = ¢o(p) =p
lfm f(q)—-f(p) f(:(p))— f(do(p))

= lim
t—0 t t—0 t
- lin (fo@)(t,p) - (f°¢)(0,p)
= (fodi(P)) (0) = £ ()i (p)|
& dei(p) Of
=D, o (B0(p) = X, ()

i=1

8.4.2. Derivada de Lie de un campo vectorial

Sea Y otro campo vectorial. Calculemos LxY. Vamos a utilizar las propiedades
[B2lde la derivada de Lie
Previamente necesitaremos el siguiente resultado

Lema 8.1. Sea f: Q — R. Para todo campo vectorial X en Q se verifica que la
diferencial exterior de la derivada de Lie en la direccion del campo X de una funcion
es igual a la derivada de Lie de la diferencial de esta funcion, es decir

d(Lx(f)) = Lx(df)
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Admitamos provisionalmente el lema anterior.

Recordemos primeramente que dada una funcién f, su diferencial df es una
1-forma y para un campo V tenemos V() = df (V) = V(df).

Para cualquier f € ¥, podemos escribir

(LxY)(f) = (LxY)(df) = C{ (LxY ® df) (8.8)
tenemos gracias a la propiedad (b) de[8.2]
Lx(Y®df)=LxY®df+Y ® Lx(df)

de donde
LxY®df =Lx(Y®df)-Y® Lx(df)

tomando contracciones
Cl(LxY ®df) = C|Lx (Y ® df) - C| (Y ® Lx (df))
como la derivada de Lie conmuta con las contracciones
(LxY)(df) = (LxY)(f) = LxC} (Y ®df) - C| (Y ® Lx (df))

= Lx (Y(df)) =Y (Lx (df))
= Ly (v(df) =¥ (d(Lx (1))
=Lx(Y())-Y(Lx (/)
=XY(f)-YX(f)=[X.Y](f)

La expresion
LxY=XY-YX=[X,Y] (8.9)

se le llama corchete de Lie.

Véase el ejercicio[8.5]para el célculo de la derivada de Lie de un campo vectorial
utilizando coordenadas.

Demostracion del lema (8.1} Sea ¢, el flujo local asociado a X. Por definicién de
derivada de Lie

d
Ly(df) = 2| _ (67an)

Por las propiedades de la diferencial exterior ¢; (df) = d(¢; f) (véase propiedad (d)
del terorema(5.4)). Por tanto podemos escribir

Ly(dp) =] a(s7)

La derivada respecto al pardmetro ¢t conmuta con la diferencial (véase comentario
[8:3]a continuacién) por lo que podemos escribir

Ly(dp) =d( 5| _4if)
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finalmente como d
— “f=Lxf=X
Tl 0 =Lxf=X(f)

resulta
Lx(df)=d(Lxf)

Comentario 8.3. Si tenemos una funcion g : (t,x) € [ XxQ — g(t,x) € R llamamos
g: a la funcion que para t € I un valor fijo g; : x € Q — g,(x) = g(t,x) €R. En
nuestro caso g; = ¢; f = f o¢,. La diferencial de g;, donde t es considerado un valor

fijo, es
d
agtd i

dg; = 6 E

i=

Por otra parte, para un punto p € Q fijado de antemano Illamamos

g:(p):tel — g(t,p) € R. Cuando escribimos % nos referimos a la derivada

de la funcion % = %(l, p) donde p es un punto fijo. Entonces por una parte

d
dg; ) 0 g
o )=2av
Y por otra parte

d 0 c’)g
248 = Zaz i ¢

y las dos expresiones son iguales ya que

d dg 0 0g

axi 9t Ot dxi

Véase el ejercicio[S.0|para un cdlculo detallado utilizando coordenadas.

8.4.3. Derivada de Lie de una 1-forma

Sean w una 1-forma, X e Y campos vectoriales. w(Y) es una funcién que no es
mds que la contraccién de w ® Y. Podemos escribir Ly (w(Y)) = X (w(Y)). Como la
contraccién conmuta con la derivada de Lie

Lx(w(Y)) = Lx (Clw®Y)
=C}(Lx(w®Y)) =C/(Lxw®Y +w® LxY)
= (Lxw)(Y)+w(LxY)

de donde
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(Lxw)(Y) =X(w(Y)) —w(LxY) = X (0(Y)) -w([X,Y]))

8.4.4. Aplicacion: Derivada de Lie del elemento de volumen

Sea Q un abierto de R? con el sistema cartesiano de coordendas {x,y,z} y sea V
un campo de velocidades en Q. Queremos ver como se transforma el elemento de
volumen w = dx A dy A dz por accién de este campo, es decir vamos a calcular Ly w.

Primeramente observamos que podemos escribir

Ly (dx Ady Adz)
=Ly dxAdyANdz+dx ALy dyAdz+dxAdyALydz

Calcularemos Ly dx. Como dx es una 1-forma, cualquiera que sea el campo W

(Ly dx)(W) =V (dx(W)) —dx([V,W])

Si W viene dado por

y si V viene dado por

0 0 0
vyl L 29 39
v 6x+v (9y+v 7z

tenemos V(dx(W)) = V(w!) y por otra parte dx([V,W] =
[V,W]:aa%+b%+ca%.Dedonde

a=[V,W](x)=V(Wx))-W(V(x)) =V(whH)-w')
asi que

ox ay 0z
av! av? o3
—dx+—dy+—dz|(W
(ax o dy vE 0z Z)( )

(Lyd))(W)=W(O')=w

de modo que podemos escribir

(9_vl ov? v’

(Lydx) Ady Adz = ( de+ X dy+ ldz) Ady Adz
Z

ox ay 0
1
= 6de Ady Adz
ox

Procediendo del mismo modo con las otras coordenadas

a

siendo
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0 0 v’
Ly (dxAdyAndz) = (—V L+—V)dx/\dy/\d2
ox 0y 0z

Llegamos a la siguiente conclusién:

Ly (dx A dy A dz) representa lo que varia el elemento de volumen bajo la accion
del campo de velocidades V. Si el fluido es incompresible, es decir el elemento de
volumen no varfa entonces

vt v ov?

vVW=—t—+—= N
divV Fp + 3y + 7z 0 (8.10)

8.4.5. Derivada de Lie en un abierto espacio temporal

Anadimos ahora la variable tiempo: Mds precisamente consideramos aplicaciones
definidas en un abierto J x Q € R%*! donde J es un intervalo abierto de R, cuya
coordenada ¢ representard el tiempo, y  un abierto de R4, Sean {xo =t,xl,... ,xd}
el sistema de coordenadas en J x Q € R%!. Sea j = (19, p) € J x Q. Para cada j
consideramos la aplicacién

¢ 1sxJxQ— R
(1,p) = (t,10,x",....x4) = (6% 0",....0%

donde ¢°(z,19,x",...,x%) =t —ty. Ahora para p fijado consideramos las curvas en
Rd+l

c=¢i(p): 15 >R
t—c(t) = ¢:(p) = (t—to, 0} (). ... 2 (p))

Para todo p = (tp, p) € Rx €, el vector tangente X es el vector tangente asociado
a la curva c anterior. El campo vectorial inducido es el campo que en cada punto
p = (tp, p) € RxQ es el vector tangente en j dado por

L dgi(p) L dgl(p)
Yo (o), SR - (5), 2 A,

,(P)

Aqui ponemos pues p es un punto fijo.
Reciprocamente dado el campo X expresado en este sistema de coordenadas
mediante

:—+Z/l(tx d)@

donde las funciones A’ son funciones reales diferenciables en un entorno de
p € R, Consideremos el problema diferencial de valor inicial siguiente: Dado
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p=A{x}.... ,xg}, hallar x' : t € Is — x'(t) e Rparai =0,...,d tales que verifiquen
el siguiente problema de valor inicial,

dt

dx’! :

& X x (). x4 i=1...d

dt

X = to,xi(O) =x(i) i=1,...d
Obtenemos el grupo de transformaciones ¢ = (¢°,¢!,...,¢%) donde ¢' (¢, p) = x' (1)
parai=0,...,d.

t

o
Bo(€)
Y
g

Figura 8.3 Grupo uniparametrico de transformaciones espacio temporal

Sea ahora un funcién f : Is X Q — R. Vamos a calcular la derivada de Lie con

o i
respecto al campo X = % +Z;j=1 %%:

99, 3f
ot Oxt

i=1

fo=X(f)=g—{+

también escribimos % =Ly f=X(f)y se llama derivada total de f.

8.4.6. Aplicacion: Ecuacion de conservacion de la masa

Vamos a calcular como se comporta el elemento de masa (o carga) en un fluido

pdxAdyAdz
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cuando el fluido es transportado por un campo de velocidades
V=yl % +v! % +v! a%. Aqui p = p(t,x,y,z) es una funcién del punto g = (x,y,z) €
Qy del tiempo ¢ representando la densidad del fluido. Dado un punto p € Q tenemos
q = ¢(t,p). De modo que g = (x(2),y(t),z(t)). Calculemos Ly (pdx Ady A dz).
Ly (pdxAdyAndz)=Ly(p)dxAdy ANdz+pLydx Ady Adz
d
= d_’? dxNdyANdz+pLydx Ady Adz

dp dpox dpdy dpoz
=|l—+———+———+——=—)dxAdynd
(6t+8x6t+8y6t+6z(9t)x yAdz

vl v av?
+p(g+a—y+a—z)dX/\dy/\dZ

que escribiremos asi
ap .
Ly (pdx Ady Adz) = (E+(V,Vp)+pdzvV)dx/\dy/\dZ

y la ecuacidén de conservacion de la masa es

0

P L(V.Vp)+pdivV =0

ot
que también se puede escribir

ap

j = 11
ey +div(pV)=0 (8.11)

Supongamos ahora que p no depende directamente del tiempo, es decir p(x, y,t).
La ecuacion de conservacion de la masa es entonces

div(pV)=0 (8.12)
Introduciendo la 2-forma
wpy = ledxz Adx’ +,0V2dx3 Adx! +pV3dx1 Adx?
la ecuacion (8.12) se puede escribir

da)pv =0

Ecuacion de conservacion de la masa en forma integral

Sea D una region abierta de Q de frontera D donde se verifica la ecuacién|8.11]
tendremos
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'/D(Z—'L;z—‘/l)div(pV)

Aplicando el teorema de Gauss-Ostrogradski [7.4] resulta

i )=
— =— (pV,n)dA
dt Jp® o

siendo dA el elemento de drea en d D ecuacién que nos dice que el cambio de masa
total en la regién D es igual al flujo de masa que fluye hacia el interior de D.

8.4.7. Aplicacion: Ecuacion de conservacion de la energia

Como en el apartado anterior consideramos una regién abierta D C Q de frontera
0D donde se verificala ecuacién y sobre la que no actian fuerzas exteriores. En
Q tenemos definido un campo de velocidades V = v! % +! % +! a% de modo que
laregion D es transportada por este campo, es decir si ¢; es el grupo uniparamétrico
asociado al campo V pondremos D (t) = ¢, (D) con D = D (0) = ¢o(D). Por definicién
la energia es la suma de la energia cinética y de la energia interna. En ausencia de
fuerzas exteriores a D la variacién de la energfa cinética es nula por lo que no la

vamos a considerar. Supondremos las dos leyes fisicas siguientes:

a) Laenergiainterna E es proporcional a la temperatura absoluta. Mds precisamente
pondremos E = pCT donde p es la densidad, C es la capacidad calorificay T
es la temperatura. E representa la energia interna por unidad de volumen. La
capacidad calorifica es la propiedad del material que representa la cantidad de
energia que tiene que absorber una unidad de masa para aumentar la temperatura
una unidad de temperatura.

b) La difusién de energia interna se caracteriza mediante un campo vectorial J re-
presentando el flujo de energia y que depende del vector gradiente de temperatura.
En particular la conocida como ley de Fourier dice

J=-KVT (8.13)

donde K es una propiedad del material llamada conductividad calorifica postu-
lando que la energfa fluye proporcionalmente al gradiente de temperatura desde
las zonas de mayor temperatura a las de menos temperatura.

Queremos estudiar la variacion con el tiempo de la energia interna E en D (¢)

d

— pCTdxAdy Ndz
dt D(t)

y en particular en el instante ¢ = 0 cuando D(¢) = D(0) = D. Vamos a expresar esta
integral en el dominio fijo D:

En general para una forma w la derivada de Lie viene dada por Ly w = % diw.
=0
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i/ w=l [ 4
dt Jpuy  dt Jg,(p)

4 L o= [ Lo
Cdt )t Jpdt'!

d 4
= | —¢,w
pdt’’

/ w=/LVw
=0 Jp (1) D

Comentario 8.4. Se ha utilizado el paso de la derivada bajo el signo integral, lo
cual es cierto para condiciones de regularidad suficientes del integrando. Véase el

ejerciciol8.7]
Aplicaremos el cdlculo anterior a la forma w = pT dx A dy A dz. Empezamos

calculando la derivada de Lie de la forma p CT dx A dy A dz. Para simplificar supon-
dremos que C es constante. V es el campo de velocidades en €.

y en el instante ¢ = 0 tendremos

4
dt

Ly (pCTdxAdyAdz)=CLy (pTdx Ady Adz)
=CT(Ly p)dxAdyAdz+pC(Ly T)dx Ady Adz+pCT Ly (dx Ady Ad7)

P oT
- CT(a—’t’+(v,vp))dxAdyAdz+pc(E+(V,VT))dxAdy/\dz
+pCT divVdx Ady ANdz

0 oT

= CT(B—/;+div(pV))dx/\dy/\dz+pC(E +(V,VT))dx Ady Adz
oT

:pC(E+(V,VT))dx/\dy/\dz

donde hemos tenido en cuenta la ecuacién de conservacién de la masa (8.1T).
Podemos escribir que la variacion de la energia interna en D viene dada por

4
dt

/ pCde/\dy/\dZZ/LV(pCde/\dy/\dz)
=0 Jp (1) D
oT
= | pC(—=+(V,VT))dx Ady Adz
D ot

Expresamos ahora que la variacién de la energfa interna en la regién D serd igual la
ganancia o pérdida de energfa a través de la frontera de D:

oT
/pC(E+(V,VT))dx/\dy/\dZ=—‘/ ]ldz/\dy+.12dy/\dz+J3dx/\dy
D oD

Aplicando el teorema de Gauss-Ostrogradski[7.4] resulta
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/(pC(ﬁ—T+(V,VT))+divJ) =0 (8.14)
D ot

puesto que esto es cierto para toda regiéon D en Q resulta

T
pC(%—t+(V,VT))+divJ=0 (8.15)

Si ahora tenemos en cuenta la ley de Fourier (8.13))
oT .
pC(E+(V,VT))—dzv(KVT)=O (8.16)

En el caso particular en el que el campo de velocidades V' es nulo, por ejemplo en
un sélido la ecuacion de conservacion de la energia es

pC(Z—Y; —div(KVT) =0 (8.17)

Comentario 8.5. Si tenemos fuentes exteriores de energia, llamando f: D — R a
la energia externa aportada por unidad de volumen tendremos

pC(aa—f+(V,VT))—div(KVT) =f (8.18)

Comentario 8.6. La ecuacion |8.15| se deduce de la ecuacion aplicando el
siguiente propiedad fundamental de la integracion de funciones: Sea f :Q — R
una funcion continua e integrable en Q tal que fD f =0 para todo conjunto abierto
D c Q entonces f =0 en todo punto de Q.

La demostracion es sencilla:

Demostracion:

Por reduccion al absurdo supongamos que x € Q es un punto en el que f(xo)
no es nulo por ejemplo f(xg) > 0. Como f es continua existe una bola B(xgp) C Q
de xg en el que f(x) > 0 para todo x € B(xg). Por ejemplo podemos suponer que
fx) > %f(xo) para todo x € B(xg). Entonces fB(xo) f> %f(xo) X Volumen(B(xg)
lo que es una contradiccién.

[

8.4.8. Derivada de Lie de un campo tensorial

Consideremos ahora un campo tensorial 7: p € Q:— T}, € Mi (7p), k veces
covariante y / veces contravariante. Para k vectores tangentes (X1),,...,(Xk)p, y !
formas diferenciales (w1)p, ..., (w;), observemos
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CTRY 1 ® - Y ®w' @ ®w =T(Y1,....Yi,0',...,0")

donde C es la contraccién respecto a todos los indices quedando una funcién. Veamos
la derivada de Lie para un tensor 7' de orden 2 covariante: Sea X un campo vectorial
y vamos a calcular la derivada de Lie LxT.

LxT(Y1,Y2) =LxC(T®Y®Y,)
=C(LxT®Y19Y2)+(T®LxY1®Y2)+ (T ®Y; ® LxY>)
=LxT(Y,Y2)+T([X,11], V2] +T(Yy,[W,Y2])

de donde

LXT(Y19Y2) = X(T(Y19Y2)) _T( [X’YILYZ] _T(Yl’ [W3Y2])

Ejemplo: Derivada de Lie del tensor métrico

Consideremos ahora el tensor métrico 7' = g; jdxi ®dx/ donde g; = T(%, %).
Sea X un campo vectorial, queremos calcular LxT.
Tendremos LxT = b;jdx' ® dx’.

E
oxi’ dxJ
0 0 0 0 0 0
= X(T(57 7)) ~T(X. 551 55) =T (57 [X. 5 5])

Escribamos X = Zflzl wi %. Resulta

bij=LxT(

(o ) = = S 5

X1 =x 5L - T xp)

oxi

d 2

Zwk o°f Z Wk 3f

o Oxkoxt 8x’ Bxk

d

Zwk ’f 3W% af Z k

por Oxkoxt your Oxt Oxk 6x 6xk

__ZaLa_f
P oxt Oxk

es decir
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oxt e ox! ox
Sustituyendo
J . 9 Lowk o 9
T(l ,ﬁ],ﬁ)_ (_;Wﬁﬁ)
:_ZMT(ii)
e oxt " oxk OxI
= I oxi
Anélogamente

oxt oxJ —
Zd: ¢ Awk
=- ik
k=1 dx!

y finalmente
d d d
0gij awk awk
b--=§wk—j+g -—,+§ ik
Y e oxk k:]gk] ox! k:lg'k OxJ

Este tensor recibe el nombre de tensor de pequefias deformaciones y define la varia-
cién del tensor métrico ' = g; ; dx’ ® dx’/ cuando se efecttia una pequefia deformacion
definida por el campo X.

En coordenadas cartesianas g;; = ¢;; de donde

owl N ow'
oxt  OxJ

b,’jz

En elasticidad lineal se define el tensor de deformaciones (en el caso de pequefias
deformaciones) es _ .

1 (Bwf N ow'

2% dxt - OxJ

Ejercicios del Capitulo

8.1. Demostrar que la aplicacién
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P RXQ—Q

(t,x,y) = (xcoswt + ysinwt,—x sinwt + y cos wt)
define un grupo uniparamétrico.
8.2. Calcular el campo asociado al grupo uniparamétrico

P RXQ—-Q

(t,x,y) = (xcoswt +ysinwt, —x sinwt + y sin wt)
8.3. Demostrar las propiedades [8.1]
8.4. Demostrar la propiedad [8.3]

8.5.Sean X e Y campos vectoriales en un abierto Q de RY. Demostrar
LxY = [X,Y] utilizando la definicién general de la derivada de Lie y la ex-
presién en coordenadas de los campos vectoriales.

8.6. Sean X un campo vectorial en un abierto Q de R? y fo — R. Demostrar que la
derivada de Lie de la funcién conmuta con la diferencial, es decir

Lx(df)=d(Lx f)

mads precisamente, para todo campo Y se verifica

(Lx df)(Y) = (d(Lx f)(Y)
utilizando un calculo detallado con coordenadas.

8.7. Sean Q un d-rectingulo en R¢ ¢ I = [a, b] un intervalo de R. Sea ¢ : QX1 —» R
una funcién continua.

a) Demostrar que la funcién ¢ : I — R definida por ¢ (t) = fQ ¢(x,t) dx es continua
en /.
b) Supongamos que %—‘f 1O xI — R existe y es continua. Demostrar que ¥ es
derivable y
ay d¢
— = | —dx
dt o 0t






Soluciones de los ejercicios

Ejercicios del Capitulo ]|

[L.1] Las propiedaddes N1, N2 y N3 son consecuencia inmediata de estas propiedades
para el valor absoluto de niimeros reales.

Daremos la solucion para L*. Para ello verificamos las propiedades N1, N2y
N3 de la definicién de norma.

= N1:supyepqpy | f(x)| 2 0y si || f]l =0 entonces

SUPye[q.p] [f () =0= f(x)=0 Vx€ [a,b], esdecir f=0.
m N2:SuPyerapy [(f+8) ()| < SUPyepap) |/ () +8UPyera i) 18(X)]
» N3:8upyergp) [(AS) ()] =1Asupyerg py £ (2]

[I.3] Dado x € F la aplicacion ¢, : A C R — Ax C F es evidentemente lineal y es
continua pues
x| = [lx]|.1]

Esto permite definir una aplicaciéon 7 : F — L(R;F) que a todo x le asocia la
aplicacién T'(x) = ¢,. Tenemos,

1. T es lineal:
T(x+Y) = @xsy =@x+@y =T(X) +T(y)
ya que para todo A € R tenemos

xry (D) =Ax+y) = Ax+ Ay = px (1) + ¢y (1)

y del mismo modo
T(ax) = @ax = apx = aT (x)

ya que paratodo 4 € R
Pax(d) = A(ax) = a(Ax) = apx (1)

2. T es una isometria:

263
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lox (DIl
aeraz0 |4l
[ Ax]|

= — = |Ix]
aeriz0 |4l

llexll =

3. T esinyectiva pues si ¢, = ¢y,

||‘Px_90y|| =0= @y =@y
por tanto
x=90x(1) =99y(1) =Yy

4. T es suprayectiva: Dada u € L(R; F) existe unax € F tal que u =T (x) = ¢,. En
efecto para yu € L(R; F) basta tomar x = u(1) ya que para todo A € R tenemos

p(A) = Au(1) = Ax = ¢y (1)
es decir y = @y.
En conclusién T es una isometria biyectiva.

[1.4] Pongamos A(h) = f(a+h)— f(a) y calculamos

AR -l _ .. [[A(h) = A(h) +A(h) —pu(h)|l

lim ————— = lim

O TR ]
A(h) - A(h) -

< i IO =AM IAG) = p (W) _
h—0 A h—0 12l

Para x € E pongamos h = tx. Cuando t — 0O tendremos 7 — 0. Si x # 0 podemos

escribir A 1
0 — 1 1A =@ _ 1AG) ~ (0
=0 [l2x]| ||

Por lo tanto A(x) = u(x) paratodo x € E conx # 0. Finalmente como 2(0) = u(0) =0,
pues A y u son aplicaciones lineales, tenemos A(x) = p(x) para todo x € E.

Si D f(a) es la diferencial de f en a
lim If(x) = f(a) =DF(a)(x=a)ll _

x—a llx —all

0

y a fortiori
lim [[f(x) = f(a) - DF(a)(x=a)|| =0

Como

1/ () = f(@I = IDf(a)(x-a)ll
<[IlF ) = F@I =D f (@) (x=a)ll| < [If (x) = f (@) = D f(a) (x = a)|
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resulta
Iim [|£(x) = f(@)l < lim [IDf(@)[lx=all+ 1im [|f(x) - (@) = DF(a) (x=a)|| =0

@ Tenemos E, E1, E;, F espacios normados y A un abierto de E y consideremos la
funcién f : E| X E; — F bilineal continua. Por otraparte u : A > E; yv:A — Ej
son diferenciables y sea g la funcién

g:A—>E1XE2

x = [u(x),v(x)]
que serd diferenciable, siendo la diferencial en el punto a
Dg(a) = [Du(a), Dv(a)]
La funcién compuesta w = fo g es

w=fog:A—>F
x = f(u(x),v(x))

Aplicando la regla de la cadena

Dw(p)=D(fog)(p)=Df(g(p))oDg(p)
=D f(u(p),v(p))oDg(p)

Dw(p) es una aplicacién lineal de E en F. Paratodo h € E, Dw(p)(h) es el elemento
de F dado por

Dw(p)(h) = D(f o) (p) (h) = (Df (3(p)) e Dg(p) ) ()

=D f(u(p),v(p))(Dg(p)(h)) =D f(u(p).v(p))(Du(p)(h),Dv(p)(h))
= f(Du(p)(h),v(p))+ f(u(p),Dv(p)(h))

Sean E1,...E, y F espacios normados y consideremos la funcién

T:-E{X---XE, > F

Viseesvn) = T(v1,..,v0)

multilineal continua.
Demostraremos que T es diferenciable y se tiene

DT(ay,...,a,)(hi,...,h,) =T(hy,a,...,a,)+T(ai, ha,...,a,)
+...+T(a1,...,an—1,hn)

En efecto, dado a = (ay,...,a,) € E| X--- X E,, introducimos la aplicacién
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AitEi—> E X+ XE,

Vi - (al,. . '7ai—lvvi9ai+l," -»an)
La aplicacién compuesta

Tod;:E; > F

vioT(ap,...,ai—1,Vi,Qisl...,0n)
es lineal gracias a que T es multilineal, en efecto:
(Tody)(tvy))=T(ay,...,tvi,...,an) =tT(ay,...,vi,...,an)
=1(ToA;)(vi)
y también
(Tod)(ui+vy)=T(ay,...,ui+vi,....,ay) =T(ai,...,ui,...,an)+T(ai,...,vi,...,ay)
= (T o) (ui)+(ToA;)(vi)
Ademads como T es continua T o A; es continua. En efecto,
(T o)l < ITWNarll... - Mvill ... llanll = Mllv;|

siendo M = [T||.[la1]l....[lai-1ll-llaiwll- . llanll-

Concluimos que 7 o A; es diferenciable siendo D (T o A;)(a;) =T o A; cualquiera
que sea a; € E;.

Por otra parte la aplicacién A; es una aplicacién afin que podemos poner de la
forma

Ai(vi) =a+u;(vi—a;)

donde y; es la aplicacion lineal continua

Mi E; > E| X---XE,
vi — (0,...,0,v;,0,...,0)

de modo que DA;(a;) = u; cualquiera que sea a; € E;. Recopilando tenemos las
relaciones para cualquier a = (ay,...,a,) € E; X---XE,

Tod;=D(ToA;)(a;) = DT(A(a;)) o DA;(a;) = DT (a) o y;

ya que 4;(a;) =a.
Consideremos ahora las aplicaciones proyeccién

piZEIX-'-XEn—>Ei

(V1yeensVn) > vy

tendremos
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/J[OpiIEl)(-"XEn—>E1X"'XE,,
Viy..svn) — (0,...,0,v;,0,...,0)

de modo que

(D2 (iop) (1, vn) = (V1.0 vn)
i=1

es la aplicacién identidad Id de E| X --- X E, en si mismo. Como DT (a) es una
aplicacion lineal tendremos

DT(a)=DT(a)o () (uiop:)) = Y (DT(a)ou;op;)
i=1

i=1
n

:2((DT(¢1)OM)°P:‘): ((Toﬂi)opi)

i=1

y finalmente

DT(a)(hi.....hy) = DT(ar.....an) (b1, ) = ) ((To/li) opi)(hl,...,hn)

p
=(Tod))(h)+(Tod2)(ha)+---+(To,)(hy)
=T(hi,az,...,an)+T (a1, ha,...,an) +-+T(ay,...,an-1,hy)

1.8]

1. Sea f una funcién real definidaen [a,b] C R — R. Si f tiene un maximo relativo
en un punto x €]a,b[ y existe f’(x) entonces f’(x) =0.
Si f tiene un méaximo relativo en x €la, b[ quiere decir que existe un entorno
U=(x-9d,x+8)dexenel que f(¢) < f(x) paratodo t € U, es decir

s Six <t <x+6 tendremos

f(0)-f () _

r—x

0

y pasando al limite cuando ¢ — x obtenemos
f'x)<0

s Six-—0 <t <xtendremos

f0)-f ()

r—x

0

y pasando al limite cuando ¢t — x obtenemos

f(x)=0
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es decir

f'(x)=0

Andlogamente si f tiene un minimo relativo en un punto x €la, b[ y existe f’(x)
entonces f’(x) = 0. La demostracion es andloga.

2. Si fy g son funciones reales continuas en [a,b] C R, diferenciables en |a, b|,
existe un punto x €|a, b| en el cual

(f(b) = f(a))g'(x) = (g(b) —g(a)) f(x)

En efecto, hagamos

h(t) = (f(b) - f(a)g(t)— (g(b) —g(a)) f(1) a<t<b

h es continua en [a, b] y diferenciable en |a,b[. Ademds

h(a) = f(b)g(a) - f(a)g(b) = h(b)

Bastard demostrar que existe un punto x €]a,b[ en el que h’(x) =0: Si &k es
constante, h’(x) =0 para todo x € (a,b). Si h(t) > h(a) para algin ¢ €la,b|,
como A es continua en [a, b] que es un conjunto compacto, s alcanza el maximo
en el compacto que tendrd que ser algin punto x €]a,b[. Esto demuestra que
h'(x)=0.Sih(t) < h(a) para algin ¢ €]a, b[ aplicamos el mismo razonamiento
eligiendo un x €]a, b[ donde h alcanza el minimo.

3. Si f es una funcién real continua en [a,b] C R, diferenciable en ]a, b[, existe
un punto x €]a,b[ en el cual

f(b)=f(a)=(b-a)f'(x)
Basta hacer g(x) = x en el punto anterior.

[1.9] Pongamos

v(t) = v(a)+%v'(a)(t—a)+-~+ v D — )"y M(r—a)"

1
(n=1)!

y hagamos

80 =v() (@) = Y @( =)= = D (@) (-0 - Mt -a)"

(n-1)!

tenemos g(a) = 0 y derivando sucesivamente
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£ =V 0= 1 (@) == D @) =) = (=)

L0 @) =)™ = n(n - )M (- )2

gl =v"(t)—-— -3

g(”_l) (t) = y=D (t)— %v("_l) (@)-n(n-1)(n-2)...2M(t—a)

g™ =v"M (@) -nM

de modo que
g(a)=0, g'(a)=0, ...g" V(a)=0

por otra parte
g(b)=v(b)-v(a)— %v’(a)(b —a)—...

v (@) (b-a)" ' =M (b-a)"=0

(n-1)!

Como g es continua y derivable en [a,b] existird un punto a < t; < b en el que
g’(t1) =0. Como g’(a) = 0 existird un punto a <, <t enel que g”’(f2) =0y asi
sucesivamente llegaremos a que existe un punto a < t, < t,_; en el que g"(¢,) =0.
Finalmente podemos escribir

0= g(n)(tn) =y (tn) —n!M
de modo que poniendo ¢, =a+6bcon (0 <0 < 1.

M- v (a+6b)
n!

Sea un abierto A c R% y f y g las aplicaciones
R4 R4
u oY g d
A—f(A)—g(f(A)) cR
Rd
U
gof:A— g(f(4)) cR

Si (go f)~! existe y g7! existe estd claro que (go f)~! o g existe y es la inversa de
f- En efecto tenemos por una parte

(gof)'ogof=1d

y por otra parte veamos que también f o (go f)"'og=1d: Seay= f(x) conx € A,
tendremos
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(folgof)og)y)=(folgo )™ og)(f(x)
=(fo(gof) ogof)(x)=f(x)=y

por tanto fo(go f)~' og =1Id. Una vez comprobado que f~' existe, podemos
escribir (go f)™ ' = flog™!

Aplicaremos la regla de la cadena: Tenemos que D (hog)(x) : R — R es una
aplicacién lineal de R? en R. Calcularemos D (%o g)(x)(z) para cualquier z € R¥,

Por una parte la diferencial de 4 en un punto x € R? aplicado a z, es
Dh(x)(z) = 2(x,z). Por otra parte la diferencial de g =y — f(-) es la aplicacion
Dg(x) : R? — R lineal con Dg(x) = —D f(x) pues y es un vector constante. Final-
mente

D(hog)(x)(z) = (Dh(g(x)) o Dg(x))(z) = Dh(g(x)(Dg(x)(z))
=2(g(x), Dg(x)(2)) = =2(y = f(x), D f (x)(2))

Ejercicios del Capitulo

Dado € > 0 elegimos una particién P como se indica en la figura 8.4

N | —
|
DO ™
N | —
|
N ™

A
\ 4
A
A 4

\

Figura 8.4 Particién de [0,1] x [0, 1]
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Para esta particién

L(f,P)=mg (fIV(S1)+ms,(f)V(S2)+ms,(f)V(S3

1 & 1 & 1 ¢
=0.(§—§)+0.S+1.(§—§)=§—5
U(f,P) =Ms,(/)V(S1)+Ms,(fI)V(S52) + Ms,(f)V(S3

&

1 ¢ 1 ¢ 1
—0.(§—§)+1.8+1.(§—§)—5+§

de modo que
U(f,P)—L(f,P)ZS

Por lo tanto la funcién es integrable y

L(f.P) < f F<U(S.P)
[0,1]x[0,1]

o bien

NSH o)

1 ¢ / 1
—-Z< f<=+
227 Jioax[o.1] 2

y pasando al limite cuando &€ — 0 resulta

1
S ™2
[0,1]x[0,1]

2.2] Llamemos Ms(f) = sup{f(x); x € S} y ms(f) =inf{f(y); y € S}. Esto quiere
decir que para todo € > 0 existe x € S tal que

Ms(f)-& < f(x)

y existe y € S tal que
f(y) <ms(f)+e

que es lo mismo que
—f(y)>-e-my(f)
de modo que sumando

f&x) = f(y) > Ms(f)—ms(f)-2¢

Salvo en el caso en el que Mg(f) =mg(f), tendremos Mg (f) > ms(f) y por lo
tanto para € > 0 suficientemente pequefio tendremos también

Lf ()= fOI > Ms(f)—ms(f)-2e

lo que quiere decir que sup{|f(x) - f(y)|; x €S,y e St =Ms(f)—-ms(f).
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En el caso en que Ms(f) =mg(f) la funcién f es constante en S, y entonces
también

sup{lf(x) = f ()l x €S, y € S} =sup{f(x) = f(y); x €S,y €5} =0
Como f es continua en Q es integrable en Q, entonces

supL(f,P) =/Qf=infU(f,P)

Vamos a tomar una sucesion de particiones (Pj,), tales que los subrectdngulos S,
de P,,. verifiquen V(S,) — 0 cuando n — co. Por ejemplo sean los S, = S;; de P,
siguientes

i-1 i j-1j.
Sij=[—.=1xI , =] iL,j=1,...,n
n o n n o n
El volumen de cada subrectdngulo es
i i(2,3) i
j=3 e
R
! |
______ R S B
sl
=2
Figura 8.5 Particién de [0,1] x [0,1] paran =4
11 1
V(Sij)=—=—=
(5i)) nn n?

de modo que V(S;;) — 0 cuando n — co. Tendremos pues
lim L(f,P,) = lim U(f,P,) :/ f
n—oo n—oo Q

Calculemos por ejemplo lim,,,.c U(f, P):
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n

UCf.Pa) = ) Ms, ()-V(Sy) = Z =3

i,j=1 i,j=1

in(n+1)(2n+1) n+1
n4 6 2

1
= —4(12+22+~~~+n2)(1+2+--~+n):
n

n—oo 1
_ =

6

Nota: Hemos utilizado 12 +2%+---+n
diante el principio de induccién matematica.

2= w que se puede demostrar me-

a) Sea [a,b] C Runintervalo cerrado de R. Demostraremos que si {U;,Us,...,U,}
recubre [a, b] entonces 3., V(U;) > b —a. Razonando por induccién:

= Sean =1, es decir, supongamos que U recubre [a, b] entonces tendremos
V(U)2b—-a

= Supongamos vélido el resultado para un recubrimiento del intervalo [a,b]
por n intervalos y sea {U;,Ua,..., U1} un recubrimiento de [a,b] con n+ 1
subintervalos. Podemos suponer que a € U; = [@,]. Tendremos @ < a < 5.
Si B = b entonces V(U;) = —a > b—ay a fortiriori Z:‘:ll V(U;) 2b-a.
Si B < b entonces [, b] estd recubierto por {Ua,...,U,+1} y por la hipdtesis

de induccién
n+l

ZV(Ui)zb—,B
=2

entonces

n+l n+l

ZV(Ui) =v(U1)+ZV(Ui) >B-a+b-f=b-a
=2

i=1

b) Si A es un conjunto compacto, de todo recubrimiento abierto puede obtenerse
un subrecubrimiento finito. Por tanto si para todo £ > 0 existe un recubrimiento
numerable R = {U;,U,,...} de A tal que para todo

j?]‘/(Lh) <é&
i=1

Sea{Wj,...,W,,} € Runsubrecubrimiento finito de A extraido del recubrimiento
R. Entonces
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n
Z V(W) <&
i=1
por lo que A tiene contenido cero.
¢) Unintervalo cerrado [a, b] C R es un conjunto compacto. Si[a, b] tuviese medida
cero por la parte (b) del ejercicio [a, b] tendria contenido cero y en la parte (a)

hemos visto que un intervalo cerrado [a, b] no tiene contenido cero. Por lo tanto
un intervalo cerrado [a, b] no tiene medida cero.

2.3] Como .
B=(xe0; f0 20 = Jts f0 > 1)
n=1

bastard probar que el conjunto {x; f(x) > %} tiene contenido cero.
Si fQ f =0 existe una particién P tal que

€
U(f.P)=L(f.P) <2
Como f es no negativaQ < L(f,P) < fo =0 tendremos L(f,P)=0y
U(f.P) <>
n
Sea S el conjunto de subrectangulos S de la particion P tales que

SN {x; f(x)>%}¢@

Tendremos
1
SV < Y Ms(HV(S) < Y Ms(FV(S) < =
SeS SeS SeP
es decir
Z V(S) <&
SeS

Q0 =1[0,1] y C el conjunto de nimeros racionales entre 0 y 1. En efecto, la
frontera de C es todo el intervalo [0,1] pues en cualquier entorno de un nimero
racional hay niimeros reales no racionales. Por lo tanto la frontera no tiene medida
cero y yc¢ no es integrable.

2.7

a) Sean x; <xp <...<x, € [a,b] y hagamos xo =a y x,41 = b.
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n+l

DI0(f.xi) = f(a) = fla)+ F(]) = F) + F(x3) = f(x3)
i=0

+fOF) = f )+ f () = f ) + £ () = f(b7)
=—fl@)+(f(a") = fOD) + () = f(x7)) +...
+(f o) = f ) + (F ) = f(07) + ()

como (f(a*)—f(x7)) <0, (f(x)) = f(x7)) <0, ..., (f(xI_)—f(x;)) <0y
(f(xt) = £(b7)) <0 tenemos

n+l

D10(f.xi) < £(b) - f(a)
i=0

Ahora bien para todo ¢ > 0, M(a, f,0) > f(a) y m(a, f,6) = f(a) puesto que
f es creciente, de modo que O(f,a) =lims_o(M(a, f,8) —m(a, f,5)) = 0. Del
mismo modo M (b, f,6) = f(b) y m(b, f,6) < f(b) y también O(f,b) > 0.
Finalmente

n+l

DI0(fx) = Y O(f.x:) - O(f,a) - O(f.b) < f(b) - f(a)
i=1 i=0

a b

Figura 8.6 Funcion creciente

b) Podemos escribir
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* 1
{x; fnoescontinuaenx}={x; O(f,x) >0} = U{x; O(f,x)= -}
n
n=1

Bastard probar que B,, = {x; O(f,x) > %} tiene medida nula. Para ello vamos a
ver que B,, es un conjunto finito. En efecto, razonando por reduccién al absurdo
supongamos que B, no es finito. Extraigamos un conjunto numerable de puntos
que ordenaremos en orden creciente @ < x; <xp < -+ <xp < b.

M Moy
;O(f,xi)zl;;=7

Por otra parte aplicando el resultado de la parte (a)

M

D 0(f.x:) < f(b) - f(a)

i=1

Pero tomando M suficientemente grande resulta % > f(b) — f(a) llegando a
una contradiccién. En consecuencia B, tiene que ser un conjunto finito y en
consecuencia tiene contenido cero y por lo tanto medida cero.

¢) Como el conjunto {x; f noes continuaenx} tiene medida nula, aplicando el
teorema [2.3 concluimos que si f es creciente es integrable.

28
Jyr= [ s
=/01(/0x xjdy)dx
=/01x2(f0x dy)dx

1 1 5 1
- [(@ia= [ xta=
0 0

_l=_
5]" 5
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Y a

\

| z

/szfol(/x]eyzdy)dx

La integral /X "oyt dy es la integral de una curva gaussiana (campana de Gauss). Para
calcular la integral en D serd mds sencillo utilizar el teorema de Fubini observando
que

D={(x,y)eR*0<y<1,0<x<y}

/ / / e dx)dy = /Oleyz(/oyldx)dy

=[5t av=3e = Ao
o 2

y calcular
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T =1

\J

/Df=/12(/02?‘cos(xy)dy)dxz/12[%sin(xy)]§§dx

2 2
1 1
/ —sinzdx=/ —dx:[logx]%:logZ
1 2 1 X

X

D =D{UD,y
Y s i
y:ﬂ
_T | /
y=73 7]
y_f — — — D;
4
D,

Figura 8.9 Dominio de integracion. Ejercicio

2.11]1 Como
D={(x,y) eR% x| < 1, |y| <1}

tenemos D = D; U D, donde
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Di={(x,y) eR* -1<x<1,-1<y<-x}

y
Dr={(x,y) eR* -1<x<1, -x<y<1}
Como
Flxy) =lx+yl
tenemos
_ x+y si x+y>0
fxy)= —(x+y) si x+y<0
y y

y=—1

Figura 8.10 Dominio de integracion. Ejerciciom

/Df:/,)]f+/02f
o= -wema)a

279
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L —(16+y)dy=—X/7l dy—L ydy
S L S S e

a_ 1 » 1
2 2 2 2

/lez/]l(%z—x+%)dx

=12

de donde

xl
Tt —_41=2
6 2 trli=3+l=3

L= L ([laonsje
/(x+y)dy /xdy+/ ydy

1
C) = (-

Por otra parte

=x[yll +]

de donde

/sz=[11(§+x+%)dx

)C3 x2 X

1
4. 1 - —
= +2+2] 3+1 3

Jp= b7 =553

Calcular /D f para
D =[-2,2]x[-1,1]

y finalmente

f(x,y) =max{x,y}
Tenemos D = D; U D, donde
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Dy={(x,y) € D; x <y}

D, ={(x,y)eD; y<x}
En consecuencia, f(x,y)=yen Dy f(x,y) =xen D».

(=2,1) (1,1) (2,1)
D D5
\
(-2,-1)  (-1,-1) (2,-1)
y==a

Figura 8.11 Dominio de integracion. Ejerciciom

L= ]
:/_11([;ydx)dy+[:(/y2xdx)dy
=/_1y[x] dy+/l[—]2dy

/(y +2y)dy+/ (2——)dy

2 11 13
Y2 __1 _c 1 _
—[3 +y*1L +[2y 15 3t3 53
:[_Z»Z]X[_l’l]
f(x,y) = max{x,y}|
Ponemos

D=DUD,UD3UD4UDs

281
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En Dy={(x,y)eD;y=>x,y>0} tenemos f(x,y)=y

En Dy={(x,y)eD;y=>x,y<0} tenemos f(x,y)=-y

En D3={(x,y)eD;y<x,y=0} tenemos f(x,y) =x

En Dy={(x,y)eD;y<x,y<0,x>0} tenemos f(x,y)=x
En Ds={(x,y)eD;y<x,y<0,x<0} tenemos f(x,y)=—-x

y=x

(-2,1) (1,1)

(2,1)

(-2,-1) (-1,-1)

Figura 8.12 Dominio de integracién. Ejerciciom

La integral fD f es la suma de las siguientes

foo= [ (v
for= [ e
for= [ )
for= [ ([ e
fo= [ =sa)os

(27 _1)

Calculamos /Df en el subconjunto D C [a,b] X [a,b] de la figura m y

aplicamos el teorema de Fubini.
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(a,b) | (b, )

(a,a) (b, a)

Figura 8.13 Dominio de integracion. Ejerciciom

Integrando primero respecto a x y despues respecto a y

[r=["([ rena)a

Integrando primero respecto a y y despues respecto a x

/Df=/ab(/xbf<x,y>dy)dx

y=v2—22

22

xT

Figura 8.14 Dominio de integracion 1. Ejerciciom
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Sea D la regién acotada por los planos x =0, y =0, z =2 y la superficie (figura

B.14)

z=x2+y2,x20, y>0

V2, pV2-x2 p2
/xdxdydzz/ (/ ( xdz)dy)dx
D 0 0 x2+y?

V2 _ 23/
_ / (=222 - M) dx

0 3
V2o (2 —x2)3/2 5
=/ —x(2—x2)3/2dx=[¥ (‘)5:&
3 15 15
o también (figura[8.15)
z
z y=+z
«/
Y
|
|
| | r=1/z—-1y2
|
| : y
|
x

Figura 8.15 Dominio de integracion 2. Ejercicio
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1/2

/Dxdxdydz=/02(/0Z (/O(Z_y

12 )

:/02(/Z (z—zy )dy)dz

0
1 r2 3/2
e

2y1/2

xdx) dy) dz

3

| [*20mg, 80
0

2, 3° 15

2.16|

A continuacién puesto que en R todas las normas son equivalentes utilizaremos

la norma || - ||co-

a)

b)

Probaremos que si A ¢ RY es medible Jordan de medida nula (V(A) =0) y
F : A — R una funcién Lipschitziana de constante L entonces F(A) es medible
Jordan y tiene medida nula (V(F(A)) =0).

Tomemos la norma || - ||, las bolas son entonces d-rectangulos, si A es de medida
nula veamos que existe un recubrimento de A mediante rectangulos cerrados
Ui, Us,...,U, tales que v(U;y) +v(Up) +---+v(U,) < &/L%. En efecto, podemos
elegir los U; i = 1,...,r de manera que sean cubos y que no se solapen de la
manera siguiente: Sea y 4 la funcion caracteristica de A que es integrable puesto
que A es medible Jordan y sea Q un d-rectingulo que contiene a A. Tomamos
una particién P de Q de manera que la suma superior U(P, y 4,) sea menor que
g/L4, 1o cual es siempre posible puesto que fQ xa =0. Elegimos Uy,Us,...,U,
los elementos de la particién P que tienen puntos en A.

Tomando la norma || - || €l volumen de U; es V(U;) = (maxx,yeuillx—yll)d.
Como F es Lipschitziana cada F(U;) i = 1,...,r estd contenido en un cubo
U;., de didmetro /[ = max, yey, ||F(x) — F(¥)||. Tendremos que el volumen
V(F(U;) < V(U,) verifica

V(F(U)) <V(U) <1 = (,max I1F(x) ~F(y)lle)?

i d
< (L mix |lx—yllo)” = LV(U;)
x,yeU;

. , . , /. .
y en consecuencia F'(A) estd recubierto por los rectdngulos U; i = 1,...,r, veri-

ficandose
-

) &
PRLCAE L=
i=1
y por tanto V(F(A)) = 0.
Sea F : U — R con U un abierto de R de clase C' en U. Sea A C R medible
Jordan de medida nula y tal que A C U. Entonces F(A) es medible Jordan de
medida nula:
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Tenemos que para cada x € U existe un entorno en el que F es Lipschitziana (se
dice que F es localmente Lipschitziana). Como A es acotado A es compacto y
por lo tanto existe un nimero finito de entornos Uj,U,,...,U, recubriendo A
en los que F' es Lipschitziana. Claramente los conjuntos A N U; son de volumen
cero, por la parte (a) los conjuntos F (A NU;) seran de medida nula y como

F(A) c U F(ANU))
i=1

es union finita de conjuntos de medida nula se sigue que V(F(A)) =0

¢) Sea F: U — R con U un abierto de R¢ de clase C' en U y con inversa de clase
C'en A. Sea A c RY medible Jordan y tal que A C U. Entonces F(A) es medible
Jordan y ademds d(F(A)) C F(0A).
En efecto, observemos primero que como F(A) C F(A), siendo A y F(A) abier-
tos, F| ; es un homeomorfismo. F (A) es compacto pues es la imagen de una
aplicacién continua del conjunto compacto A y se tiene que F(A) es cerrado.
Ahora como F(A) es el menor cerrado que contiene a F'(A) tendremos necesaria-
mente F(A) c F(A). Por otra parte F| A— F| 4 es un difeomorfismo de clase

C', en consecuencia F(A) es un conjunto abierto y por tanto F(A) c (F(A))O
pues el interior de un conjunto es el abierto maximo contenido en él. Finalmente,

d(F(A)) =F(A)\ (F(4))" c F(A)\ F(A)
C F(A\A)=F(9A)

Sabemos que si A es medible Jordan su frontera d A tiene medida nula. Por la parte
(b) F(0A) tiene medida nula y ya que como acabamos de ver d(F(A)) C F(0A)
tendremos que su frontera d(F(A)) tiene medida nula y por lo tanto F(A) es
medible Jordan.

217

En el caso en el que no podamos encontrar un d-rectingulo Q tal que
g(A) c Q c g(E), al menos siempre existird un d-rectangulo Q tal que g(A) C Q.
En efecto A es acotado en consecuencia A es compacto por lo 0 que g(A) es compacto
y por lo tanto acotado de modo que puesto que g(A) C g(A) resulta que g(A) es
acotado. También g(A) c g(A) puesto que g(A) es el menor cerrado que contiene a
g(A). Sea § > 0 la distancia de la frontera de g(A) a la frontera de g(E). Conside-
remos una particion P de Q tal que el didmetro de S sea menor que ¢ para cualquier
S € P. Llamemos F al subconjunto de subrectingulos F = {S € P; SNg(A) # 0}.
Tendremos que para cualquier subrectdngulo S € F se verifica S ¢ g(E). Como en
la etapa 1 de la demostraci6n del teorema [2.6] extendemos la funcién f mediante 0

fuera de g(A). Podemos poner
/ Z /“
g(A) SeF
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Aplicando el razonamiento de la etapa 1 a cada S del conjunto F,

/g<A) Z/f Z/ (fog)ldetg’|

SeF SeF

=/(fog)|detg’|
A

y ya que si x € g7'(5)\A resulta (fog)(x) = f(g(x)) =0 pues g(x) ¢ g(A) y F
recubre g(A).

Figura 8.16 Ilustracion del cambio de variable: Etapa 1, caso general

2.18] Probar que toda aplicacion lineal 7 : R — R se puede descomponer como
composicién de aplicaciones lineales elementales de la forma

a) T(xl,xz, x4) = (/lx x L xd)
b) T(x', x x4) = (x +x x3 xd)
c) T(x X2 X, ) (x ,xz,...,xf,...,xi,...,xd)

Utilizamos el método de Gauss-Jordan para resolver ecuaciones lineales. El método
de Gauss-Jordan es una extensién del método de Gauss que permite transformar
una matriz en la matriz identidad mediante transformaciones elementales. De modo
que mediante el método de Gauss-Jordan obtenemos mediante transformaciones
elementales T;

Tio---oT,0cA=1d

de donde A =T, 1--~0T1‘ !. En el método de Gauss tranformarmos en cero los
términos debajo de la diagonal mediante transformaciones elementales. Por ejemplo
en una matriz 4 X 4 la matriz la transformacién consistente en multiplicar la primera
componente a; de un vector por un nimero « y afiadirlo a la segunda componente
a se puede representar mediante la multiplicacién de una matriz, llamemosla E;
por este vector, en efecto, poniendo
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1000
al00
0010
0001

E| =

tendremos, designando a = [a; as a3 a4’

1000 al al
Eya= al00|]as _|eai+az
0010 as as

as

0001||as

esto permite tranformar en cero el término (2, 1) de la matriz eligiendo @ = —ay/a;.
Andlogamente, multiplicar a; por 8y afadirlo a a3 se puede expresar

1000 ay aj
Era = 0100 an _ aj
2 ﬁOlO as ,8(11+a3
0001 aa ay

Eligiendo 8 = —a3/a; esta matriz transforma en cero el término (3, 1) de la matriz
dejando inalterado los términos que estdn por encima del mismo. E; y E> son una
combinacion de transformaciones de tipo (a) y (b).

Eventualmente en cada paso se efectia una permutacion de filas para evitar
divisiones por cero. En el ejemplo anterior si a; fuese cero previamente deberiamos
permutar la fila 1 con otra fila cuyo primer término fuese distinto de cero. Un ejemplo
de matriz que permuta filas es

1000
0010
0100
0001

que efectda una permutacion de las filas segunda y tercera que es una transformacién
de tipo (c). Mediante este tipo de transformaciones se transforma la matriz inicial en
una matriz triangular superior. Procediendo andlogamente desde la tltima fila hasta
la primera podemos transformar la parte triangular superior, exceptuando la diagonal,
en ceros obteniendo una matriz diagonal. Finalmente mediante tranformaciones de
tipo (a) compuestas con permutaciones de filas (tipo (c)) transformamos la matriz
diagonal obtenida en la matriz identidad.

Tenemos que R es un (d — 1)-rectdngulo y Q de la forma R X [ag,b4] .
Aplicando el teorema de Fubini

/ lz/(/ dxd)dxl Loodxg
k(Q) R NJk({x}x[aa,bal)
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donde nos referimos mediante X = (xy,...,x4-1) a un punto genérico fijo del rectan-
gulo R. Tenemos

k! ok'  ok!

6X£ Tt Oxg-q ()x({ Lo 0 0
ok _ok* 9kl 0 1 0 O
k/(X1 xg) = x| 0xq-1 Oxa —
o : : or
k4 ke ok g ok
Ox1 """ Oxg-1 Oxgq X1 Xd

de modo que det k’(x) = zXLZ. Ahora introduciendo para cada X € R la funcién
ki R—>R
xa — k?(%,x4)

tenemos
| k3 (xa) |=| ok |=| det k' (x) |

de modo que finalmente

/ 12/(/ dxd)dxl...dxd_l
k(Q) R *Jk({x}x[aa,bal)
Z/(/ dxd)dxl ...... ,dxd,l
R ‘Jkd([aa,bal)

=/(/ |(kd)'|dxd)dx1 ...... ,dxd_1=/ \det k|
R “Jag,ba) o
220

Utilizando la simetria de la figura vamos a calcular la mitad del volumen V.

Tendremos v
—=/zdxdy=/ a?—x2—yZdxdy
2 Jp D

Utilizamos el cambio de variable

g :]0,00[x]0,27[— R?
(r,0)" = (x,y)'

dado por

X =rcosf

y=rsinf

de modo que |det g’| =r y z = ya? —x2 — y2 = Va2 — r2. Tendremos
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Figura 8.17 Interseccion de la esfera y el cilindro

Y T r =asinf
a (D
AV
- T
Figura 8.18 Cambio de variable

Vv /2 asin @ /2 1 y
—= rVa?—r2drdf = [—=(a® = r?)3/?)@sn0 gg
2 Jo 0 0 3 0

1 /2 Cl3 /2

=—/ (a3—a3cos36)d9=—/ (1—cos®0)do
3Jo 3 Jo
a3

/2 /2 3 o)
_@ _ 3 _4ar_ -
=3 (/O do /0 cos ada) ~C-D
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donde la dltima integral se puede obtener mediante integraciones sucesivas por
partes o bien poniendo
cos® 6 = cos 6 —sin® H cos @

El ejercicio es calcular el volumen V comprendido entre los cilindros x> +y* = 1,
x> +y? =4el plano z = 0 y el paraboloide z = x> + y%. Calcularemos la cuarta parte

del volumen.

8

Figura 8.19 Cuarta parte del Volumen

Utilizando coordenadas cartesianas seria

\%
—=/(x2+y2)dxdy
4 Jp

1 V4—x2 2 V4-x2
:'/0 /1 i ()c2+y2)dxdy+‘/1 ./0 (x*+y?) dxdy
Vi-x

Si utilizamos el cambio de variable
g :]0,00[x]0,27[— R?
(r,.0)" = (x,y)'
dado por

X =rcosé

y=rsinf
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Figura 8.20 Dominio de integracion. EjercicioM

Tenemos |detg’| =r, x> +y*=r’yD={1<r<2;0<0< 71

1% Tt
—=/‘r2|detg’|drd€=/2 (/ r3dr)d9
4 Jp 0 1

2
Fis 3 157
== dr = ——
2/1r =73

: _ 15m
y el volumen pedido es V = =%
[2.22] La matriz jacobiana es
singcosf —rsingsind rcospcosf
’

g = singsinf rsingcosf rcosesind
cos ¢ 0 —rsing

de modo que
|detg’] = r?sin¢

(fog)(r,0,¢) =r*(cos>@sin’ @ +sin® Osin® ¢ +cos® @) = r’

Entonces
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/ / / / y smgodr)d)dtp

4
:%/ 1n<pd<p/ d9=§a5
R.23| |detg’'| =r

l 2r a
/ // /zrdrd@dz—/zzdz/ d9/ rdr
0 0 0
Ve
3

a2

:—2—

Pa
32

D={(x,y)eR*x>0,y>0, x+y<1}

fx,y)=xyd !

con p y g enteros positivos

Figura 8.21 Dominio de integracion

1 1-x 1 r!
[r=[ ([ wyrtaa=1 [y
D 0 0 qJo

A _1IT(p)(g+1) _ T(p)[(q)
_5/0 x (1_x)qu_5 [(p+q+1) T(p+q+1)

b)
D={(x,y,2) €R*x>0,y>0,z>0x+y+z<1}

flx,y,z) =xPlyd 1z
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Figura 8.22 Dominio de integracion

1 1-x I-x-y
/f:/ / / xPlya "V dz dy dx
D o Jo 0
1 1-x 1-x-y
=/ xpfldx/ ya-1 dy/ 7z
0 0 0

] 1 1-x
=—/ xP! dx/ yI (1 —x—y) dy
rJo 0

Tenemos una integral del tipo

/0 yi N a—-y)*dy

haciendo el cambio de variable y = aw, serd dy = a dw resultando

1 1
/ aq_lw"_l(a—aw)s_ladw=aq_1a“‘_1a‘/ wi (1 —w)dw
0 0

_ aq+s—l F(q)r(s)
B I'(g+s)

volviendo al problema inicial cona=1-x,g=q y s =r+1, tendremos

_IT(@r(r+1) [!
/Df_; I'(g+r+1) Jy
_ T(T(r) [!
_F(q+r+l) 0
_ (@QI'(r) T(p)L(g+r+1)  T(p)I(g)I'(r)
_F(q+r+1) I'(p+g+r+1) _F(p+q+r+1)

xP7N (1 =x)?*" dx

xPN (1 =x)?*" dx

)
D={(x,y,2) €R* x>0, y>0,z>0, (f)“+(%)ﬁ+(5)y <1}
a C
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fx,y,z) =Pty

Hacemos el cambio de variable
g: R -k
(é:’ n, 4) - (xsy, Z)

donde x, y, z estan dadas por

X
£=(2)" x=ag'l®
Yy
1= G s
z
(=) z=ed?
a_ngé:i 1
¢ «a
6y b 1
—:—nlf
oB B
92 _d 3
oy vy
de donde b
,, abc 1 1.4 1_
|d€fg|=%§“ sty
entonces ]
P lyq lzr 1_  p-1pa-1,r- lé\; anﬁé«%
de donde

aPbicr I-¢ pl=&-n 1
= ¥ Ydédnd
o= [ e e
_ aPbic” F(;)F(ﬁ)r(;)
 afy F(§+;’—3+§+1)

d)
X2 y2
D={(x,y,2) €eR*x>0,y>0, z>0, _+Z

9 +72 < 1}

f(x,y,2) =xyz

En este caso particular p=g=r=2,a=8=y=2ya=3,b=2yc=1.De
modo que
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_R22212T(3)I3T(3)
/D 222 T(+1+1+1)

91 3

T231 4

Ejercicios del Capitulo 3|

Sean V'y W espacios vectoriales, f una aplicacion lineal de Ven W, S € My (W)
yT e My(W).Paravy,...,Vg,Visls-- -, Visl, k+1 vectores de V tenemos

I S®T)(ise Vi Visls -5 Virt) = (SOT) (f (V1) s fVR)s f (Vis1)s s f (Viat))
=S(fFWD)se s FONT(fiat)s oo fVr)) = SO0, oo V) T Vit s - -5 Viat)
=(f"S® L T)(Viswes Vi Vials e - o5 Vial)

B.2] o es la permutacion

1—-2
2—-3
31
4 -4

y (1,2) es la permutacion

152
2—-1
353
4 -4

de modo que aplicando primero (1,2) y al resultado aplicandole o obtenemos o’
que serd la permutacion

1-52-53=0'(1)=0(2)
251-52=0'(2)=0(1)
353—>1=0’'3)=0(3)
4—>4—-4=0'(4)=0(4)

B.3] La definici6n de producto exterior y la del operador de antisimetrizacién nos da
la expresion (3.13) del producto exterior:

1
wA’](Vl,--~,Vk+l)=m Z sgn() WV (1ys- Vo)V o (ksl)s - > Vor (k1))

TEPr
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Podemos descomponer el sumatorio extendido a la permutaciones P4 de la si-
guiente forma

Z sgn(o)w(Ve(ny,---» Vo ()T (Vo (k1) s - » Vo (k+1))

TEPyst

= Z Sg"(o')( Z Sgn(T)w(V‘ro’(l)’--~9V‘ro‘(k)))( Z Sgn(p)n(vpo'(kﬂ),-~-’Vp0'(k+l))
o€Crsl TEP) PEPL

Como w y n son tensores antisimétricos, al cambiar el orden de sus argumentos, el
valor de sgn(7)w y el valor de sgn(p)n no cambia. De modo que

Z sgn(T)w(Vra(1ys - Veok) =klOWay, s Vo(k)

TPy

Z sgn(PIN(Vpor (ks1)s- - s Voo (ksl)) = OV (kt1)s - > Vo (kal))
PEP

de donde resulta la expresién (3.14) para el producto exterior.

B4 Las propiedades a), b) y c) son una consecuencia inmediata de las mismas
propiedades [3.1] para el producto tensorial, de la definicién de producto exterior [3.4]
y de la definicién del operador de antisimetrizacién (3.9). Veamos por ejemplo la
propiedad a): Para vy,..., vy vectores,

(k+1)!

(Wi+w2) AR) (V1. Vienr) = WAnt((an +w2) ®N) (Vi,. .\ Vicsr)
:(kl:!—ll!)! ﬁ UEZPI(” sgn(o)(w1®N+w2 M) (Va(1)s-- s Vo (k)
S nts o

(kk-;-ll!)! (k41-l)! U;:M sgn(o) (w2 ®n) (Vor(1ys- - Vor(k+l))
=(k+l)!

P (k+D!
AT nt(wi ®77)(V1,-~,Vk+l)+W nt(w2®n)(vi,..., Vi)

(Wi ARV, Vi) F (@2 AR (V1L Vikst) = (@1 AR+ 02 AT (V1o ooy Virr)

Para la propiedad d): w Anp = (];J{;!)!Ant(wcg n) y para vi,...,Vi4, k+1 vectores

de V tenemos
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(k+1)!

wAU(Vl,---,VkH):WAW((U@U)(W,---,VHZ)
(k+D)! 1
= sgn(a)(W®N) (Vo (1)s-- Vo (k)
ki (k+D)! a—eZPk”
(k+D)! 1
= — sgn(T) (Vo (1) > Va)TVa (k1) > Vo (ktl))
Al (k+l)!0;:k”
(k+D)! 1
=Tl ke Z sg(EMV o (k+1)s- - Vo (k) )WV or(1)s -+ Ver (k)
o .(TEPkH
(k+D! 1 ,
= K (k+0)! Z (_l)klsgn(o-)(n®w)(vo"(1)s~--,Vo"(l),vfr’(l+1)s--~,V(r’(l+k))

0" €Pgyl

=(-D"mAw) (V15 Vi)

donde hemos puesto que si o es la permutacion o (1),0(2),...,0(k),
o(k+1),...,0(k+1) entonces o’ es la permutacién o’(1) = o (k+1),...,0'(l) =
o(k+]),0'(I+1)=0(1),...,0’(I+k) = o (k). Para pasar de la permutacién o a
la permutacién o’ hemos hecho para cada uno de los / indices k tranposiciones. De
modo que los signos de o y o’ estdn relacionados por sgn(o’) = (—=1)* sgn(o)

La propiedad e) es una consecuencia inmediata de las definiciones del producto
exterior, del operador de antisimetrizacion y de la linealidad de f.

3.5l
a)

(1+1)!
GNP (v w) = e Ant(¢P @67 (v.w)
=0’ @0 (v, w) —? @@ (w,v) =v2w? — w23
b) @Al (v,w) =viw! —wy!

c) o' Ap*(v,w) =viw? —wly?

Sea A = [af]?l __ tenemos,
idi,j=1

det(A) = Z sgn(o')alr(l)...ai(d)

oePy
S
Para cada k = 1,....d sea o (k) = j, tendremos k =o~'(j) y af,, = aj @y
_ -1 s —_R_1[1i1d
puesto que sgn(o) = sgn(o~") podemos escribir llamando A" = B = [b] o1 @ la

matriz transpuesta de A, de modo que b{ = ai.
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-1 “1(; -1
det(A) = Z sgn(O')a;T (1)...(1;.7 (])...ag @

oePy
— -1\ 1 J d
= Z sgn(o )bafl(l)"'ba-—l(j)"'bo--l(d)
ocePy
-1\ 1 j d
= Z sgn(o )ba,](])...b{)__l(j)...ba_l(d) =det(A")
olep,

ya que cuando o recorre todas las permutaciones en 4 también o~ lo hace.

Sea {eq,...,eq} una base ortonormal de vectores de RY. Sea w = Zflzl wie;.
Tendremos ¢(w) = Z?:l wip(e;). Basta elegir z = Zf:l o(e;)e;, entonces

d d
(zw) = () elene Y wie))
i=1 j=1

d d
= Z p(ew! (e ej) = Z p(ew!8;;
= =)

=Y pledw =p(w) VweR?

i=1

pues {ej,...,eq} es una base ortonormal.
Para la unicidad basta observar que si z; y z» verifican

(z1,w) = (z2,w) =o(w) VYweR?

tenemos
(zi—22,w)=0 VweR?

y tomando w = 7| — zp resulta ||z_22|| =0y z; = z5.
Ademas
llell= sup [e(w)|= sup [(z,w)|=|lz|l

[lwll<1 Iwl<1
_r,/1d : : 1 d
Sea A = [al.]l.’j=1 la matriz y sea {ey,...,e4} la base asociada, {¢",...,¢%} la
base dual y sean v; = (a; 7:1 los vectores columna, es decir a! para j =1,...,d son
las componentes de v; en la base {ey,...,eq}. Tenemos

det(A) =@ ' A At (v1,...,v4)
d .
=(p1/\.../\(pd(vl,_..,vd_l,Zaflej)
j=1

A ngd (01, vastse))

— J

d
=1



300 Soluciones de los ejercicios

Denotemos )
det(A)) = @' AN (V1. var,e))

tendremos
d

det(A) = Za{,dez(A{,)
Jj=1

Vamos a calcular det(Ag):

ai aé...O

4 | 4 aja; ... 0
det(A9) =@ A---AN@“(Vi,...,vq,eq) =det| |

afag. 1

de modo que

dy _ 1 2 d-1 d
det(A) = Z sgn(a)a(r(l)a(r(z) . ..a(r(d_l)ég(d)

oePa

_ 1 2 d-1
= Z sgn(a')a(r(l)ao_(z)...ag(dfl)

oePa

puesto que 6fr(d> =1 para 0(d) =d y es igual a cero para o(d) # d y por otra
parte o-(1),0(2),...0(d —1) serd una permutacién de 1,2,...,d — 1 que tendrd el
mismo signo que la permutacion o (1),0(2),...0(d) pues se descompone en el
mismo nimero de transposiciones. Finalmente de la dltima expresién de det(AZ)
deducimos que

1 1
a a ... a
(1% a% Clﬁl_l
det(A%) = o' A+ A% ( ) = det 2
e d =@ ¢ Vi,...,Vd,€4) = ae
d-1 _d-1 d-1
ai™ay T ..oay”

Esta tltima matriz resulta de suprimir la dltima fila y la dltima columna de la matriz
de partida. )
Para calcular det(Ail) observemos que

1% ba
iy d _ o, '
det(Ay))=¢ N Ap“(V1,...,va,€)) = det a{ aé. ail_ll
d d d
aj ay ... ay ;0

La fila j-ésima puede llevarse a la dltima fila de manera que podemos aplicar el
célculo anterior. Hay que tener en cuenta que al cambiar una fila por la siguiente
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cambia el signo del determinante de modo que podemos escribir, teniendo en cuenta
que al pasar de la fila j-ésima a la Gltima cambiamos d — j veces el signo

det(A]) = (=) der(A]) = (~1)**/der (4))

donde Ag es la matriz obtenida a partir de la matriz A suprimiendo la fila j y la

columna d. Ademds hemos tenido en cuenta que d + j — (d — j) =2, por lo tanto el
signo de (—1)9~/ es igual al signo de (—1)7*/.
Tenemos pues finalmente que
d L. 2
det(A) = Z(—l)d”czjddet(Aii)

Jj=1

que es el desarrollo del determinante por los elementos de la tltima columna.
Para el desarrollo por los elementos de cualquier fila o columna se procederia
andlogamente.

B.9] Sea ¢1,...,¢q labase dual de {e,...eq}. Tenemos

det f=detA=p1 A...,Apg(f(e1),...,f(eq))

como x = Z;’zl x/ e ; podemos escribir y = f(x) = Z?:l x/ f(e;). De modo que

det (f(en),....f(ei-1).y.f(€ir1)s.... f(ea))
=@i A Aga(fer),.... flei1).y, feis),.... f(ea))

d
= @i A= Aga(flens ... fle), ) ¥ fle)), flein)s . flea))
j=1

d
=D einAga(flen,.... flei) f(e)). flein)s- s f(ea))
j=1

=x'o1 A Apa(fler),....f(eq)) =x"det A
de donde finalmente

xi — dEt(f(€1),-.-,f(€i_1),y,f(€i+1),..-,f(ed))

det A
B.10] Pongamos Ax =y de donde
x=A"ly (8.19)
Eligiendo sucesivamente en@] y=er k=1,...,d obtenemos la k-ésima columna

de
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bl bl ... b!
bi b% bg
_ 172 Y
A'=B= , .
dpd  pd
b§ b5 ... b4
es decir by = (bl,...,bg)’. Las componentes b;{ de esta k-ésima columna son

aplicando la regla de Cramer (ejercicio

k

pi = det(flen).... fleimr). ek, fleiv1). ... f(ea))

det A
_ det(ah-"’ai*l’ekaai+1"‘

., aq)

det A

Resumiendo el término b;'( de la fila i/ columna k de la matriz inversa es

bj, =

det

[ a

1 d d
lag ... a, 0ag,, ...

1 1 1

[ alz_l Oagrl
a,...a;_; 0a;,
...... .1

a
a

;l.
d

fila k — ésima

det A

Desarrollando el determinante por la fila k- ésima obtenemos el cofactor del término
af.‘. En definitiva para calcular el término de la fila i columna k, b, de la matriz
inversa tenemos que calcular el cofactor de la fila k columna i de la matriz A. En

la préctica trasponemos primero la matriz A y calculamos el cofactor del término
(a")i =a¥ de la matriz traspuesta.

Poniendo los vectores dados en funcién de la base ortonormal {¢;; i=1,...,d},

—vd i,
w,—ijlaie]

donde A es la matriz de términos a‘f s Lj=1,.

Ahora bien,

ey

d d

i ...,Zaéej) =det(A)

J=1

.d



Soluciones de los ejercicios 303

d

gij=(wi,wj) = (Z Ker, aéel)

k=1

QU

~
—_

k=1 k=1
donde los términos (a’){ = az. parai,j=1,...,d denotan los términos de la matriz
transpuesta A’. Si G es la matriz de términos g; i3 6,7 =1,...,d tenemos
G=A"A

de donde
det(G) = det(A").det(A) = (det(A))

y finalmente

det(A) = det(G)

De la propiedad concluimos que +/det(G) es el volumen del paralelepipedo
formado por los vectores wi,...,wq.

Sean wy,...,wq4_1 € R4, aplicamos el resultado del ejercicio anterior a los

vectores wi,...,Wq4_1,2. La matriz G (del ejercicio anterior) correspondiente a los
d vectores wi,...,W4-1,z la descomponemos en bloques
d-1 d-1
. (wiawj)i’jzl . (Wi»Z)i=1
G= .
d-1
(zwj)io - (z,2)

y tendremos

(wi,w; ld;il s(wisz ;1:—11
w(wi,wy,...,wg_1,2) = |det .
(z,Wj)Jd-;l1 : (z,2)

tomando z = wy X...,Xwg4_; resulta
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d-1 :
(Wi’wj)i’j:] : 0
U)(Wl,WZ,...,Wd_l,WlX...,de_l)Z det

0 (z,2)

=/(z,2)Vdet (G) = ||w1 X - Xwq_1||\det (G)

donde hemos utilizado el desarrollo del determinante por la dltima columna y donde
G es la matriz de términos g;; = (w;,w;); i,j=1,...,d—1
Finalmente por la definicién de producto vectorial de d — 1 vectores de RY
a)(wl,wz,...,wd_l,wl X“-de_l) = det[wl,...,wd_l,wl X "'de—l]

= (W1 X, XWan, W1 X X Wang) = |[wy X X waog |2

resulta
[lwi X Xwg_1]| = Vdet(G)

Es aplicacién inmediata del ejercicio anterior: Dos vectores v,w en R3: La
matriz G es una matriz de dos filas por dos columnas

[ (v,v) (v,w)}

(w,v) (w,w)

Si aplicamos el resultado del ejercicio[3.12] para d = 3 y dos vectores v y w resulta

[lvxw| =+det(G)

que es drea del paralelégramo formado por v y w puesto que considerando es-
tos dos vectores como vectores de R? tendremos que /det(G) es el volumen del
2-paralelepipedo es decir es el area del paralelégramo formado por los 2 vectores.
Finalmente calculando det(G) obtenemos

v xwll =V, v) (w,w) = (v,w)>

Ejercicios del Capitulod]

[M.1] En este caso concreto lo comprobamos mediante célculo explicito: Veamos que
B~! = A. La matriz B se puede escribir como

_sinfp cos by
o o

cos# sinfy ]

La matriz B~! es la matriz adjunta de la transpuesta de B, (B").q ; dividida por el
determinante de B, detB (véase ejercicio . Tenemos que detB = rlo y finalmente
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1

B—l
detB

( )adj 0[

sin 6 cos 6 . .
cosfp —= = l . [—,0 2 —smﬁol [cos 6o —rosinéy
py 0 =

adj

cos by sinfo o 8o sinfy rgcosfy

sin
90 r r

De manera general podemos aplicar el teorema de la funcién inversa|l.7|en el
capitulo|[T}

M.2] Podemos proceder directamente, poniendo
(3),=3:5), * 59 35),
(35, =505, 50 79),

Como r = yx?>+y? y § = arctan 2 tenemos

or or
Z(p)= L)=— — 1)=&
ax(P) (r” )1 = \F 5y ()= (Wy ). 5
1 X 1
=2 =)= —(p) (F)0n=3
de modo que
A1 [LL] 0y [2
FEEEITHE
2 2 2

y finalmente
%= 5(5:),*3(5)
P \/E or )4 2\06 )4
[M.3] Lo resolveremos de dos maneras. Trabajando en coordenadas cartesianas y en
coordenadas cilindricas.

a) Trabajando en coordenadas cartesianas: Una curva en R? se escribe,

c¢:la,b[—-R?
1= (x(2),(1),2(1))

La ecuacion del cilindro es
2+ y2 =1

por lo tanto los puntos de la curva dada verificaran

() +y*(1)=1 Vte(a,b)

Sea el punto p = c(1y).
Un vector tangente es de la forma

%= () + (5 + ()
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Si la curva esta sobre el cilindro, derivando la ecuacion del cilindro, tenemos

2x(8)x" (1) +2y(2)y' (1) =0

de donde
oy - EOYO X 0)
y() VI=x2(1)

de modo que

_ x(#0)x'(20) (i

, 0
P T ), (5),

b) Trabajando en coordenadas cilindricas: Una curva en R3 se escribe,

vl 2)

c:la,b[— R?
1= c(t) = (r(1),0(1),2(1))
y la ecuacién del cilindro es
r=1

El vector tangente en p = c(tg) serd
X, =rw)(32) +0)(55) +2(55) =0)(5) +2w(5)

4.4

Trabajando con coordenadas cilindricas la ecuaciéon de la superficie se puede
poner de la forma r = r(z). Un vector tangente a la curva

c:la,b[—R?
t—c(t)=(r(1),0(1),z(t)

en el punto p = c¢(ty) se puede escribir como

Xp=rw)(52) +6 ) (55) +20)(5)

dr

= d_z(z(’O))Z'(fo)(%)p +9'(to)(%)p +z'(to)(a%)p

Podemos aplicar el resultado general del ejercicio anterior. Si p = ¢(¢) estd en
la parte exterior:

X, = ) ) (51) +0'0)(55) +200)(52)
__ 2(10)7'(10) (i

N 7, +9/(t°)(%)p +Z'(’°)(a%)p

p
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Si p = c(t) estd en la parte interior:

Xp= Z_Z(z(to))z’(to)(g)p+9’(;0)(%)p+z,(to)(a%)p
_ z(t0)Z' (%)

= —m(g)p+0'(t0)(%)p+z’(t0)<a%)p

o

Figura 8.23 El Toro como superficie de revolucién en coordenadas cilindricas

a) Lacurva es la circunferencia de radio R + 1 y centro el origen de coordenadas, es
decir

c:[0,2n[—>R?
t— (r(1),0(1),z(1))

donde r(¢1) = R+1, 6(t) =t y z(t) = 0. Verifiquemos que la curva dada es una
curva sobre la superficie del toro: Efectivamente,

((r(z(1) =R)*+2(t)> = (R+1-R)>+0=1

Finalmente el vector tangente sera:

0
%= (55)
06/ p
b) Circunferencia que es la seccién transversal segtn el plano x — z, es decir

c:[0,2n[—>R?
1= (r(1),0(1),z(1))

donde r(t) = R+cost, 8(t) =0y z(¢) = sint. Verificamos que la curva estd sobre
la superficie dada:
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(r(z(t) = R)*+22(1) = (R+cost — R)?+sin>(1) = cos> (1) +sin>(1) = 1

de modo que
r(z(t) = R++1-22(¢)

El vector tangente en un punto p = c(t() serd si p estd en la parte exterior:

i 0 0
- _ SITZ::;Z;(E) +cost0(az)

= —sinto(%)p +cost0(a%)p

y si p estd en la parte interior:

e S (8 () sl 2),

V1-22(10)

0
sintgcosty [ 0 0
(—) +cost0( )
1—sm2(t0 0 dz/p

—sint(a) +cost(a)
T Nar ), Noz)p
¢) La curva (una helicoide que se apoya sobre la superficie del toro) viene dada por

c:[0,2n[—>R?
1= (r(1),0(1),z(1))

donde r(f) = R+cost, 8(t) =t y z(t) = sint. Observemos que estd sobre la
superficie del toro:

(r(z(n) - R)2 +22(1) = (R+cost — R)? +sin’(r) = cos?(¢) +sin’(r) = 1

El vector tangente en un punto p = c(t() serd si p estd en la parte exterior:

X, = - z(lto_);((r;)) (%)p +9'(t0)(%)p +z'(to)(a%)p

i 0 0 0
= _%<E)p+ (%) +cost0<az)

—sinn(2) +(2) seonn( L)

y si p estd en la parte interior:



Soluciones de los ejercicios

_ z2(t0)7'(t0)

%= () o), o),

Sin#gCoSfy

e A RCAR]
0
—smto( )p+(%)p+005l0( )
La ecuacion de la hélice es:

c:[0,27] > R

t — (cost,sint,t)

En coordenadas cartesianas el vector tangente en el punto p = c(fp) es:

Xp :x'(fO)(;—x)p+y'(lo)(;—y)p+z'(lo)(a%)p

= —sinto(;—x)p+cost0(:y) ((9%)1)

En coordenadas cilindricas la ecuacion de la hélice es

c:[0,27] » R
t— (r(1),0(1),z(1)) = (1,1,1)

de donde
X, =" (to) (%)p +9’(z0)(%)p +2'(to) (a%)p

(), (52,

O bien utilizando la matriz de cambio de base

u costy sintg 0 —sinty 0
w? | =|—=sintg costg O|.| costg|=]1
w? 0 01 1 1

Obtenemos

%= (), (), (),

(), (),

309

Tenemos para todo vector tangente X, € 7, y todo par de funciones f,g € Fp:

¢ (Xp)(f+8) =Xp((f+8)0¢) =Xp(fop+go9)

=Xp(fod)+Xp(go¢) = (Xp)(f)+¢:(Xp)(8)



310 Soluciones de los ejercicios
y tenemos para todo A € R y para toda funcién f € F,:

¢ (Xp)(Af) = Xp ((Af) 0 p) = X, (A(f 0 9))
=X (fog)= /l(¢*Xp)(f)

4.8
Sea un vector tangente X,, de 7,. Vamos a calcular ¢.X,,. Utilizando las bases
tendremos
1 9 m 9
X, =21 (—) +o4d ( 0 )
oxl/p oxm /) p
y

¢ Xp :“1(£)¢<p>+m+”d(%)¢(p)

Queremos calcular las componentes ,u],..., pd en funcién de las componentes
Al ..., 2™ Tenemos paratodo j=1,...,d

=X, () = X og = S i 280 )
= Q4 = o = _—
M ¢ Xp(x p(x’od Z BT p
Es decir con notacién matricial y con la notacién simplificada %{( p) en lugar de
d(xJo
229 (p)
1 1
'l Ep) . Fmp) | A
. .d. = 4 ... u .o
H &(p) ... F=(p) | LA

[4.9] La matriz de cambio de base en el espacio tangente es

1 1
a al] [ E5p) - 2ap)
A= . =
d d d d
af - ag] | 2(p) .. Z5(p)

y la matriz del cambio de base en el espacio dual (espacio de las formas diferenciales)
es

ay! oy!
bi ... b} S (p) - 52 (p)
L o o
bibal |5 (p) . 3 (p)
Vamos a demostrar que son inversas, es decir A.B = B.A = Id donde Id es la matriz

identidad. Escribiendo el producto de B.A término a término tenemos que demostrar
que (para simplificar la escritura omitimos la referencia al punto p)

d
D blak =6 Vij=1,..d
k
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Tenemos por definicién de base dual
0 .
L — Sl
dy (a 3 ) =9;

9 ) en funcidn de las bases asociadas al sistema de coordenadas

Sustituyendo dy’ y (a_yJ

{x!,....x?} tenemos

k=1
d d
l. 9
:lz:‘bldxl(;afﬁ)
d 3
:Z b;afdxl(w)

El caso A.B = Id se demuestra de la misma manera. Observar que el resultado es
el mismo para las matrices de cambio de bases de un espacio y su dual pues en
la demostracién no interviene el hecho de que tratamos con derivaciones y formas
diferenciales.

El sistema de coordenadas cartesianas en R viene dado en funcién del sistema
de coordenadas esféricas mediante:

x =rcosfsing
y =rsinfsing
Z=rcosy

La matriz de cambio de base en el espacio de formas diferenciales en el punto
p = (r0,60,¢0) €s

a ) )

g_f(l’) g_f;(P) Z_Z(P) cos By singy —rosinfysin g rocos g cos pg
Z(p) 55(p) ﬁ(p) =| sinfysingg rocosBysingy rosinbycos gy
%(p) %(p) 9= (p) cos o 0 —rosingo

la relacién entre la base de formas diferenciales en esféricas y cartesianas es

sinfysingy rocosfosingy rosinfycoseg | .| dbp

dxp cos By singy —rosinbysingg rocos g cos pg drp
dyp | =
dz, €OS ¢ 0 —rosingy dep
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Ejercicios del Capitulo

Las coordenadas cilindricas son r, 6,z y estdn relacionadas con las coordenadas
cartesianas por

x =rcosf
y=rsinf
7=z

= Primer método: Mediante calculo. La relacidn entre las bases de formas diferen-
ciales en un punto p de coordenadas cilindricas (r,6,z) es

0 0
dx, = 6_):(p)drp + 6—Z(p)d9p =cosfdrp, —rsinédé,,

0 )
dy, = a—i(p)drp+a—2(p)d9p =sinfdr, +rcosfdf,

dzp =dzp
de modo que en este punto p

dx, ® dx;, = (cos@dr, —rsin,df,) ® (cosOdr, —rsinf,d6,)
= cos? Odr, ®dr), +r2sin’ 0df, ®d8, —2r cosfsinfdr, ®d6,,
dy, ®dyp, = (sinfdr,+rcosdf,)® (sinfdrp, +rcosdf,)
= sin?@dr, ® dr ), +r*cos® 0d6, ® df, +2r cos sindr, ® df,,
dzp®dzp =dzp ®dz),
En consecuencia el tensor métrico fundamental en coordenadas cilindricas es

T, =drp,xdr,+r*df,®d0,+dz, ®dz,

= Segundo método: Mediante cdlculo de las componentes del tensor. Primero ex-

presamos los vectores de la nueva base del espacio tangente en funcién de la
antigua base:

0 o . 0
= cosea+sm65

. 0 0
% = —r51n0—x+rc0505
0 0
8z 9z

0z
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T, =T dr®dr+T,odr®df+T, dr®dz
+T,d0®dr+Tyedo ®d9+T9Zd9®dZ
+T,dz@dr+T;9dz®d0+T,,dz®dz

y se comprueba facilmente que solo los términos diagonales son distintos de cero.

a 0 0 0 .
TrrZTP(E,E)Z(E,E)ZCOSZG'FSIHZQZ]

a0 0 0 .
Té)o:Tp(%,%):(%,%)272511'1294"‘2(:0529:}"2

T,.=1

De modo que
T, =drp,xdr,+r*df,®do,+dz, ®dz,

Las coordenadas esféricas son

X =rcosfsing
y =rsinfsing

Z=rcosy
De modo que
T, =dr,®dr, +r2 sinchdé’p ®do, +r2dtpp ®dyp

Las coordenadas cilindricas son

X =rcosé
y=rsinf
=2

» Primer método: Utilizando las propiedades[3.2]y teniendo en cuenta que el pro-
ducto exterior de formas diferenciales es antisimétrico, tenemos dr, Adr, =0y
df A d6 =0, de modo que para las coordendas cilindricas

dx, Ndy, Adz = (cos@dr, —rsinf,) A (sinfdr, +rcosdf,) Adz,
= (rcos®8dr, Ad, —rsin>0d6, Adr,) Adz, = rdr Ad6, Adz,

= Segundo método: Utilizando la matriz del cambio de base.

Ix Ix 9 .

S5 55 5—; cosf —rsinf 0
detA =det| 22 9% 9| — det| sinf rcos@0|=r

5 o 0 01

9z 0z 0Oz

or 00 Iz

Las coordenadas esféricas son
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x=rcosfsing
y =rsinfsing

Z=rcosg

Utilizando la matriz del cambio de base:

Ox Ox 0Ox . . :
or 86 Ay cos@sing —rsinfsing rcosfcos
Cder| 2 9 9y | _ O : : _ 2.
detA =det| 5 33 90 =det | sinfsing rcosfsing rs1n9€9s<p =-—r°sing
0z 0z Oz cos g 0 —rsing
or 90 d¢

de modo que
wp =—rsingpdr, Ndf, Ndg, =r*sinpdr, Ade, Adf,
5.5
¢ (Pdx' Adx> +Qdx> Adx®) = ¢* (Pdx' Adx?) + ¢ (Q dx® Adx®)
= (Pog)¢"(dx' Adx?)+(Q09)" (dx? Adx?)
= (Pog)(¢"dx' Agdx) +(Q09)(¢"dx’ A" dx*)
5.6] Calcular w A7 en los casos siguientes
a)
w=2xdx+ydy
n= X3 dx +y2 dy
Respuesta:
(2xdx+ydy) A (P dx+y?dy) =2xy>dx Ady +x ydy Adx
= (2xy? —x3y)dx A dy
b)

w=xdx—ydy
n=ydx+xdy

Respuesta:
(x> +y?) dx Ady

w=xdx+ydy+zdz
n=zdxAdy+xdyANdz+ydzAdx
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Respuesta:
(+y*+2%) dx Ady Adz
d)
w=edx Ndy
n= e XV 7
Respuesta:
dx Ndy ANdz

@ El sistema de coordenadas cartesianas en R? viene dado en funcién del sistema
de coordenadas esféricas mediante:

X =rcosfsing
y =rsinfsing

Z=FrCosyp

El campo tensorial métrico fundamental en coordenadas esféricas es (véase ejercicio

)

T=dr®dr+r’sin’ pd0 ® do+r*dp ® dy

Tendremos
0
e, = —
or
1 0
0=——7—
r sing 96
10
e, =——
rdp
Sea
fA->R?

(r.6,90) = f(r.0,¢)

la diferencial de f es
of . of af
df =—dr+—d0+—d
f= gy At g 10t 5,9

el campo asociado es

_of, L o, 19f

Vf= +-
f 8rer rsingaé@eg ra<pe“’

.8

1. Seauna 2-forma w



316 Soluciones de los ejercicios

w:Q — Ay(RY)
p—w(p)=wpy
dw es la aplicacién
p = dw(p) = (dw),
donde en cada punto p € Q,

(dw)p(vi,v2,v3) =3Ant(Dw)(p)(v1)(v2,v3)

3
=531 2 8@ D) (P) Vo) (Ve@-Vem)

oePs

= Y sg(@) Do) (P) (Vo) Vo Ved)

oeCip

= (Dw)(p)(v1)(v2,v3) = (Dw)(p) (v2)(v1,v3) + (Dw)(p) (v3) (v1,v2)

2. Seaun punto p € Q y vamos a calcular (D (dw))(p): Suprimimos la referencia
al punto p que se sobrentendera.

(D(dw))(vo)(vi,v2,v3) = D( Z sgn(o-)(Dw)(VO)(VO'(l),Vo‘(2)7"0’(3)))

LTEC],Z

= Z Sgn(U')(Dzw)(Vo,VU(1))(VU(2),VU(3)))

oeCip

donde se ha tenido en cuenta el comentario[3.7]
3. Pongamos A = dw y calculemos dA(vg,v1,Vv2,v3). Tenemos

dA(vo,v1,v2,v3) = DA(vo) (v1,v2,v3)
—DA(v1)(vo,v2,v3)
+DA(v2)(vo,v1,v3)
—DA(v3)(vo,vi,v2) (8.20)

Calculamos cada uno de los sumandos:

DA(vo)(vi,va,v3) = D(dw)(vo) (vi,v2,V3)
= D?*(w)(v0,v1)(v2,V3)
—D?*(w)(vo,v2) (v1,v3)

+D?*(w) (v, v3) (v1,v2)
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DA(v1)(v0,v2,v3) = D(dw)(v1)(vo,v2,V3)
=D*(w)(vi,vo)(v2,v3)
- D*(w)(v1,v2)(v0,v3)

+D*(w)(v1,v3)(vo,v2)

DA(v2)(vo,v1,v3) = D(dw)(v2)(vo,v1,v3)
= D*(w)(v2,v0)(v1,v3)
—D*(w)(v2,v1) (vo,v3)

+D*(w) (v2,v3) (v1,v2)

DA(v3)(vo,v1,v2) = D(dw)(v3)(vo,vi,v2)
= D*(w) (v3,v0)(v1.v2)
- D*(w)(v3,v1)(v0.v2)
+D*(w) (v3,v2) (vo,v1)
Agrupando los sumandos de modo que en cada grupo los 2 tltimos argumentos
son fijos y teniendo en cuenta los signos en (8.20)
dA(vo,v1,v2,v3) = d(dw)(vo,v1,v2,V3)
= D*(w) (v0,v1)(v2,v3) = D*(w) (v1,v0) (v2.v3)
= D*(w)(v0,v2)(v1,v3) + D*(w) (v2,v0) (v1,3)
+D?(w) (v0,v3) (v1,v2) = D*(w) (v3,v0) (v1,2)
+D*(w) (v1,v2) (vo,v3) = D* (@) (v2,v1) (vo, v3)
—D*(w)(v1,v3)(v0,v2) + D*(w) (v3,v1) (v0, v2)

+D?*(w) (v2,v3) (V1,v2) = D*(w) (v3,v2) (v1,v2) =0

Cada linea de la expresién anterior es nula debido a la simetria de D*(w)

5.9] El operador Laplaciano en coordenadas cartesianas es

9? 92 92
f - _f + _f + _f
ox2  0yr 072

En coordenadas cilindricas el tensor métrico es

T=drodr+r’d0®d0+dz®dz

de donde E; = 1,E; =%, E3 = 1 de modo que
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Af =-
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1005 1O P

r or rar ﬁﬁ-F@ZZ

En coordenadas esféricas el tensor métrico es

T =dr®dr+r’sin® ¢d0 ® df +r*de ® dy

de donde E; = 1, E5 = r?sin? ¢, E3 = r2 de modo que

1 . f
Af=— [ (2 =L
! rzsingp([ir(r Sm(’oar)

o, 1 af, o, . Oof
+69(sin¢89)+6¢(sm(’p[)¢))
_&f 20f
o2 ror

2
L or
r2sin’ ¢ 062

5.10] Elegimos f de la forma

f(x,y,z)=/xP(s,y,z)ds+/yQ(O,l,z)dl+/zR(0,0,u)du
0 0 0

En efecto si dw =0 como

tenemos

de modo que

00 0P
dw—(g—g)dX/\dy
0P OR
— ——)dzAd
(G g )N
OR 00
— ——=)\)dyAd
+(6y az)y/\z
00 0P
ox  dy
OP OR
dz  ox
9R _0Q
dy 0z
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af 3
a—P(x,y,z)

0 *oP
_f: —(5,¥,2)ds+Q(0,y,2)
ay o Oy

X0
=/0 a—f(s,y,z) ds+Q(0,y,2) =0(x,y,2) = 0(0,y,2) +0(0,y,2)

0 *oP Yo
- —(S,y,z)ds+/ —Q(O,I,Z)dt+R(O,0,z)
0z 0z o 0z
X OR Y OR
=/ —(s,y,z)ds+/ —(0,t,z) dt+R(0,0,2)
0o Ox o Oy
=R(x,y,z)— R(0,y,2)+R(0,y,z) — R(0,0,z) + R(0,0, 7)
=R(x,y,2)
5.11

1. SirotV =0 tenemos

ox dy

Al ser un campo plano las otras componentes son necesariamente nulas.
Sea w = V'dx +V?dy. Tendremos

av?:  av!
=0

av:  ov!
dw = (E—a—y)d)(/\dyzo

lo que implic'a w=dy = ‘;—fdx + %dy. Tenemos pues que existe una funcién ¢,
Ilamada funcién potencial, tal que

:(9_1,0 Vz—a_SO

v! ,
ox ay

esdecir V = V. Siademds el fluido es incompresible, es decir div V = 0 entonces
Ap =div(Vy) =divV =0

2. Como V = Vo se trata de demostrar que Vg es un campo perpendicular al campo
tangente a la curva ¢(x, y) = C € R. Veamos, supongamos el caso no trivial en el
que el campo V es no nulo. Sin perder generalidad supongamos que V2 = g—t #0.
Podemos despejar y de la ecuacion ¢(x,y) = C. Pongamos y = f(x) y podemos
escribir ¢(x, f(x)) = C. Derivando respecto a la variable x,
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d¢ 0<p

Bt =0

de modo que
g
"(x) = — 9%
f (x) - 6_(/?
dy
Un vector tangente a la curva y = f(x) es

sy = (-2 )

y

y también un vector tangente es 7 = (— ——)’ de donde multiplicando esca-
larmente 5
390 6¢ Y
(Ve.1) = (55 (_ 2 |=0
ox

[B.12] Procediendo como en el ejercicio anterior supongamos que el campo
V = (V!,V?)" no es nulo, suponiendo sin perder generalidad V' = (3_;0 # 0 pode-
mos despejar y de la ecuacion ¢ (x,y) = C, sea y = f(x) y escribimos la ecuacion de
la linea de corriente  (x, f(x)) = C. Derivando

W
GGl () =0
de donde
3!&
frx)=-2-
5y
Un vector tangente a la curva y = f(x) es
oy
’ t Ix
17wy =(1-2)
ay
y también el multiplo del vector anterior (%, )’ (V1,v2)L.
Si el campo es irrotacional rotV = aa_\f - %—Vyl =0 de modo que
0? 0?
__l// — _w _Aw = O
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Ejercicios del Capitulo [6]

[6.1] La frontera de 12 es

+12

2
+1/ 2.0)

2
o =1 i

(1.0 -1t

(2,1

La fronteras de cada uno de estos 1-cubo singulares son

01(21 0= ( )(1,0)+( (10))(1 N
‘91(21 H= ( gt (1,1))(1 1
61(22 0~ (15, @, ))(1,0)+(I(22 o) (L)
81(22 n= -1 (2 )(1,0)+( @, 1))(1 N

Por ejemplo para el 1-cubo singular ¢ = 1(21’0)

son 0-cubos singulares). La frontera de c es

sean ¢(1,0) Y ¢(1,1) sus dos caras (que

dc = —C(1,0) +C(1,1)

donde ¢(1,0) = COI(1 0 Y€ —COI(I 1y Tenemos
c:[0,1] -» R?
x — (0,x)
y
(1 0" {0} - R
0—-0
(1 E {0} - R
0—-1
de modo que
C(1,0) - {0} 1—8) R i)R2
0—-0—1(0,0)
y andlogamente
(1 1)
c(1,1) ={0} > R—> 5 R?
0—-0-(0,1)

Poniendo p; = (0,0), p2 =(1,0), p3=(1,1), p4=(0,1) parax € [0,1] CR,
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OI, o) () = Be(x) = —¢ (1.0 (¥) +e (i (1) = —co Il o () +coll | (x) =—pi+pa
y del mismo modo encontramos para las otras caras de 12

5’1(21,1) =p3—p2

a1(22,()) =p2—D1
a1(22,1) =P3— P4

finalmente
2 2 2 2 2
0(0I°)(x) = —01(1,0) +81(1’1) +61(2,0) —61(2’1)
=p1—pa+p3—pr+pr—p1—p3+ps=0

6.2

1. Observamos

d
. . -
dxl(X)del(ZX]m)
=

(X,X)=Edx" (X).dx"(X)+-+Eqdx? (X).dx?(X) = E; (X")?+- -+ Eq(X%)?

de modo que

X1 = VEI(X1)2+- -+ Eq(X4)>2

2. Como % =+/E;e;, tendremos

X=x' 9

0
d / d
_1+...+S( _d—xl E1€1+"'+X Edel

3. Como las coordenadas de X en la base ortonormal {e;;i=1,...,d} son VE; X'
tenemos

wx = VEIVE X' dx' ++ -+ VEJNE 1 X4dx? = E; X dx' + -+ Eg X dx?

y
wx(X)=E X'dx"(X)+--+EgX%dx4(X) = Ey(X")? +...Eg(X")? = || x||?

[6.3] La ecuacion de la recta tangente en c(#;) es
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¢ T
H | + c(t:)
t; tiv1

Figura 8.24 Cilculo de la longitud de una curva

x1(1) )] [ Y @)
S . | @-n)

“o ] | | @

El vector tangente en c(¢;) es

x (t) x'(1;) (tl
(t=1;) =Ti(t-1;)
(t,

d(t) xd(t)

donde T; es el vector tangente a la curva en el punto c(#;). Lalongitud correspondiente
a un intervalo At; = t;41 —t; medida sobre la recta tangente serd

I7: 1| Az;

La longitud aproximada de ¢ entre los puntos ¢(0) y ¢(1) sera

n
DI IAL
i=1

donde n es el nimero de subintervalos en los que hemos dividido el intervalo [0, 1].
Pasando al limite cuando este nimero n — oo, tenemos At; —» 0y

n—>oo
Z T =" | T

0,

6.4
Para el campo tangente unitario 7 tenemos ||7]|*> = E{(t')?+---+ E4(79)? = 1.
Sea w = At cualquier campo tangente y calculemos w (A7)

wr (W) = W (A7) = A (1) = A|7|* =2

Por otra parte tenemos
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1 0 1
Al () =dxl (tler 4+ +1ley) =dx' (v —=—) = 7!

=7 ——
VE ox' " VE
de donde

' =VEax! (1)

Entonces para todo campo tangente w = At

o (w)y=1'1= /l\/E_ldxl(T) = \/E_ldxl(w)
de donde

tlw, = \/Eldx1

y para cualquier indice i = 1,...,d tendremos

T'w, = VE;dx'

En coordenadas cartesianas tenemos
T'we = dx'

La ecuacién del plano tangente en c(u;,V;) es

C
R / @
o T

Figura 8.25 Cilculo del drea de una superficie

ax! ox!
xt(u,v) x!(ui,v;) aiuz ava P
x*(u,v) | = xz(uh"j) + % 66% '[v—vl']
x3(u,v) x3(u,vj) 9x) ox’ l
ou Iv

Los vectores tangentes en (u;,v ) correspondientes a los intervalos Au; = w1 — u;
yAv; =uji—ujson

(Tu)(ui,\{f): 9x? Au;
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ox!
6v2
(Tv)(ui,v.,-) = %iv -AVj
x>
av
El drea del paralelogramo, imagen sobre el plano tangente del rectangulo [u;, u;41] X
[Vj7 vj+1] €s
”(Tu XTV)(u,—,vj) ”AuiAVj

y el drea de la superficie aproximada para n X m subrectangulos

i=n,j=m
I(T,, x Tv)(u,-,,v_,») ”AuiAVj
=1,j=1

Pasando al limite cuando n,m — oo, tenemos Au; — 0y Av; — 0

i=n,j=m

Iim T X T g At A7 = /[ T T,
n—00,m—00 0,1

i=1,j=1

6.6
Sean =n'e; +n’ey+n’e; el campo normal unitario a la superficie expresado en
- _ 1 9. . _

funcién de la base ortonormal {e; = VE o T 1,2,3}. Tenemos

dxi(e;) = %; i=1,23ydx'(e;)=0sii#j. SiX= X'ey+X%er+X3e3 es un
campo expresado en la base ortonormal, entonces

3 i

. o X
dx' (X) Z;dex’(ej) -

Sean ahora dos campos tangentes A y B cualesquiera y W un campo en R3.
Pongamos

(W,n)n,(A,B) = (W,n)(n,AXB)
Como A X B = an para alglin @ € R tendremos
(W,n)n,(A,B) = (W,n)a = (W,an) = (W,AXB)
Tomemos ahora sucesivamente W = ¢;; i = 1,2, 3 resulta
n'na(A.B) = (e1,Ax B) = E,E3(dx* Adx*) (A, B)
n’nn(A, B) = (e2,Ax B) = VE3E| (dx* Adx") (A, B)
0. (A, B) = (e3,Ax B) = VE | E2(dx" Adx?)(A, B)

en efecto tenemos expresando los campos A y B en la base ortonormal {e;; i = 1,2,3}
siA=Ale;+A%e;+A%e3y B=Ble| +B%es+ Be3 y el producto vectorial
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AXB=(A’B>-B*A%e; +(A’B' = B3 A" e, + (A'B> -~ B'A?)e3

(e1,AxB)=A’B>-B%*A3

(e2,AxB)=A3B' - B3A!

(e;,AXB)=A'B*-B'A?
y por otra parte
A? B> B2 A3
VE>» VE3  VE; VE;3
A3 B! B} A!
VE3 VE| VE3 VE;
A' B B! A%
VEI VE, VE{VE;

(dx*> Adx?) (A, B) = dx*(A)dx*(B) — dx*(B)dx*(A) =

(dx® Adx") (A, B) = dx*(A)dx' (B) —dx*(B)dx' (A) =

(dx' Adx?)(A,B) = dx' (A)dx*(B) — dx' (B)dx*(A) =

de ahi el resultado.
[6.7] Trabajaremos con coordenadas cartesianas.

1. Campo normal unitario a la superficie representada por este 2-cubo: Los campos
tangentes a la superficie son

ox 0y 0z.;
T =\ 7

“ (614 ou 6u)

_ (6_x 8_y %)’

VU NovT o o

El campo normal a la superficie viene dado por J =T, X7, de modo que
J=(J" J%, 73" donde

Oy
I_ Qu Ou
J' =det éﬁ
ov
) 0z Ox
J= =det %g_;
L dv
[ 9x 3)’—

3_ ou Ju
J° =det o 8y
| Ov Ov |

Entonces el campo normal unitario a la superficie serd

J! J? J? .

n=(n',n*n*)" =( , ,
VU + (22422 VU + (P22 + () D)+ (22 + ()
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2. El elemento de drea es la 2-forma diferencial asociada al campo normal unitario
n. En coordendadas cartesianas es

dA =n"dy Adz+n*dz Adx+n’dx Ady

El elemento de drea en coordenadas {u, v} es

T X Ty |l du Adv = (IN)2+(J2)2+(J3)2du Advy

/dAz/n] dy Adz+n*dz Adx+n® dx Ady
Cc Cc
=/ c*(n'dy Adz+n®dz Adx+n® dx Ady)
[0,1]?
=/ (n'oc)c*(dy Adz) + (n* o c)c* (dz Adx) + (n® o c)c* (dx A dy)
[0,1]2

Para cada uno de los términos bajo el signo integral resulta,

c*(dyndz) =c*dync'dz
dy dy 0z 0z
=(— E— A (— _—
(audu+8vdv) (audu+(9vdv)

:(ag—aa)du/\d\/

=J'dundy

andlogamente,
c*(dz Adx) =J*du Advy

c(dxndy) =T duNdy

de modo que el drea de la superficie es

/dA:/ (nl(u,v).ll+n2(u,v)J2+n3(u,V)J3)du/\dV
c [0,1]2

=/ (n,])du/\dvz/ |/ dudv
[0,1]2 [0,1]2

donde (n,J) =n'J' +n2J> +n3J3.

6.8]
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2 S=ci+ca+tes+cy

cq
D

,

T

Figura 8.26 Representacion de la superficie como una cadena de tres cubos singulares

/(V,n)dA=/3x2dyAdz+xydzAdx+zdxAdy
s s

3x2dy Adz+xydz Adx+zdx Ady

+ [ 3x%dyAdz+xydzAdx+zdx Ady

+ [ 3x%dyAdz+xydz Adx+zdx Ady

+ [ 3x%dyAdz+xydzAdx+zdx Ady

J
I,
)
I,

c1:K—-R3

(u,v) > (x=u,y=v,z=0)

y también

K ={(u,v) € R%u>0,0>0,u+v<1}

Figura 8.27 cadena ¢

cz:K—>R3

(u,v) > (x=0,y=u,z=v)
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c3:K—>R3

(u,v) > (x=v,y=0,z=u)

por lo que
/ 3x2dy Adz+xydz Adx+zdx Ady =0
ci

/ 3x2dy Adz+xydz Adx+zdx Ady =0

2

/ 3x?dy Adz+xydz Adx+zdx Ady =0

3

resta finalmente calcular fc4 3x%dy Adz+xydz Adx+zdx Ady. Tenemos

C4:K—>R3

(u,v) > (x=u,y=v,z=1-u-v)

y como

Figura 8.28 cadena c4

cydyndz=dv A (—du—dv) =—dvAdu=duAdv
cydzndx = (—du—dv) Adu=—dv Adu = du Adv
cydx Ndy =duNdv

resulta finalmente,
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/(V,n)dAz/3x2dy/\dz+xydz/\dx+zdx/\dy
S C4
:/ch(3x2dy/\dz)+cj(xydz/\dx)+cj(zdy/\dx)
/(3u +uv+(l—u— v))du/\dv—/(l—u v+uv+3u®)dudv

/ du/1 u(l—u v+uv+3u2)dv—/ ([(1—u+3u2)v+(u—1)v—22](1)_“)du

_/0 ((1=ut 31— ) + (u 21)3)d _;

6.9

1. En coordenadas cartesianas,

af of of

F=Vf= (a,a—y’a—z)
= (exp(y) cos(mz),xexp(y)cos(nz), —mxexp(y) sin(nz))t
2.
/(F,T)dsz/Fldx+F2dy+F3dz=/df
- [ cdr= [T dtroo = fletm)-fieon
[0,7] 0
tenemos

c(n) = (3cos* 7, 5sin’ 7,0) = (3,0,0)
¢(0) = (3cos*0,5sin’ 0,0) = (3,0,0)

/C(F,T)ds =0

Disponemos el casquete de modo que el centro de la proyeccién sobre el plano
z =0 del circulo base coincida con el origen de coordenadas (véase la figura[8.29).

Sear = (%,¥,Z7) el centro de gravedad que queremos calcular. Teniendo en cuenta la
simetria de la figura,

por lo tanto

_ JgxdA
x: =
JgdA
€
__fSydA
. JedA

Calculemos z. Introducimos la superficie S representando el casquete definida sobre
el circulo D de radio a, D = {(%,9) € R?; £2+$* < a?}
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N

/

xT

Figura 8.29 Centro de gravedad de un casquete

S:D>R3
(£,9) > (x=%,y=9,2=/R2—-%2 -9
JszdA  [,57(zdA)  [,(z08)S"dA

A fdaA [dA

El campo normal a la superficie es n = %(x, y,z)" de modo que el elemento de drea
se escribe dA = %(x dy ANdz+ydz Adx +zdx Ady). Tendremos

Z=

0z
a5
+ y(—dx 0 —d9) AdE++/R% - %2 —yzdx/\dy)
R™ 0% P
22 52
=%( =+ [R2 -2 §2)di A dy
JRZ—2_32 \/Rz_xz_yz

R
= _diAd=

JRZ-32—32

de modo que finalmente

S*(dA) = 1( dy/\(—dx+ dyp)

AAdx/\d
Gy Y

. JszaA R [,dinds
deA /SdA

El centro de gravedad viene dado pues por x =0,y =0y

R x Areadelcirculobase

Z:

Areadel casquete
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t
c:[-1,1] »r’t - (x=t,y=acosh—)
a

Tenemos que el centro de gravedad (%, ¥) viene dado por

ot a

Figura 8.30 Centro de gravedad de una catenaria

B fcxds
X =

/Cds
y:fcyds

fcds

X =0 que se obtiene teniendo en cuenta la simetria. Por otra parte siendo
T = (x'(t),y’ ()" el campo tangente a la curva catenaria ¢ tenemos

1
[yas= [ woocas= [ Goeridr
c [~1,1] -1
! t ! ! 5
=/ acosh(—) 1+sinh2(—)dt:/ acosh”(—)dt
1 a a . a

finalmente
5 /_llacoshz(é)dt
/_11 cosh(L) dt

Ejercicios del Capitulo 7]

Z1]
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a)
Ify 4 [0,1] 5 R?
u— (x'=a,x*=u)

/ fdxl Adx2=/ (2(1,0)) f(x',x%) dx! A dx?
1(21 @) [0’1]

1
= f(cx,u)du=/ f(a,xz)dxzf dx! = f(a,x?) dx' dx?
[0.1] [0.1] 0 [0.1]2
IY) 0 [0,1] - R?

u— (x'=ux?=0a)

pues dx? =0.

1(22,0)

Figura 8.31 Caras del 2-cubo tipico.

b) Tenemos

(3 o [0, 11> - R

(u ,uz) — (xl =u',x?=u? %’ =a)
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/ f(xl,xz,x3)dxl Adx* A 6?36\3 = /

1?3 a)f(xl7x2,x3)dxl Adx2 A dx
13,0 012 @

= f(ul,uz,a)dulduzzf Fx! 2%, )dx! dx?
[0,1]2 [0,1]2

1
=/ f(xl,xz,a)dxldxzj dx® = f(xl,xz,a')dxldede
[0,1]2 0 [0,1]3

Iy 0.1 B

(ul,uz) — (x!= ulx?=a,x> = uz)

J;

I{Z,a)

= fu', @, u®)du' du® =/ Fx'a,x)dx! dx?
(0,1 (0.1

fdx' A dx2 A dx® = / Iz}ﬂ)f()c],xz,x3)dxl Adx2 A dx

(0.1

1
=/ f()cl,a/,x‘%)dx1 dx3/ dx* = f(x',a,x3)dx1dx2dx3
[0,1]2 0 [0,1]3

f—

22 1(3271)

xl

Figura 8.32 Cara (2, 1) del 3-cubo tipico.

7.2

a) El teorema de Riemann-Green [7.2]dice

B oa
./acadx+ﬂdy—/c($—$)dx/\dy

tomemos @ = —y y 8 = x, resulta
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/ —ydx+xdy =2/dx/\dy =2éareadec
dc c
b) Tomando @ =0y g =x, resulta

/xdyz/dx/\dyzéreadec
dc c

y tomando @ = —y y 8 =0, resulta

—/ ydx=/dx/\dy=éreadec
dc c

Finalmente sumando /ac xdyy-— /ac ydx y dividiendo por 2 obtenemos (a).

PN
N

Figura 8.33 hipocicloide

Describimos la regién mediante el 2-cubo singular

c:[0,1> — R?

(r,u) — (x = arcos® (2ntu), y = ar sin’® (27u))

La frontera de c es

donde ¢(j,q) =coI{; ) resultando
Jc= C(1,1)

yaque ¢(2,0)—¢(2,1) =0y c1,0=0 (véase la figura[8.34).
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)

—C2,1)

—I21)

Ti2,0)

(2,0)

Figura 8.34 frontera del hipocicloide

De modo que
dc:[0,1] — R?
u —> (x =acos® 2u,y = asin’ 27u)
Tendremos

. 1
Area =—/ —ydx+xdy
2 dc

_1 / ((a sin’ (27u) ) (6ma cos® (27u) sin(27u) ) + (a cos® (27u)) (6a sin? (27u) cos(27ru))) du
2J

2 1 2 -2 3na® 2
=3na cos” (2nru) sin” (27ru) du = 1 sin (47ru) du
0 0

3na? /l 1 —cos(8mu) 3na®
= du =
0

4 2 T8

O0c=—c1 +co

Figura 8.35 arco de cicloide
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Claramente fc2 xdy= sz ydx=0pues y=0y dy=0en c,. Tenemos pues que el
drea segiin la férmula del ejercicio[7.2] parte (b) queda reducida a

Area =/ —ydx=/ydx
—C1 (o]

Area =/ xdyz—/xdy
—C] (4]

x =a2nt—sin(2nt)) y dx = a(2w — 2w cos(2nt)) dt = 2ra(1 —cos(2nt)) dt
y=a(l—-cos(2nt))y dy =2rasin(2xt) dt

o bien

Ya que

Utilizando el cambio 0 = 27t
1 2
/ydx:Zﬂa2/ (1-cos(2nt))? dt = a* (1-cos6)*do
C1 0 0

2r -

1+ 20

=a’ (1—20059+00520)d6:a2/ (1-2cosf+ 0023( ))dH
0 0

1 1sin(260
=a2[9—2sin9+§6+—sm( )

3> 127 = 374>

0

o también

1 2n
—/ xdy = —2na® / (2nt —sin(2xt)) sin(271) df = —a® (0 —sin®)sind do
C1 0 0

2 2
1 - cos(26
=—a2/ (Hsine—sinze)dez—azj (%me-%)de
0 0
1 1 sin(20
:—az([—0c059]5”+[sin9]3”—5[9]3”+§[Sm(2 )]é”)

= —a*(-2n—n) =3nd*

Z.3

Utilizando el resultado del ejercicio[/.2|tenemos

. 1
Area = —/ (xdy — ydx)
2 dc

Como x =rcosf e y =rsinf resulta

xdy —ydx = rcos@sin0dr +r*cos® 0 d — r sin@ cos Odr +r> sin> 6 do

=r’do

Entonces teniendo en cuenta que 6 = 7¢
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Ly

Figura 8.36 Rosa de 4 pétalos

/(xdy—ydx)z/ r*do
dc dc
or ! b 7 1—cos(46
=7”/ sinzmdt:9/2sin220d9:9/2 %d@
0

0 0
zg[g_lsin(%) 2 9m

373 4 =7

por lo que el drea encerrada por un bucle de la rosa de 4 pétalos es 9?”
[7.6] La superficie se puede describir como la siguiente 2-cadena

c:[0,1> - R3

u,v — (x =3ucos(27v), y = 3usin(27v), z =9 —9u?)
y su frontera es (véase la figura[8:37)
de=—c(,0+c(1,)+C@,0 ~C@n =)
pues ¢(1,0) = (0,0,9) y c2,0) —¢c(2,1) =0

dc:[0,1] — R?
v — (x =3cos(2nv), y =3sin(2nv), z =0)

Sean wr la 1-forma asociada a F' y 17,o; r la 2-forma asociada a rot F. El teorema

del rotacional de Stokes dice
/ WF :/TlrotF
dc c

Calculamos
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z

Oc = —c(10) +ca,1) + 20 — @2
x =y

Figura 8.37 Paraboloide y su frontera

1
/a)p=/ (80)*wF=/ (F,T)dv
dc [0,1] 0

donde T es el campo tangente asociado a la curva dc. Tenemos

o —6msin(27v)
T = Z% = | +67cos(2nv)
dz 0
dv
y sobre dc el campo F' es
2z 0

F=|3x|=| 9cos(2nv)
4y 12sin(27v)

Entonces (F,T) = 54w cos?(2nv) y

1 1
1 4
/wpzf 547rcos2(27rv)dv=547r/ Md\/
ac 0 0 2

= 277r[v+.—]

Por otra parte calculamos

/T]rmF :/ C*nrmF :/ (}’OlF,Tu XTv)dudV
c [0,1]2 (0,112

donde T;, y T, son los campos tangentes asociados a la superficie c. Tenemos

OF3 _ 9F?
ayl 623 4
_|oF! _oF? | _
rotF = i T 2
OF% _ 9F! 3

339
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g—fj 3cos(2nv)
T, = ﬁ =| 3sin(27v)
a_li —18u
Ox 6 ;
v —6usin(2nv)
T, = g% = | +6 rucos(2mv)
9z 0
v
3cos(2nv) —6musin(2nv) ai 108 ru? cos(27v)
T, X T, = det | 3sin(27v) +6ucos(27v) £ | = | 108 7u®sin(27v)
—18u 0 a_az 187u

entonces

(rot F,T, xT,) = 432 nu® cos(2nv) + 216 tu? sin(27rv) + 54

y finalmente

/nrl)lFZ/ (VOtF,Tu XTv)deV
c [0,1]2

1 pl
=/ / (432 7ucos(2v) +216 nu* sin(27v) + 54 wu) du dv
0o Jo
1
54
=5471/ udu=—n=277r
0 2

a) Pondremos S = S, —S; donde

Si1:[0,11> > R
(u,v) = (x =cos(2nv), y =sin(2nv), z =u)

S, :[0,11> > R?
(u,v) = (x =ucos(2nv), y =usin(2nv), z=1+V1—u?)
La frontera de S| es
_ 2 2 2 2
481 =-S5, 01(1’0) +51 01(1’1) +S1 01(2’0) -5 01(2’1)
donde

Si 01(21,0) :[0,1] - R?

v — (x =cos(27v), y =sin(2nv), z=0)
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52

m
—

/— Y

0S

X

Figura 8.38 Cilindro con cubierta semiesférica

Siolf ) 1 [0,1] - R

v — (x =cos(27v), y =sin(2nv), z=1)

2 _ 2 . 3
Sioli gy =S1olf ) [0,1] >R

u—(x=1,y=0,z=u)

por lo tanto S; o 1(22’0) —-Sio 1(22’]) =0y la frontera

2 2
051 =-S5 01(1’0) +S5 oI(l,l)
La frontera de S, es

08, =-S5, 01(21’0) +8» 01(21’1) +S201(22,0) —5201(22’1)

cuyas caras son
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Sa0lf 4 1 [0,1] 5 R

v—(x=0,y=0,z=2)
Por tanto la cara S, o1 (21 0) queda reducida al punto = (0,0,2)

5201(21,1) :[0,1] » R?

v — (x =cos(2nv), y =sin(2nv), z=1)

Saolly g =Sa00(y 1 [0,1] 5 R
u—(x=u,y=0,z=1+vV1-u?)

Por tanto

0S2=S201f, |y +S2017, o = Sa0If | +(0,0,2)

que a efectos de integracién podemos suponer 95, = Sp ol
frontera 9§ serd

2

(1) Finalmente la

08 =08,-05
2 2 2 2
=Sa0l(y ytS100 gy = S0l ) =S101{ g

puesto que 5201(21,1) =S 01(21 I

b) Aplicamos el teorema del rotacional de Stokes (véase [T.3]y

‘/S(rotF,n)dAz‘/a’S(F,‘r)ds

donde 7 es el vector tangente unitario a la frontera dS y ds es el elemento de
longitud.

4S:[0,1] » R?

v — (cos(2nv), sin(27v), 0)
o bien introduciendo la variable 8 = 27y

4S:[0,27] - R?
0 — (cos 0, sin@, 0)
Sobre esta frontera z = 0 y por tanto el campo vectorial F es

F = (FL,F2L,F3) = (x,9,0) y (85)*F = (cosf,sin,0)". Ademis
(08)*dx = —sinfd0y (0S)*dy = cos8d6 de modo que
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(F,7)ds = / Fldx+F?dy+F3dz
as as

=/ xdx+ydy=/ (08)" (xdx+ydy)

as [0,27]
2

=/ (—cos8sin@ +sinfcos@) df =0

0

Consideremos el volumen ¢ correspondiente a la esfera unidad. Entonces dc es
la superficie citada y podemos aplicar el teorema de Gauss-Ostrogradski

(F,n)dA:/dideV
dc c

donde dA es el elemento de drea y dV designa el elemento de volumen. En coorde-
nadas cartesianas

OF!' oF? OF3

divF=—+—+—=2+2y+2
v ox 0y 0z yres
Entonces
(F,n)dA:/dideV:/(2+2y+21)dxdydz
dc c c
8
=2/dxdydz+2/ydxdydz+2/zdxdydz=§7r
c c [}
[7.9]

a) La divergencia de un campo F = F'e; + F?e; + F3e3 cuyas componentes estin

expresadas en la base ortonormal {e; = %%; i =1,2,3} correspondiente a las
v

coordenadas ortogonales {x!,x%,x3} se escribe

1 OF'\E,FE; . OF?\E3E, . 6F3\/E1E2)
VE(E>E5 Ox! Ox? 0x3

En coordenadas esféricas E; = 1; E, = r?sin? ¢, E3= r2. Parael campo F = rlzer,

divF =

tenemos F! = riz, F?2=0, F3 =0. De modo que

1 asingo_o

1
div(—=e,) =
v (r2 er) rlsing Jr
parar #0
b) Si (0,0,0) ¢c
r» . 1
(erm) ga - /dzv(—ze,)dV=0

dc T c r
Si (0,0,0) € ¢ pongamos ¢, = ¢ — B, donde B, es la bola de centro (0,0,0) y
radio . Tendremos
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0= /dzv( er)dV = / e a
Ce Oce r

_ (er,n) JA— / (er,n)dA
OB

dc }’2 r2
de donde
(er;n) dA / (er;n) dA
dc T OB r
1 4re?
== | A= cun
& dB, &

puesto que sobre 0B, e, =n de modo que (e,,n) =1y también r = ¢.

[7.10] Sea - 1a 2-forma asociada a F. Tenemos por el teorema de Gauss-Ostrogradski

Z4
/ nF = / div FdV
dc c

donde dV es el elemento de volumen

Trabajando con coordenadas cartesianas: Pasamos F =re, = rg—r a coordenadas
cartesianas poniendo

0 _9x9 9yd 9:0

ar  or (9x ar 6y or 0z

fsi 9 +sin @ si 9 + 96
=cosfsing— +sinfsingp— +cosf—
¢(9x ¢(9y 0z

de modo que

0 0

0 0 0 0
F—rer—r005951n¢a+rs1n951n905+rc0s96—Z—xa— yay Za_z

y la divergencia es
_ Ox ay 0z

" ox Gy oz

/ 771:=/dideV:/3dV:3/dV:3volumendec
dc c c c

Trabajando con coordenadas esféricas: F = Fle, + F2eg+F 3e¢ y

divF =3
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\/EGT)+—(F%/E E )+—(F3\/E Ee))

divF:— —
VE1ELES ( (F

_ 1 1,2 2 3
_rzsingo(E(F r sm¢,0)+%(F r)+—(F rsmcp))
1 (0, 4,. 10 5_ 3r2
rzsinga(ar( rsing) ) = Zor T2

Primera método: Utilizamos d(dc¢) = 0 para toda cadena c.
Aplicando el teorema de Stokes en su forma[7.7)tendremos

/(rotF,n)dAz/ (F,T)ds=/ (F,7)ds=0
s BN d(dc)

done 7 es el campo tangente unitario a 4.
Segundo método: Utilizamos d(dw) = 0 para toda forma w.
Sea wr la 1-forma asociada al campo F,

wp=F'dx+F*dy+F3dz
entonces para n el campo unitario normal a §
dwp =Myorp = (rot F,n)dA

donde 7, r es la 2-forma asociada a rot F. De modo que

/(rotF,n)dA=/da)p=/ dwp=/d(dwp)=0
S S dc c

a) Si F es un campo conservativo la circulaciéon de F a lo largo de un camino
solo depende de los valores en los puntos extremos del camino. Si el camino es
cerrado la circulacion serd nula.

Sea x € Q ¢ R? un punto del dominio Q donde estd definido F. Consideremos
un disco D de radio r y centro xo en Q. Si n es el campo normal unitario al disco
y 7 es el campo tangente unitario a la frontera D del disco

/D(rotF,n)dAz‘/aD(F,T)ds:O

pues 0D es una curva cerrada. Esto es cierto para todo disco D € Q, entonces
podemos escribir

/.12

(rotF,n)(xg) = hm

Y AD) / (rotF,n)dA =0



346 Soluciones de los ejercicios

donde A(D) = nr? es el 4rea del disco D. Tomando sucesivamente n = e, n = e
y n = e3 los vectores de una base ortonormal tendremos rot F(xp) = 0. Como xg
es un punto cualquiera rot F' = 0.

Nota: Hemos utilizado la propiedad del célculo integral siguiente: Sea
B, (x0) = {x e RY; |lx=x0l| <1} y f : B,(x9) — R una funcién continua, en-
tonces

f(xp) = 1im Fixt . xDdet . dxd

o
r_’OV(Br(XO)) B, (x0)

donde V(B,(x9)) es el volumen de B,(xo). En efecto, poniendo
my (f) =minyep, (x) (S ()} y Mr(f) = mdxxep, (xp) {f (x)} tenemos

mr(f) Sf(xO) < Mr(f)

por otra parte

1
) < GG /B =M

Si la funcién f es continua al hacer tender » — 0 tenemos
lllr(l)mr(f) = f(xo) = }E%Mr(f)

y también

1
1fmmr(f)=1fm—/ f = lim My ()
r—0 r*()V(Br(XO)) By (x0) =0

por tanto
1
foo=tim o [
r=0V (B (x0)) JB, (xo)

b) Si F es conservativo, por la parte (a) F es irrotacional, por lo que existe una
funcion ¢ tal que F = V. Véase el corolario 6.1}
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oD

X
Figura 8.39 Disco en R’

Ejercicios del Capitulo
a) Paratodor eR,
¢ (x,y) = (xcoswt + ysinwt, —x sinwt + y cos wt)
es biyectiva: En efecto, llamemos o = wt y supongamos que
Gr(x1,y1) = ¢ (x2,y2)
es decir
(xjcosa+y;sina,—xj sina@+y;cosa) = (xp cosa + y, sina, —x, sina + y, cos @)
lo que implica

X1cosa+y;sina =x;cosa+y;sina
—xjSin@+y|cosa = —xpsina+ y cosa
la solucién de este sistema (tomando como incégnitas xj € yj) esx; =x3y y1 =y2

siempre que el determinante del sistema de ecuaciones sea distinto de cero, lo
que siempre ocurre pues

cosa sina
—sina cosa

2

det a=1

} = cos’ @ +sin
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Para hallar ¢;! pongamos ¢, (x,y) = (u,v):

xcosa+ysina =u

—xsina+ycosa =v

cuya solucién es

u sina .
x =det =ucosa—vsina
v cosa
cosa u .
y =det . =vcosa+usina
—sina v

entonces
¢,‘] (u,v) = (ucosa —vsina,vcosa+usina)

b) Tenemos que demostrar que @5 (p) = ¢ (¢:(p)). Para p = (x,y)
Prrs(p) = (xcos(w(t+s)+ysinw(t+s), —xsinw(r+s) +ycosw(t +s))

como
cos(wt+ws) = coswt cos ws — sinwt sinws

sin(wt +sinws) = sinwf cos ws + sin ws cos wt

de modo que

Gr+s(p) = (xcoswit cosws —xsinwr sinws +y sinwt cosws + y sinws cos wt,

— X SiNWI COs ws — X SINWs COS WI +y COS W COS WS — y Sinwr sinws)

Por otra parte

¢s(¢:(p)) = s (xcoswt +ysinwt, —x sinwt +y cos wr)
= ((xcoswt +ysinwt) cosws + (—x sinwt + y coswr) sinws,
(—xcoswt — ysinwr) sinws + (—x sinwt + y cos wr) cos ws)
= (xcoswi cosws — x sinwt sinws + y sinwt cos ws +y cos wi sinws,

— xcoswtsinws —x sinwr cos ws — y sinwt sinws + y cos wt cos ws)

Llamemos V al campo tangente asociado a ¢. Si {x,y} son coordenadas carte-
sianas se tendra

0 0
V=a—+b—
a@x ay
Hallemos a y b.
de' .
a=——=—wxsinwt+wYycoswt
dt
d 2
b= a9 = —wXxCcoswt —wysinwt

dt
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Ahorael punto p corresponde al valort =0,dedonde a(p) =wy(p) y b(p) = —wx(p)
0 0
Vp=vo)(5;) —exo(5)

es decir 5
V=wy—-wx—
@y Ox o ay

8.3

a) Sean las aplicaciones ¢ : U(p) = U(q) y ¥ : U(q) — U(r) difeomorfismos
definidos en un entorno U(p) y en un entorno U (q) respectivamente con ¢ = ¢(p)
yr=y(q). Ysean ¢.: T, = T4 y Y. : T3 = Tr. Seayo¢ : U(p) = U(r).
Tenemos (¢ o ¢). : 7, — 7. Se verifica

(Yo@)=y.od.

En efecto, dado un vector X, € 7, para toda funcién f € 7,

(w°¢)*xp(f) :Xp(fol//°¢) :¢*Xp(f°'//) :‘J/*o‘ﬁ*xp(f)

b) Sealaaplicaciones ¢ : U(p) — U(q) y su aplicacién inversa ¢~ : U(q) — U(p).
Se tiene ¢, : T, = T4 y (o7 V). : T4 — Tp. Como

¢l op=1d:U(p) > U(p)

po¢ ' =1d:U(q) > U(q)

de modo que
(¢ lop)=1d:T,—> T,
(po¢™).=1d: 73— T,
de donde finalmente
(¢_1)* Od.=¢.0 (¢_1)* =1d

es decir
(¢_1)* = (¢*)_1

c) Sean ¢ : U(p) > U(q) y ¥ : U(q) — U(r) como en el punto (a), para las
aplicaciones “pull-back™ entre los respectivos espacios de vectores tangentes
tenemos

Wog) =(Woe) '), =(¢ oy )u=¢;" oy =¢ oy"

d) Con las notaciones del punto anterior eligiendo = ¢~! tendremos
(po¢~")* =1Id de donde
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(¢7) o9 =1d
y finalmente
(™) =(¢")""
e) Con lanotaciones del apartado (a) consideramos las aplicaciones “push-forward”
entre tensores
¢ A (Tp) = Ak (Ty)
l//* : Ak (7(;) - Ak((];)

y sea wp € Ax(7p), tendremos

(Y 00)ewp((X1)rs. ... (Xp)r) = wp (W0 @) (X1)y,.... (W0 ) (X))
=wp(¢" o™ (XD)r,....¢" o™ (X)) = buwpp (W (XD)r, ... . 0" (X))
= (lzb* O¢*)wp((xl)r’ AR (Xk)r)
En consecuencia
(Y od)e=(Yiod.)

para las aplicaciones “push-forward” entre tensores.
f) Parala aplicacién “push-forward” entre espacios de tensores (¢~!). = (¢.)~'. En
efecto, como ¢~ op=1Id : U(p) — U(p) tendremos

(¢~ o) =1d: Ak (Tp) = Ae(Tp)
por la propiedad e)
(¢_l o). = (¢_1)* op.,=1d

de donde
(¢_1)* = (¢*)_1

8.4
Para todo p € Qsi f es una funcibnen Qy 7: Q — Mll( (7,) un campo tensorial
k veces covariante y [ veces contravariante

(LXfT)p = }fn(]) w

como
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BT (K1 (D), Xe (), (). 0 () = U TN (K1 (P, X (P), 0 ()., ()
TP (80K (P (9000 (P (8000 ()~ T (51 i (), 0 P ()
@051 (D) (B0 Ka P (8000 (D)o (1 P)—F (DT K1) Xe (P (P
1 Tl X (D). (8K (0). (8.0 (). <¢£>*wl<p>>—r,,<x1<p> ..... Xe(p). ' (p),.... ! (p))
LT 1 (), Xk (), 0 (), 0 ()

o FTU D) 0. P () Ty (D) e ) 0)

LT 1 3 (), Xk (), 0 (), 0 ()

pasando al limite cuando  — 0 obtenemos
(LXfT)p = f(p)(LXT)p + (LXf)pr
La definicién de derivada de Lie es

Y, =Y
lim e Yo 8.21)

t—0 t

LxY, =

donde

¢:1sxU—R?
t.p— ¢(t.p) = (¢; (p) =x"(1).....¢7 (p) =x(1))

es el grupo local uniparamétrico de transformaciones asociado al campo X definido
en un entorno U(p) € Q de p. El campo asociado X viene dado por

- 0
X:ZW’W

d
i=1

donde las componentes w' estdn relacionadas con el grupo uniparamétrico ¢ me-
diante la solucion del problema de valor inicial

dx:ift ) i (1), 2 (1)) (8.22)
x'(0) =x}) (8.23)

donde p = (x'(0),...,x4(0).
Podemos escribir[8.21] de la forma

d, .
(LxY)p = 2 (81 Y5, () li=0
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Sea ¢ = ¢,(p) = (¢ (p),...,¢%(p). Vamos a calcular (¢>fY)p =¢;Y, = (¢-1): Y €

7. Sea
49
_ i
V=)
i=1
Y d
-0
)Y = P —
(¢-1) L v oxi
En el punto p
d 3
_ =i -
((¢—l)*Y)p_ - v (p)(axl)[)

P (p) = (67Y), () = ((9-0).¥e ) ()
. NI
=Y, (¥ o) =D v (q)——

- Ox/
J

(q)

donde hemos escrito abusando de la notacién x' o ¢', = ¢* .. De modo que podemos
escribir

) 041, 0
¢tY:(¢—r)*Y=ZV T
i.J

Tendremos pues

1

d d( ;0¢
- * = — v/ :
7 (67 Yy, (p))|t=0 Z dt (V dxJ

i,

oo ()

Calculamos

d | .0¢"
— v/ t
dt (V OxJ )
dvi d¢L, . d L,
=———+v ——
dr 0xJ dt 0xJ

Observando v/ (¢, (p)) = v/ (x!(#),...,x4(t)) siendo x' (¢),...,x%(¢) la solucién del

problema (8:22{8:23)

dvJ B i v/ dxk
dt _k:l dxk dt
d .
- Zwk%
Oxk

>~
1l

1
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a¢L,
OxJ

_ ox'
— oxJ

d
=0 ;kaés Z k(’)xk

Ent=0, ¢', = ¢! =x' de modo que

= 6;. resultando

dvl d¢’,
dt OxJ

Por otra parte

dog; 9 d¢l,  ow'
dtoxJ  dxi dt  oxJ

Reuniendo los resultados anteriores

es decir
(LxY)(f)=X(Y () -Y(X(f)) = [X.Y](f)
Sean X un campo vectorial en un abierto Q de R? y f : Q — R. Expresamos el
campo X en coordenadas
d
;0
X = —
12:1: Y oxi

Sea ¢, el flujo asociado a X, en un punto fijo x se expresa

g, o
W(x)—v(q)t(x)) i=1,....d

(como en la ecuacion x = ¢g(x) es fijo podemos poner también %qf (x) =v(¢:(x))
Para x € Q escribimos g(z,x) = ¢; f(x) = f(¢:(x)). Su diferencial (con respecto a
las variables espaciales) es
d
Z 98 4.
j=1 ox/

de modo que podemos poner, aplicando la regla de la cadena

d

dg(x) = d(¢; f) (x) = 2] (f o) (x)dx!

j=1

d d
=S (4 09) 22 (o

xl
j=1i=

» Derivamos respecto a ¢ la diferencial dg: Calculamos el coeficiente de dx/ co-
rrespondiente a %d (¢; f). Para ello calcularemos la derivada respecto a ¢ del
coeficiente de dx/: ,
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dt f(a»( >)—<)
El cilculo es, -
%ga—ﬁ(m )37 <)
zé aff§,<¢,< ) -+ ( ) ( ) (824)
+Zd:%((¢t(x»§7v;(x) (8.25)

donde hemos utilizado la ecuacién del flujo y laigualdad de las derivadas cruzadas

o 0 _ov
Ot \OxJ’ ~ Oxi

» Calculamos el coeficiente de dx’ correspondiente a d (%(1)’; f): Tenemos

d
( 61 1)) = f (6 (%) :Z (¢¢(x)) —(x)
i=1

Utilizando la ecuacién del flujo

d i :
¢’( )= (i’ (x) =V (¢ (x))i=1,....d

resulta

d 49 .
(S6:7) 0 =3 2L (010 (91 0)
i=1

ahora derivamos respecto a x/

d
(> (i)

iai(a—f (#:(0)v' (6 (x)))

d azf
i ;ﬂ dxkoxi (¢I(X>)—(x)v (¢:(x)) (8.26)
" Zd: a—f(¢ (x)) (¢ (x))%(x) (8.27)
ik=1 o ' Ox/ '

Las expresiones (8:24) y (8.26) son iguales pues



Soluciones de los ejercicios 355

it e ! azf a¢t k

| Oxkoxt 01 "oxS £ dxkoxt P

d k i
Z O*f 0¢F d¢; _
ik=
ya que los indices k e i son mudos y se pueden intercambiar y por la ecuacién del
flujo vk ¢’ .

Por otra parte las expresiones (8.23) y son iguales ya que basta tener en
cuenta la ecuacion del flujo y derivarla respecto a x/, en efecto si derivamos con
respecto a x/ la ecuacién del flujo

obtenemos
8 del & ovi dgk
ox dr Lok oad
de modo que
of avi af v dgk

—i Ox' Ox/ - 2 Oxt oxk Oxi

Hemos demostrado que el coeficiente de x/ es el mismo en < = 4 (7 f) yen d< (87 1)
por lo tanto coinciden.

3.6)

a) Si ¢ es continua en Q X I es uniformemente continua pues Q X I es un conjunto
compacto en R%*!. Tenemos que para todo & > 0, para todo x € Q y para todo
t € 1, existe 6 > 0 tal que ||¢(x,z+h) —(x,1)|| < € para todo |A| < §. Resulta que
la funcién

w(o) = /Q o (x. 1) dx

existe, pues la funcién x € Q — ¢(x,t) es continua en Q, por lo que es integrable
y se verifica

e -01=| [ (ptersn -pwn)af
< [ loter e —ptenlidr<evie)
donde V(Q) es el volumen de Q. Esto prueba que ¢ : I — R es continua.

b) Supongamos que ‘?9 : QO x I — Rexiste y es continua. Esto quiere decir, aplicando

la parte (a) del ejercicio que /Q ar dx existe y es continua. Queremos demostrar

que
da,b /090 i
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En efecto podemos escribir, utilizando la definicién de derivada parcial, para
todo € > 0, para todo x € Q y para todo ¢ € [ existe un § > 0 tal que si || <
entonces

! ex,t+h)—p(x,1)  d¢
h ot

d¢
A(t) = —d.
(0 /Q i
tendremos

Y(t+h)—y(1) _ p(x,t+h) —p(x,1)  d¢
= _ﬂ(t)l‘)/g( h “or

p(x,t+h)—p(x,1) 0d¢
A

(o)l se

Poniendo

(x,t)) dx‘

I 5 Dl dx < ev(Q)

de donde dy P
®p
— @) =A(t)= | —d
W =a0 /Q % oy
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