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Preliminares

En el tiempo en el que los proyectos dan paso a los recuerdos me he animado
a recopilar en un libro los apuntes de las enseñanzas que formaban parte de la
asignatura Ampliación de Matemáticas que impartí en la Escuela Técnica Superior
de Ingenieros de Minas de Madrid en los años 80.

Por aquel entonces la forma de abordar el cálculo diferencial y el cálculo vectorial
en las escuelas de ingeniería se orientaba a realizar muchos ejercicios olvidándose
muchas veces de definir de forma precisa los conceptos y obviando ciertas demos-
traciones.

El objetivo de estos apuntes era proporcionar a los alumnos las definiciones
precisas de los conceptos y las propiedades de éstos para poder abordar el cálculo
vectorial y tensorial. Una vez realizado este trabajo la realización de cálculos es un
trabajo mecánico. Con ello se pretende que se comprendan bien expresiones, por
ejemplo de la forma

∫
2
(�1 3G+�2 3H+�3 3I) y se realicen los cálculos correctamente

con conocimiento de su significado. Consideremos otro ejemplo: En la mayoría de
los libros de física e ingeniería es habitual llamar diferencial de área a una pequeña
parte de una superficie y se razona despues con este concepto ambiguo. Lo que
aportan las matemáticas es una definición precisa de este concepto definiendo el
diferencial de área como una forma de orden 2 de modo que al aplicarla a dos
vectores nos da el área del paralelógramo formado por éstos. A su vez las formas de
orden 2 se construyen a partir de formas de orden 1 (elementos de un espacio dual)
mediante el producto exterior, operación bien definida. El manejo de conceptos y
operaciones precisas y bien definidas permite razonar y hacer cálculos sin peligro
de cometer errores.

El curso presupone que se tienen los conocimientos básicos de un primer curso
de cálculo infinitesimal de una variable real y de álgebra lineal así como algunos
conceptos de topología.

El cálculo vectorial es álgebra en el espacio tangente en cada punto de un domi-
nio para luego integrar los resultados en cada punto (en definitiva sumar) cuando
recorremos todos los puntos del dominio: La primera parte de este libro se dedica al
cálculo diferencial (capítulo 1) y a la integración (capítulo 2) en varias dimensiones
donde se generalizan los resultados del cálculo en una variable real. El capítulo 3

vii



viii Preliminares

está dedicado al álgebra tensorial donde se estudia el concepto de tensor y sus aplica-
ciones geométricas. En el capítulo 4 se construye el espacio tangente introduciendo
la noción de vector tangente como una derivación (como se hace en geometría di-
ferencial), vemos ejemplos de vectores tangentes y aprendemos a realizar cambios
de coordenadas. En una segunda sección se introducen las formas diferenciales a
partir del espacio dual del espacio tangente. En el capítulo 5 construimos los tensores
diferenciales y a partir del espacio tangente y el espacio de tensores diferenciales se
introduce la noción de campo vectorial y campos de formas. En particular se estudia
la operación de diferenciación exterior de formas. En el capítulo 6 se introduce la
noción de cadena y la integración de formas en cadenas. El capítulo 7 está dedicado
al teorema general de Stokes en cadenas y sus aplicaciones y se particulariza a los
tres teorema clásicos de Stokes, teorema de Green, teorema de la divergencia y el
teorema de Gauss-Ostrogradski que son aquí una consecuencia del teorema general.
Finalmente en el capítulo 8 se deducen algunas ecuaciones de la mecánica y más en
particular de la mecánica de medios continuos. Más precisamente, obtendremos la
variación de los distintos objetos geométricos, es decir funciones, campos, formas y
en general tensores por acción de un campo vectorial representando la velocidad de
un fluido asociado a un grupo uniparamétrico de transformaciones. La herramienta
básica es el concepto de derivada de Lie de la geometría diferencial que introducimos
limitándonos aquí a regiones de R3 .

He completado cada capítulo de estos apuntes con ejercicios cuya solución se da
al final del libro con la esperanza de que los estudiantes intenten resolverlos por su
cuenta antes de mirar la solución.

Estos apuntes deben mucho a los libros “ Cours de Calcul Différentiel ”de Henri
Cartan (Nancy, Francia, 8 de julio de 1904 - París, Francia, 13 de agosto de 2008) y
“Calculus onManifolds” deMichaelDavid Spivak (Queens, NuevaYork, 25 demayo
de 1940 - Houston, Texas, 1 de octubre de 2020) que me ayudaron a comprender
muchos de los conceptos y utilizar con rigor las herramientas del Cálculo Diferencial
y Vectorial.

En Cabrerizos (Salamanca) y Palma de Mallorca. Mayo de 2023 - Enero de 2026.

Luis Ferragut Canals
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Capítulo 1
Elementos de Cálculo Diferencial en Espacios
Normados

En este capítulo recogemos las nociones básicas de cálculo diferencial necesarias
para entender el resto del libro. Para aprender de una vez para siempre todo lo que se
necesita saber sobre cálculo difrerencial recomendamos al lector el curso de cálculo
diferencial de Henri Cartan [3]. En cuanto a lo concerniente a espacios vectoriales
normados se podrán consultar el libro de S.K. Beberian o el libro de H. Brezis [2]
aunque lo recogido en este capítulo es suficiente para entender el resto del libro
pues fundamentalmente trabajaremos con espacios vectoriales de dimensión finita.
En este capítulo algunas secciones se han desarrollado en espacios vectoriales no
necesariamente de dimensión finita puesto que no plantea mayores dificultades a la
hora de introducir ciertos conceptos y realizar algunas demostraciones. En todo caso
en el resto del libro se trabajará siempre en el espacio euclídeo de dimensión finita
R3 .

1.1. Espacios Normados

En esta sección y las siguientes consideraremos espacios vectoriales sobre el
cuerpo de los reales.

Definición 1.1. Un Espacio Normado es un espacio vectorial � en el que se ha
definido una aplicación

‖ · ‖ : � −→ R
E −→ ||E | |

verificando las propiedades,

N1: ‖E‖ ≥ 0 ∀ E ∈ � y ‖E‖ = 0 solo si E = 0.
N2: ‖_E‖ = |_ |‖E‖ ∀_ ∈ R ∀E ∈ � .
N3: ‖D + E‖ ≤ ‖D‖ + ‖E‖ ∀D, E ∈ � (Desigualdad Triangular).

1



2 1 Elementos de Cálculo Diferencial en Espacios Normados

La aplicación ‖ · ‖ se llama norma y ‖E‖ se lee norma del vector E. Todo espacio
normado es evidentemente un espacio métrico con la distancia 3 (D, E) = ‖E − D‖.
Todos los conceptos métricos y topológicos tendrán aquí su significado. Hablaremos
pues de conjuntos cerrados y conjuntos abiertos, sucesiones convergentes, sucesiones
de Cauchy, conjuntos compactos, etc.

Ejemplos: Sobre el espacio vectorial � = R3 podemos definir las siguientes
normas

1. Norma ;2: ‖E‖2 = (
∑
E2
8
)1/2

2. Norma ;1: ‖E‖1 =
∑ |E8 |

3. Norma ;∞: ‖E‖∞ =máx |E8 |
4. Norma ;? , ? ≥ 1: ‖E‖ ? = (

∑ |E8 |?)1/?
En el espacio vectorial de las funciones continuas en un intervalo cerrado [0, 1],
� = � [0, 1]

1. Norma !2: ‖E‖0,2, [0,1] = (
∫ 1
0
|E(G) |2 3G)1/2

2. Norma !1: ‖E‖0,1, [0,1] =
∫ 1
0
|E(G) | 3G

3. Norma !∞: ‖E‖0,∞, [0,1] =máxG∈[0,1] |E(G) |
4. Norma ! ?: ‖E‖0, ?, [0,1] = (

∫ 1
0
|E(G) |? 3G)1/? ? ≥ 1

Definición 1.2. Un espacio normado completo se llama espacio de Banach.

Los espacios normados de dimensión finita son todos completos por lo que son
espacios de Banach.

Ejercicios:

1. Verificar que la norma ;1 y la norma ;∞ son efectivamente una norma en R3
(ejercicico 1.1)

2. Verificar que la norma !1 y la norma !∞ son efectivamente una norma en
� [0, 1] (ejercicico 1.2)

Dejamos para más adelante la verificación de que la norma ;2 y la norma !2 son
efectivamente normas. Recordemos algunas definiciones y propiedades fundamen-
tales.

Nociones de topología en espacios normados

1. Sea � un espacio normado. Una bola (abierta) de centro 0 ∈ � y radio A ∈ R es
el conjunto

BA (0) = {E ∈ � ; ‖E− 0‖ < A}

2. Entorno: Un conjunto es un entorno de un punto 0 ∈ � si contiene a una bola de
centro 0.

3. Abierto: Un abierto es un conjunto que es entorno de todos sus puntos.
4. Cerrado: Un conjunto es cerrado si es complementario de un abierto.
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5. Conjunto acotado: Un conjunto en � es acotado si existe una bola que lo
continene.

6. Conjunto compacto: Un conjunto es compacto si de todo recubrimiento abierto
se puede obtener un subrecubrimiento finito.

En espacios de dimensión finita (por ejemploR3) los conjuntos compactos coinciden
con los conjuntos que son cerrados y acotados.

Definición 1.3. Noción de límite de una función y continuidad en un punto. Sea
� ⊂ � un abierto de un espacio normado � . Sea un punto 0 ∈ �. Sea � otro espacio
normado y 5 : �→ � una función.

lı́m
E→0

5 (E) = 1⇔∀Y > 0,∃X talquesi ‖E− 0‖ < X⇒ ‖ 5 (E) − 1‖ < Y

Diremos que 5 es continua en un punto 0 ∈ � si verifica

lı́m
E→0

5 (E) = 5 (0)

Tenemos las siguientes propiedades:

1. Sea 5 : �→ �, 5 es continua ( en todos los puntos) si para todo conjunto abierto
* ⊂ �, 5 −1 (*) es un conjunto abierto de de � .

2. Sea � ⊂ � un abierto y 5 : �→ �. 5 es continua si para todo abierto * ⊂ �
existe algún conjunto abierto + ⊂ � tal que 5 −1 (*) =+ ∩ �.

3. Sea  ⊂ � un conjunto compacto y 5 :  → � una función continua entonces
5 ( ) es un conjunto compacto de �.

Definición 1.4. Norma equivalentes: Sea � un espacio normado en el que hemos
definido dos normas ‖ · ‖ y | | | · | | |. Diremos que las dos normas son equivalentes si
existen dos constantes �1 > 0 y �2 > 0 tales que

�1‖E‖ ≤ || |E | | | ≤ �2‖E‖ ∀E ∈ � (1.1)

Dos normas equivalentes generan la misma topología. En espacios de dimensión
finita todas las normas son equivalentes.

Definición 1.5. Sean � y � dos espacios vectoriales. Una aplicación ) : �→ � se
dice que es lineal si

) (D + E) = ) (D) +) (E) ∀D, E ∈ �
) (_E) = _) (E) ∀_ ∈ R ∀E ∈ �

Para las aplicaciones lineales continuas tenemos la siguiente caracterización:

Teorema 1.1. : Caracterización de las aplicaciones lineales continuas
Sean � y � dos espacios normados y ) : �→ � una aplicación lineal. Entonces

si ) es continua en el origen D = 0 ∈ � es continua en todo punto si y solo si existe
una constante " ≥ 0 tal que
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‖)E‖ ≤ " ‖E‖ ∀E ∈ � (1.2)

Demostración:

Demostraremos pues que si ) es continua en $ es continua en todo punto y se
verifica (1.2).

Si ) es continua en $ ∈ � , para toda sucesión (D=)= ⊂ � tal que lı́m=→∞ D= =$
se tiene lı́m=→∞) (D=) = ) ($) =$

Sea ahora un elemento cualquiera E ∈ � y (E=)= ⊂ � una sucesión tal que
lı́m=→∞ E= = E ∈ � . Evidentemente lı́m=→∞ (E= − E) = $. Como ) es continua
en $ ∈ � , resulta lı́m=→∞) (E= − E) = $ y por ser ) una aplicación lineal
lı́m=→∞) (E=) = ) (E).

Veamos ahora la segunda parte del teorema. Demostremos primero que si
‖D‖ ≤ 1 existe " ≥ 0 tal que ‖) (D)‖ ≤ " . En efecto, supongamos por el con-
trario que el conjunto {‖) (D)‖; ‖D‖ ≤ 1} no es acotado. Para cada = podemos
elegir un vector D= tal que ‖D=‖ ≤ 1 y ‖) (D=)‖ ≥ =. Definamos E= = 1

=
D=. Resulta

lı́m=→∞ ‖E=‖ = lı́m=→∞
1
=
‖D=‖ = 0 pues ‖D=‖ ≤ 1. Es decir lı́m=→∞ E= =$. Por otra

parte ‖) (E=)‖ = 1
=
‖) (D=)‖ ≥ 1 en contradicción con lı́m=→∞) (E=) = ) ($) =$.

Sea finalmente un elemento cualquiera D ∈ � . El elemento D
‖D ‖ tiene norma 1 y

por lo tanto
‖) ( D‖D‖ )‖ ≤ "

es decir (1.2)
El recíproco es trivial.

�
Mientras no de lugar a confusión designaremos las diferentes normas de diferentes

espacios normados mediante la misma notación ‖ · ‖.
A la más pequeña de las constantes " verificando (1.2) se le designa mediante

‖) ‖ y es efectivamente una norma sobre el espacio de aplicaciones lineales continuas
L(� ;�) de � en �. La norma ‖) ‖ está caracterizada por

‖) ‖ = sup
E∈� ; E≠0

‖)E‖
‖E‖ (1.3)

En espacios de dimensión finita todas las aplicaciones lineales son continuas.
Ejemplos: Dos ejemplos importantes son cuando � = R y cuando � = R. El

primer caso L(� ;R) es el espacio dual topológico de � , es decir el espacio de
aplicaciones lineales continuas de � en R. Hay que distinguirlo del espacio dual
algebraico de aplicaciones duales de � en R. Cuando � es de dimensión finita los
dos espacios coinciden pues en dimensión finita todas las aplicaciones lineales son
continuas. El segundo ejemplo es L(R;�). Existe una isometría canónica entre
L(R;�) y � dada por
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) : �→L(R;�)
G→ iG

donde iG ∈ L(R;�) es la aplicaciónque a cada _ ∈ R le asocia la aplicación
iG : _→ _G. Recíprocamente, dada ` ∈ L(R;�) existe un elemento G ∈ � tal que
` =) (G) = iG . En efecto basta hacer G = `(1) ∈ �. Véase al respecto el ejercicio 1.3.

Al espacio dual � ′′ = (� ′) ′ del espacio dual de � se le denomina bidual. Todo
elemento de � define una forma lineal continua sobre � ′, es decir se puede considerar
en la práctica un elemento del bidual � ′′. En efecto, dado G ∈ � definimos la
aplicación

dG :� ′→ R
5 → 5 (G)

Es inmediato demostrar que dG es una forma lineal continua sobre � ′, es decir es un
elemento de � ′′.

El siguiente teorema que damos sin demostración (que se puede encontrar por
ejemplo en [2]) solo se utilizará puntualmente en una ocasión en este capítulo y no
es necesario en el resto del libro.
Teorema 1.2. La aplicación

) :�→ � ′′

G→ dG

es lineal, continua e inyectiva. De hecho se verifica ‖G‖� = ‖dG ‖�′′ . Tenemos pues
que la aplicación �→ ) (�) ⊂ � ′′ es una isometría.

Estas propiedades permiten identificar � como un subespacio de � ′′.
Definición 1.6. Un espacio de Banach � en el que ) (�) = � ′′ se dice que es
reflexivo.
Definición 1.7. Aplicaciones bilineales

Sean � y � espacios vectoriales. Una aplicación bilineal es una aplicación

� : � ×� → �

D, E → �(D, E)

que verifica

�(_D +_E,F) = _�(D,F) + `�(E,F) ∀_, ` ∈ R, ∀D, E,F ∈ �

�(D,_E + `F) = _�(D,F) + `�(E,F) ∀_, ` ∈ R, ∀D, E,F ∈ �

Si � y � son espacios normados designaremos mediante ‖ [D, E] ‖ una norma del
vector [D, E] en el espacio vectorial producto � ×� . Podemos generar normas en el
espacio producto � ×� a partir de cualquier norma en � . Por ejemplo son normas
en el espacio producto las siguientes, donde ‖ · ‖ designa una norma en � :
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Norma ;2: ‖ [D, E] ‖2 = (‖D‖2 + ‖E‖2)1/2
Norma ;1: ‖ [D, E] ‖1 = ‖D‖ + ‖E‖
Norma ;∞: ‖ [D, E] ‖∞ =máx ‖D‖, ‖E‖
Norma ;? , ? ≥ 1: ‖ [D, E] ‖ ? = (‖D‖ ? + ‖E‖ ?)1/?

Todas las normas anteriores son equivalentes.

Teorema 1.3. : Caracterización de las aplicaciones bilineales continuas
Sean � y � dos espacios normados y � : � × � → � una aplicación bilineal.

Entonces si � es continua en el origen [D, E] = [0,0] ∈ � × � es continua en todo
punto y existe una constante " ≥ 0 tal que

‖�(D, E)‖ ≤ " ‖D‖ · ‖E‖ ∀D, E ∈ � (1.4)

Demostración:

La demostración es análoga al la del teorema 1.1
�

A lamás pequeña de las constantes" verificando (1.4) se le designamediante ‖�‖
y es efectivamente una norma sobre el espacio de aplicaciones bilineales continuas
B(� ×� ;�) de � ×� en �. La norma ‖�‖ está caracterizada por

‖�‖ = sup
D,E∈� ;D,E≠0

‖�(D, E)‖
‖D‖ · ‖E‖ (1.5)

En espacios de dimensión finita todas las aplicaciones bilineales son continuas.
Más generalmente tenemos

Definición 1.8. Aplicaciones multilineales
Sean �1, . . . , �= y � espacios vectoriales. Una aplicación multilineal es una

aplicación

) : �1× · · · ×�= → �

[E1, . . . , E=] → ) (E1, . . . , E=)

tal que para cada 08 ∈ �8 con 8 ≠ : la aplicación parcial

E: → ) (01, . . . , 0:−1, E: , 0:+1, . . . , 0=)

es una aplicación lineal. Dicho de otro modo ) verifica las propiedades: Para
_1, . . ._= ∈ R

) (_1E1, . . . ,_=E=) = _1_2 . . ._=) (E1, . . . E=)

y para 08 ∈ �8 con 8 ≠ : y D: , E: ∈ �:

) (01, . . . , D: + E: , . . . , 0=) = ) (01, . . . , D: , . . . , 0=) +) (01, . . . , E: , . . . , 0=)
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Si �1, . . . , �= son espacios normados designaremos mediante ‖ [D1, . . . , D=] ‖ una
norma del vector [D1, . . . , D=] en el espacio vectorial producto �1×· · ·×�=. Podemos
generar normas en el espacio producto �1 × · · · × �= a partir de las normas en
�1, �2, . . . , �= por ejemplo si �8 = R3 para 8 = 1, . . . , = la norma ;1 será

‖ [D1, . . . , D=] ‖1 = ‖D1‖1 + · · · + ‖D=‖1

.
En espacios normados las aplicaciones multilineales continuas están caracteriza-

das por

Teorema 1.4. : Caracterización de las aplicaciones multilineales continuas
Sean �8 , 8 = 1, . . . = y � espacios normados y) : �1×· · ·×�=→ � una aplicación

multilineal. Entonces si ) es continua en el origen [0, . . . ,0] ∈ �1 × · · · × �= es
continua en todo punto y existe una constante " ≥ 0 tal que

‖) (E1, . . . , E=)‖ ≤ " ‖E1‖. . . . .‖E=‖ ∀E8 ∈ �8 , 8 = 1, . . . , = (1.6)

Demostración:

La demostración sigue el mismo procedimiento que en el teorema1.1
�

A la más pequeña de las constantes " verificando (1.6) se le designa mediante
‖) ‖ y es efectivamente una norma sobre el espacio de aplicaciones multilineales
continuas de �1× · · · ×�= en �.

En espacios de dimensión finita todas las aplicacionesmultilineales son continuas.

1.2. Espacios Euclídeos o Prehilbertianos

Definición 1.9. Un Espacio Euclídeo es un espacio vectorial en el que se ha definido
una aplicación

(· , ·) : � ×� −→ R
D, E −→ (D, E)

que llamaremos producto escalar, verificando las propiedades siguientes:

P1: (D, E) = (E,D) ∀D, E ∈ � (Simetría).
P2.1: (_D, E) = _(D, E) ∀_ ∈ R,∀D, E ∈ �
P2.2: (D + E,F) = (D, E) + (D,F) ∀D, E,F ∈ �
P3: (E, E) ≥ 0 ∀E ∈ � ; (E, E) = 0 solo si E = 0 (Definida positiva)

De la propiedad P1 y P2 se deduce

(D,_E) = _(D, E) ∀_ ∈ R,∀D, E ∈ �
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(D, E +F) = (D, E) + (D,F) ∀D, E,F ∈ �

Por tanto el producto escalar es una aplicación bilineal.
Todo espacio euclídeo es un espacio normado con la norma ‖E‖ = (E, E)1/2. En

efecto, las propiedades N1 y N2 se verifican de forma inmediata. Para verificar N3
necesitamos primero la siguiente:

Propiedad 1.1. Desigualdad de Cauchy-Schwarz

| (D, E) | ≤ ‖D‖ · ‖E‖ ∀D, E ∈ � (1.7)

Demostración:

(D−_E,D−_E) ≥ 0 ∀_ ∈ R,∀D, E ∈ �

de donde
5 (_) = (D−_E,D−_E) = ‖D‖2−2_(D, E) +_2‖E‖2 ≥ 0

5 es un polinomio de segundo grado en la variable _ que toma valores mayores o
igual que 0. Por tanto el discriminante asociado tiene que ser menor o igual que 0,
es decir

(D, E)2− ‖E‖2.‖D‖2 ≤ 0

reordenando y tomando la raiz cuadrada positiva obtenemos la desigualdad buscada
(1.7).

�
La desigualdad N3 es ahora fácil de obtener, en efecto,

‖D + E‖2 = ‖D‖2 +2(D, E) + ‖E‖2 ≤ ‖D‖2 +2‖D‖ · ‖E‖ + ‖E‖2 = (‖D‖ + ‖E‖)2

tomando la raiz cuadrada positiva obtenemos N3.
Ejemplos:

1. (D, E) =∑
D8E8 en R3 . La norma ;2 es la norma asociada a este producto escalar.

2. (D, E) =
∫ 1
0
D(G)E(G) 3G en � [0, 1]. La norma !2 es la norma asociada a este

producto escalar.

Definición 1.10. Un espacio prehilbertiano completo se llama espacio de Hilbert.

Los espacios normados de dimensión finita son todos completos por lo que son de
Hilbert. Una propiedad sobresaliente del espacio de Hilbert es el siguiente teorema

Teorema 1.5. (de Riesz-Frechet) Si i es una forma lineal continua definida sobre
un espacio de Hilbert, existe un único elemento D ∈ � tal que

i(E) = (D, E) ∀E ∈ �

Se tiene además ‖i‖ = ‖D‖.
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Como no utilizaremos este teorema, salvo ocasionalmente en este capítulo, no
damos la demostración que se puede encontrar en la mayor parte de los libros de
Análisis Funcional, por ejemplo [1] o [2]. Véase ejercicio 3.7 para una demostración
en un espacio de dimensión finita.

1.3. Funciones diferenciables y diferencial de una función

Concepto de Diferencial de una función en un punto

Definición 1.11. Sean � y � espacios normados, � un subconjunto abierto en � no
vacío y 5 : �→ � una aplicación de � en �. Decimos que 5 es diferenciable en un
punto 0 ∈ � si existe una aplicación lineal continua designada mediante la notación
� 5 (0) : �→ � verificando

lı́m
ℎ→0

‖ 5 (0 + ℎ) − 5 (0) −� 5 (0)ℎ‖
‖ℎ‖ = 0 (1.8)

Es fácil verificar que la aplicación � 5 (0) si existe es única y la llamaremos
diferencial de 5 en 0. Así pues � 5 (0) ∈ L(� ;�). Véase ejercicio 1.4

Una aplicación diferenciable en un punto, es continua en este punto (ejercicio
1.5). Diremos que una aplicación 5 : �→ � es diferenciable en � si es diferenciable
en todos los puntos de �.

Ejemplos:

1. Diferencial de una aplicación constante: Una aplicación constante 5 (E) = 1 para
todo E ∈ � es diferenciable en todo punto de � y la diferencial es la aplicación
nula � 5 (0) =$ ∈ L(� ;�) donde $ : �→ �, con $ (E) = 0 para todo E ∈ � .

2. Sea � ⊂ R un intervalo abierto, 5 : �→ R derivable en un punto 0 ∈ �, entonces
5 es diferenciable en 0 y la diferencial es

� 5 (0) : R→ R
G → 5 ′(0)G

3. Diferencial de una aplicación lineal continua: Sea 5 ∈ L(� ;�). Entonces 5 es
diferenciable en � y � 5 (0) = 5 para todo 0 ∈ � . En efecto,

‖ 5 (0 + ℎ) − 5 (0) − 5 (ℎ)‖
‖ℎ‖ =

‖0‖
‖ℎ‖ = 0

4. Diferencial de una aplicación bilineal continua: Sea � : � × � → � una apli-
cación bilineal continua. � es diferenciable en todos los puntos de � × � y la
diferencial en un punto [0, 1] es
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��(0, 1) : � ×� → �

[D, E] → �(0, E) +�(D, 1)

En efecto,

‖�(0 + ℎ, 1 + :) −�(0, 1) −�(0, :) −�(ℎ, 1)‖
‖ [ℎ, :] ‖ =

‖�(ℎ, :)‖
‖ [ℎ, :] ‖ ≤

‖�‖.‖ℎ‖.‖: ‖
‖ℎ‖ + ‖: ‖

donde hemos aplicado la continuidad de � y hemos tomado como norma en
� ×� la norma ‖ [D, E] ‖ = ‖D‖ + ‖E‖ para todo D, E ∈ � . Finalmente tomando el
límite cuando ‖ℎ‖ → 0 y ‖: ‖ → 0 resulta

lı́m
ℎ→0 ,:→0

‖�‖.‖ℎ‖.‖: ‖
‖ℎ‖ + ‖: ‖ ≤ lı́m

ℎ→0 ,:→0

‖�‖.(‖ℎ‖ + ‖: ‖)2
‖ℎ‖ + ‖: ‖ = 0

5. Diferencial de una aplicación cuadrática: Sea � : � × � → � una aplicación
bilineal continua y simétrica (es decir, �(D, E) = �(E,D) para todo D, E ∈ �) y
sea � : � → � una aplicación definida por � (E)) = �(E, E) para todo E ∈ � .
Entonces � es diferenciable en todo punto 0 ∈ � y la diferencial es

�� (0) : � → �

E → 2�(0, E)

En efecto,

‖� (0 + ℎ) − � (0) −2�(0, ℎ)‖
‖ℎ‖ =

‖�(0, 0) +2�(0, ℎ) +�(ℎ, ℎ) −�(0, 0) −2�(0, ℎ)‖
‖ℎ‖

=
‖�(ℎ, ℎ)‖
‖ℎ‖

de donde
lı́m
ℎ→0

‖� (0 + ℎ) − � (0) −2�(0, ℎ)‖
‖ℎ‖ ≤ ‖�‖.‖ℎ‖

2

‖ℎ‖ = 0

6. Un caso particular del ejemplo 4 es el producto escalar: Sea � un espacio
prehilbertiano con producto escalar (D, E). Tenemos poniendo �(D, E) = (D, E),

��(0, 1) : � ×� → �

[D, E] → (D, 1) + (0, E)

7. Un caso particular del ejemplo 5: Sea � un espacio prehilbertiano con producto
escalar (· , ·) y sea � : �→ R definida por � (E) = (E, E). � es diferenciable en �
y

�� (0) : � → R
E → 2(0, E)
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8. Un caso concreto combinación de los anteriores es: Sea " una matriz
cuadrada y simétrica en R3×3 y 1 ∈ R3 , sea � : R3 → R definida por
� (G) = 1

2 ("G,G) − (1,G) para todo G ∈ R3 , siendo (· , ·) el producto escalar
habitual en R3 . � es diferenciable en R3 y

�� (0) : R3 → R
G → ("0,G) − (1,G)

9. Un ejemplo análogo al anterior pero en un espacio de dimensión infinita es el
siguiente: Sea � = � [0, 1] el espacio de funciones continuas en [0, 1] con el
producto escalar (D, E) =

∫ 1
0
D(G)E(G) 3G, sea 5 ∈ � y � : � → R definida por

� (E) = 1
2

∫ 1
0
E(G)2 3G−

∫ 1
0
5 (G)E(G) 3G. Entonces � es diferenciable en � y

�� (D) : � → R

E →
∫ 1

0

D(G)E(G) 3G−
∫ 1

0

5 (G)E(G) 3G

10. Sea � un espacio normado y 5 :*→ � una función diferenciable definida en
un intervalo abierto* ⊂ R de la recta real. Tendremos que la diferencial � 5 (0)
de 5 en un punto 0 ⊂* es un elemento deL(R;�) que es un espacio isométrico
a �. De modo que podemos considerar � 5 (0) como un elemento de � (véase
ejercicio 1.3). Llamaremos 5 ′(0) a este elemento de �. Tenemos entonces las
relaciones para todo ℎ ∈ R,

� 5 (0) (ℎ) = ℎ� 5 (0) (1) = ℎ 5 ′(0)

De la definición de diferencial en un punto 0 ∈ R se deduce que podemos escribir
(para ℎ ∈ R)

lı́m
ℎ→0

‖ 5 (0 + ℎ) − 5 (0) − 5 ′(0)ℎ‖
|ℎ| = 0

y también

lı́m
ℎ→0
‖ 5 (0 + ℎ) − 5 (0)

ℎ
− 5 ′(0)‖ = 0

o bien
5 ′(0) = lı́m

ℎ→0

5 (0 + ℎ) − 5 (0)
ℎ

es decir 5 ′(0) es la derivada de 5 en el punto 0
Utilizaremos estas notacionesmás adelante en la sección dedicada a los teoremas
de Taylor.

Una herramienta fundamental en el cálculo de diferenciales es la regla de la cadena

Teorema 1.6. Sean �,�, ( espacios normados. � ⊂ � un abierto 5 : �→ �, 5
diferenciable en 0 ∈ �. Sea un abierto * ∈ � que contiene a 5 (0) y sea 6 :*→ (

una función diferenciable en 5 (0). Entonces la función compuesta 6 ◦ 5 : �→ ( es
diferenciable en 0 y la diferencial viene dada por
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� (6 ◦ 5 ) (0) = �6
(
5 (0)

)
◦� 5 (0)

Demostración:

Sean 1 = 5 (0), _ = � 5 (0) y ` = �6( 5 (0)). Introducimos las notaciones siguien-
tes:

i(G) = 5 (G) − 5 (0) −_(G− 0)

k(H) = 6(H) −6(1) − `(H− 1)

y
d(G) = (6 ◦ 5 ) (G) − (6 ◦ 5 ) (0) − (` ◦_) (G− 0)

Tenemos

lı́m
G→0
‖i(G)‖
‖G− 0‖ = lı́m

G→0
‖ 5 (G) − 5 (0) −_(G− 0)‖

‖G− 0‖ = 0

lı́m
H→1

‖k(G)‖
‖H− 1‖ = lı́m

H→1

‖6(H) −6(1) − `(H− 1)‖
‖H− 1‖ = 0

y tenemos que demostrar

lı́m
G→0
‖d(G)‖
‖G− 0‖ = lı́m

G→0
‖(6 ◦ 5 ) (G) − (6 ◦ 5 ) (0) − (` ◦_) (G− 0)‖

‖G− 0‖ = 0

Podemos escribir poniendo H = 5 (G) y 1 = 5 (0)

d(G) = 6( 5 (G)) −6( 5 (0)) + `(i(G) − 5 (G) + 5 (0))
= 6( 5 (G)) −6( 5 (0)) − `( 5 (G) − 5 (0)) + `(i(G))
= k( 5 (G)) + `(i(G))

como

lı́m
G→0
‖d(G)‖
‖G− 0‖ ≤ lı́m

G→0
‖k( 5 (G))‖
‖G− 0‖ + lı́m

G→0
‖`(i(G)‖
‖G− 0‖

bastará demostrar que el límite de cada sumando de la expresión anterior es
nulo. Por una parte como ` es lineal continua existe una constante � tal que
‖`(i(G))‖ ≤ �‖i(G)‖ y

lı́m
G→0
‖`(i(G)‖
‖G− 0‖ ≤ lı́m

G→0
�‖i(G)‖
‖G− 0‖ = � lı́m

G→0
‖i(G)‖
‖G− 0‖ = 0

Por otra parte podemos escribir

lı́m
5 (G)→ 5 (0)

‖k( 5 (G))‖
‖ 5 (G) − 5 (0)‖ = lı́m

5 (G)→ 5 (0)

‖6( 5 (G)) −6( 5 (0)) − `( 5 (G) − 5 (0))‖
‖ 5 (G) − 5 (0)‖ = 0
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es decir para todo Y > 0 existe un X > 0 tal que si ‖ 5 (G) − 5 (0)‖ < X entonces

‖k( 5 (G))‖ ≤ Y‖ 5 (G) − 5 (0)‖

y como 5 es continua para todo X > 0 existe un X1 tal que si ‖G − 0‖ < X1 tendre-
mos ‖ 5 (G) − 5 (0)‖ < X. Finalmente para una constante � verificando para todo G,
‖_(G)‖ ≤ �‖G)‖

‖k( 5 (G))‖ ≤ Y‖ 5 (G) − 5 (0)‖
= Y‖i(G) +_(G− 0)‖
≤ Y‖i(G)‖ + Y�‖G− 0‖

dividiendo por ‖G− 0‖

‖k( 5 (G))‖
‖G− 0‖ = Y

‖i(G)‖
‖G− 0‖ +�Y

y como

lı́m
G→0
‖i(G)‖
‖G− 0‖ = 0

quiere decir que para todo Y1 existe un X2 tal que si ‖G− 0‖ < X2

‖i(G)‖
‖G− 0‖ < Y1

tendremos tomando X3 =mı́n{X1, X2} que para ‖G− 0‖ < X3 tenemos

‖k( 5 (G))‖
‖G− 0‖ = YY1 +�Y

es decir

lı́m
G→0
‖k( 5 (G))‖
‖G− 0‖ = 0

�
Ejemplos:

1. Sea 5 : R2→ R definida por

5 (G, H) =
∫ G+H

0
6(I) 3I

donde 6 : R→ R es una función integrable. Tenemos que 5 es diferenciable en
todo punto de R2 y la diferencial en un punto (0, 1) ∈ R2 es

� 5 (0, 1) = 6(0 + 1) ◦ B
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donde B : R2→ R es la función suma, B(G + H) = G + H. En efecto, aplicando la
regla de la cadena, 5 se puede escribir como 5 = � ◦ B donde � : R→ R es
la función � (G) =

∫ G
0 6(I) 3I. � es derivable, su derivada en un punto 0 es

� ′(0) = 6(0), y la diferencial �� (0) :R→R es la aplicación �� (0)G = 6(0)G
para todo G ∈ R. La función suma B es lineal continua, por tanto su diferencial
en cualquier punto es la misma función B. Aplicando la regla de la cadena

� 5 (0, 1) = ��
(
B(0, 1)

)
◦ B = �� (0 + 1) ◦ B

es decir � 5 (0, 1) es la aplicación

� 5 (0, 1) : R2 → R
G, H → 6(0 + 1).(G + H)

2. Sea 5 : R2→ R definida por

5 (G, H) =
∫ GH

0
6(I) 3I

donde 6 : R→ R es una función integrable. Tenemos que 5 es diferenciable
en todo punto de R2. En efecto, 5 se puede poner como la composición de
? : R2→ R, función producto de dos números reales ?(G, H) = GH y la función
� introducida en el ejemplo anterior. Por la regla de la cadena tendremos

� 5 (0, 1) = �� (01) ◦�?(0, 1)

Como ? es una función bilineal continua �?(0, 1) (G, H) = 0H + 1G para todo
G, H ∈ R. Finalmente

� 5 (0, 1) : R2 → R
G, H → 6(01).(0H + 1G)

3. Sean �,�1, �2, � espacios normados y � un abierto de � y consideremos
la funciones 5 : �1 × �2 → � bilineal continua. Por otra parte D : �→ �1 y
E : �→ �2 diferenciables y sea 6 la función

6 :�→ �1×�2

G→ [D(G), E(G)]

que será diferenciable, siendo la diferencial en un punto 0

�6(0) = [�D(0), �E(0)]

Entonces la función compuesta F = 5 ◦6
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F = 5 ◦6 :�→ �

G→ 5 (D(G), E(G))

es diferenciable y la diferencial en un punto ? ∈ � viene dada por

�F(?) (ℎ) = 5
(
�D(?) (ℎ), E(?)

)
+ 5

(
D(?), �E(?) (ℎ)

)
(1.9)

Para la demostración véase el ejercicio 1.6
4. Sean �1, . . . �= y � espacios normados y consideremos la función

) : �1× · · · ×�= → �

[E1, . . . , E=] → ) (E1, . . . , E=)

multilineal continua: ) es diferenciable y se tiene

�) (01, . . . , 0=) (ℎ1, . . . , ℎ=) = ) (ℎ1, 02, . . . , 0=) +) (01, ℎ2, . . . , 0=)
+ · · · +) (01, . . . , 0=−1, ℎ=)

Para la demostración véase el ejercicio 1.7
5. Sean �1, . . . �= y � espacios normados y consideremos la función

) : �1× · · · ×�= → �

[E1, . . . , E=] → ) (E1, . . . , E=)

multilineal continua. Sean además n funciones para 8 = 1, . . . , =

D8 : R→ �8

C→ D8 (C)

diferenciables. Utilizando la isometría L(R;�8) ≈ �8 escribimos

D′8 (C) = �D8 (C) (1) ∈ �8

La función

6 : R→ �1× · · · ×�=
C→ [D1 (C), . . . , D= (C)]

es diferenciable,

�6(C) = [�D1 (C), . . . , �D= (C)] ∈ L(R;�1× · · · ×�=) ≈ �1× · · · ×�=

y

6′(C) = �6(C) (1) = [�D1 (C) (1), . . . , �D= (C) (1)] = [D′1 (C), . . . , D
′
= (C)]

Consideramos la función compuesta F = ) ◦6
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F : R→ �

C→ )
(
D1 (C), . . . , D= (C)

)
Aplicando el resultado del ejemplo anterior y la regla de la cadena obtenemos
que F es diferenciable, la diferencial �F(C) ∈ L(R;�) ≈ � y

F′(C) = �F(C) (1) =
(
�) (6(C)) ◦�6(C)

)
(1)

=
(
�) (D1 (C), . . . , D= (C)

) (
D′1 (C), . . . , D

′
= (C)

)
= )

(
(D′1 (C), D2 (C), . . . , D= (C)

)
+)

(
(D1 (C), D′2 (C), . . . , D= (C)

)
+ . . .

+)
(
(D1 (C), D2 (C), . . . , D′= (C)

)
Diferenciales de orden superior

Sean � y � espacios normados, � un subconjunto abierto en � no vacío y
5 : �→ � una aplicación de � en �. Supongamos que 5 es diferenciable en todos los
puntos de �, de modo que � 5 (0) ∈ L(� ;�). Consideremos la siguiente aplicación:

� 5 : � → L(� ;�)
G → � 5 (G)

Si la aplicación anterior � 5 es a su vez diferenciable en un punto 0, su diferencial
que denotaremos �2 5 (0) es un elemento de L

(
� ;L(� ;�)

)
y se llama diferencial

segunda de la aplicación 5 en el punto 0. Utilizando el isomorfismo canónico
entre L

(
� ;L(� ;�)

)
y el espacio de aplicaciones bilineales continuas B(� ×� ;�)

de � × � en �, identificaremos �2 5 (0) con una aplicación bilineal continua de
B(� ×� ;�). Escribiremos pues,

�2 5 (0) (D, E) =
(
�2 5 (0) (D)

)
(E) ∀D, E ∈ �

Se puede demostrar que la aplicación �2 5 (0) es simétrica, es decir

�2 5 (0) (D, E) = �2 5 (0) (E,D) ∀D, E ∈ �

Reiterando la construccion anterior, podemos definir de forma análoga, la dife-
rencial de orden = de una función �= 5 (0) como un elemento del espacio de las
aplicaciones =-multilineales de � ×�× (= veces). . . ×� en �. Tendremos,

�= 5 (0) (D1, ..., D=) =
(
...

(
�= 5 (0) (D1)

)
(D2)...

)
(D=) ∀D1, D2, ..., D= ∈ �

Comentario 1.1. El isomorfismo canónico entre L
(
� ;L(� ;�)

)
y el espacio de

aplicaciones bilineales continuas B(� ×� ;�) consiste en identificar cada aplica-
ción ) ∈ L

(
� ;L(� ;�)

)
con la aplicación � ∈ B(� ×� ;�) mediante
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) (D) (E) = �(D, E) ∀D, E ∈ �

1.4. Fórmulas de Taylor

Teorema de incrementos finitos

Empezamos con la fórmula general de incrementos finitos para dar posteriormen-
tes distintas aplicaciones.

Teorema 1.7. Sea 0, 1 ∈ R tales que 0 < 1. Denotamos [0, 1] el intervalo cerrado
que determinan. Consideramos ahora dos aplicaciones continuas

5 : [0, 1] → �, 6 : [0, 1] → R

donde � es un espacio vectorial normado. Supondremos que 5 y 6 son diferenciables
en el intervalo abierto (0, 1) y que

‖ 5 ′(G)‖ ≤ 6′(G) ∀0 < G < 1 (1.10)

entonces
‖ 5 (1) − 5 (0)‖ ≤ 6(1) −6(0)

Demostración:

Recordemos primero que podemos considerar � 5 (2) ∈ L(R;�) como elemento
de � poniendo � 5 (2) (1) = 5 ′(2) ∈ �. De modo que podemos escribir para G ∈ R,
� 5 (2) (G) = G 5 ′(2) = 5 ′(2)G. Del mismomodo para la función 6,�6(2) se identifica
con su derivada en el punto 2 a través de la relación �6(2) (1) = 6′(2)

Vamos a demostrar que para todo Y > 0 y para todo G ∈ [0, 1] se verifica

‖ 5 (G) − 5 (0)‖ ≤ 6(G) −6(0) + Y(G− 0) + Y (1.11)

Sea* el conjunto de los G ∈ [0, 1] para los cuales (1.11) es falso, es decir

‖ 5 (G) − 5 (0)‖ > 6(G) −6(0) + Y(G− 0) + Y

queremos demostrar que * = ∅. Tenemos que * es abierto pues las funciones 5 y
6 son continuas y poniendo i = ‖ 5 (G) − 5 (0)‖ −6(G) +6(0) −Y(G−0) −Y tenemos
que i es continua por lo tanto el conjunto de puntos G que verifican i(G) > 0 es un
abierto pues es la antiimagen del abierto (0,∞) ⊂ R.

Razonamos ahora por reducción al absurdo, suponiendo que * no es el con-
junto vacío. * tendrá un extremo inferior 2. Podemos afirmar las tres propiedades
siguientes de 2:
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1. 2 > 0: En efecto i(0) = −Y < 0 y como i es continua existirá un entorno de 0
en el que i(G) < 0.

2. 2 ∉* ya que como * es abierto si 2 perteneciese a * existirá un entorno de 2
contenido en* y en particular existirían puntos G ∈* tales que 0 < G < 2 por lo
que 2 no sería el extremo inferior de*.

3. 2 < 1 pues en caso contrario* se reduciría al punto 1 y* no sería abierto.

Tenemos pues que 0 < 2 < 1 y podemos aplicar a 2 la hipótesis del teorema (1.10)

‖ 5 ′(2)‖ ≤ 6′(2)

Por una parte la definición de diferencial nos dice que para todo Y > 0 existe un [ tal
que si 2 < G < 2+[ tenemos

‖ 5 (G) − 5 (2) − 5 ′(2) (G− 2)‖
|G− 2 | ≤ Y

2

por lo tanto ��‖ 5 (G) − 5 (2)
G− 2 ‖ − ‖ 5 ′(2)‖

�� ≤ Y
2

de donde
‖ 5 ′(2)‖ ≥ ‖ 5 (G) − 5 (2)

G− 2 ‖ − Y
2

(1.12)

Análogamente

6′(2) − 6(G) −6(2)
G− 2 ≤

��6′(2) − 6(G) −6(2)
G− 2

�� ≤ Y
2

de donde
6′(2) ≤ 6(G) −6(2)

G− 2 + Y
2

(1.13)

De las desigualdades (1.12) y (1.13) y de la hipótesis (1.10) obtenemos

‖ 5 (G) − 5 (2)‖ ≤ 6(G) −6(2) + Y(G− 2) (1.14)

Hemos visto que 2 ∉* de modo que

‖ 5 (2) − 5 (0)‖ ≤ 6(2) −6(0) + Y(2− 0) + Y (1.15)

De las desigualdades (1.14) y (1.15) podemos deducir

‖ 5 (G) − 5 (0)‖ ≤ ‖ 5 (G) − 5 (2)‖ + ‖ 5 (2) − 5 (0)‖
≤ 6(G) −6(0) + Y(G− 0) + Y

Esto es cierto para 2 ≤ G ≤ 2 + [. Así que (1.11) es cierto para todo G tal que
2 ≤ G ≤ 2+[. De modo que todo G ≤ 2+[ satisface (1.11) y el extremo inferior de*
sería mayor o igual que 2+[. Se ha llegado a una contradicción por lo tanto* = ∅.
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En consecuencia podemos asegurar que (1.11) es cierta para todo Y > 0. Pasando
al límite cuando Y→ 0 obtenemos el resultado buscado.

�
Consecuencia inmediata es el

Corolario 1.1. Sea 5 : [0, 1] → � una aplicación diferenciable en 0 < G < 1 y donde
� es un espacio normado. Supongamos que existe una constante : ∈ R tal que

‖ 5 ′(G)‖ ≤ : ∀G ∈ [0, 1] (1.16)

entonces
‖ 5 (0) − 5 (1)‖ ≤ : (1− 0) (1.17)

o más generalmente

‖ 5 (G1) − 5 (G2)‖ ≤ : |G1− G2 | ∀G1, G2 ∈ [0, 1] (1.18)

Demostración:

Elegimos 6(G) = :G para G ∈ R. Como 6′(G) = : tenemos ‖ 5 ′(G)‖ ≤ : = 6′(G) y
podemos aplicar el teorema 1.7.

�
Veamos un teorema de incrementos finitos cuando el espacio de partida es un

espacio normado. Sea ahora 5 :*→ � donde* ⊂ � es un abierto de un espacio nor-
mado � y � un espacio normado. Si 0, 1 son elementos de � llamaremos segmento
de extremos 0 y 1 al conjunto de puntos G ∈ � de la forma

G = (1− C)0 + C1 ∀ C ∈ R, 0 ≤ C ≤ 1

Teorema 1.8. Sea 5 :* ⊂ �→ � es diferenciable en* y si el segmento de extremos
0 y 1 está contenido en*, entonces

‖ 5 (1) − 5 (0)‖ ≤ ‖1− 0‖. sup
0≤C≤1

‖� 5
(
(1− C)0 + C1

)
‖ (1.19)

Demostración:

Sea ℎ : [0,1] → � la función definida por ℎ(C) = 5
(
(1− C)0 + C1)

)
que es una

función diferenciable en C. ℎ es la función compuesta 5 ◦A donde A : [0,1] → � es la
función dada por A (C) = (1− C)0+ C1. Aplicando la regla de la cadena tenemos como
A ′(C) = 1− 0

�ℎ(C) = � 5
(
A (C)

)
◦�A (C)

aplicando al valor C ′ = 1

�ℎ(C) (1) = � 5 (A (C))
(
�A (C) (1)

)
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ℎ′(C) = � 5
(
(1− C)0 + C1

) (
A ′(C)

)
= � 5

(
(1− C)0 + C1

)
(1− 0)

Tenemos
‖ℎ′(C)‖ ≤ ‖� 5

(
(1− C)0 + C1

)
‖.‖1− 0‖

haciendo : = ‖1− 0‖. sup0≤C≤1 ‖� 5
(
(1− C)0 + C1

)
‖ tendremos

‖ℎ(1) − ℎ(0)‖ ≤ : (1−0)

es decir la desigualdad (1.19)
�

Integración de funciones vectoriales

Suponemos al lector familiarizado con la integración de Riemann de funciones
reales. No obstante en el capítulo 2 se estudiará de forma detallada la integración en
R3 .

En las fórmulas de Taylor que se verán a continuación se utiliza el teorema fun-
damental del cálculo para funciones de una variable real a valores en un espacio
normado. Previamente precisamos la definción y propiedades de la integral de una
función a valores en un espacio de normado. En espacios de dimensión finita po-
demos definir la integral utilizando las coordendas de la función. Recordemos que
en R3 la coordenada 8-ésima de un vector E(E1, . . . , E3)C ∈ R3 es la aplicación lineal
i8 : R3→ R dada por i8 (E) = E8 . Por tanto i8 ∈ L(R3;R). Para nuestros propósitos
es suficiente considerar la integral en el sentido Riemann. Podemos extender esta
idea fácilmente a espacios de Hilbert y de Banach reflexivos. En este curso puesto
que trabajaremos en los capítulo siguientes solo con espacios de dimensión finita
nos será suficiente conocer el caso � = R3 . Debido a su simplicidad hemos incluido
también el caso para espacios de Hilbert y Banach reflexivos. Para nuestros propósi-
tos será suficiente considerar funciones 5 : [0, 1] → � donde � un espacio Banach
y 5 una función acotada en [0, 1], es decir ‖ 5 (C)‖ < " para todo C ∈ [0, 1] tales que
la función

[0, 1] → R
C→ ‖ 5 (C)‖

sea integrable en [0, 1] es decir que existe la integral∫ 1

0

‖ 5 (C)‖ 3C

Una condición suficiente para que la función C → ‖ 5 (C)‖ sea integrable (según
Riemann) es que sea acotada y continua en todos los puntos de [0, 1] salvo en un
conjunto de medida nula. (Véase al respecto el capítulo 2 ). La propiedad que vamos
a necesitar de la integración vectorial es



1.4 Fórmulas de Taylor 21

‖
∫ 1

0

5 (C) 3C‖ ≤
∫ 1

0

‖ 5 (C)‖ 3C

Vamos a definir la integral de una función vectorial en distintos casos y comproba-
remos esta propiedad en cada uno de ellos. En todos los casos 5 : [0, 1] → � será
una función continua en [0, 1] (salvo eventualmente en un conjunto de puntos de
medida nula) y acotada es decir ‖ 5 (C)‖ < " para todo C ∈ [0, 1]:

1. Si � = R3 la integral de 5 se define de forma natural como la integral de cada
una de sus componentes, de modo que para una función 5 : [0, 1] → R3 , si
( 5 (C) = ( 5 1 (C), . . . , 5 3 (C))C su integral se define como el elemento de R3 dado
por ∫ 1

0

5 (C) 3C =
(∫ 1

0

5 1 (C) 3C, . . . ,
∫ 1

0

5 3 (C) 3C
)3

Es inmediato ver que

‖
∫ 1

0

5 (C) 3C‖ ≤
∫ 1

0

‖ 5 (C)‖ 3C

que es una consecuencia de esta propiedad para funciones reales ya que para
cada coordenada 8-ésima tenemos

|
∫ 1

0

5 8 (C) 3C | ≤
∫ 1

0

| 5 8 (C) | 3C

2. En el caso de que � sea un espacio de Hilbert no necesariamente de dimensión
finita se puede definir la integral de 5

� 5 =

∫ 1

0

5 (C) 3C

mediante

(� 5 , G) =
(∫ 1

0

5 (C) 3C, G
)
=

∫ 1

0

( 5 (C), G) 3C ∀G ∈ � (1.20)

donde (·, ·) es el producto escalar en �. Tenemos que demostrar que existe un
elemento � 5 ∈ � verificando (1.20). En efecto consideramos la forma lineal

i 5 : �→ R

G→ i 5 (G) =
∫ 1

0

( 5 (C), G) 3C

i 5 es evidentemente una forma lineal en � y es continua pues
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| i 5 (G) | =|
∫ 1

0

( 5 (C), G) 3C |≤
∫ 1

0

| ( 5 (C), G) | 3C

≤
(∫ 1

0

‖ 5 (C)‖ 3C
)
‖G‖

donde hemos aplicado la desigualdad de Cauchy-Schwarz. En particular obte-
nemos

‖i 5 ‖ ≤
∫ 1

0

‖ 5 (C)‖ 3C

Es decir � 5 es un elemento del espacio dual � ′ de �. Por el teorema de Riesz-
Frechet 1.5 existe una isometría entre � y � ′ de modo que existe un elemento
� 5 ∈ � tal que

i 5 (G) = (� 5 , G) ∀G ∈ �

Tenemos que � 5 verifica (1.20) y además

‖� 5 ‖ = ‖i 5 ‖ ≤
∫ 1

0

‖ 5 (C)‖ 3C

� 5 es obviamente única pues

(� 5 , G) = 0 ∀G ∈ �⇒ � 5 = 0

3. Si � es un espacio de Banach reflexivo, sea � ′ = L(�;R) el espacio dual
(topológico) de �. Definimos

� 5 =

∫ 1

0

5 (C) 3C

mediante

i(� 5 ) = i(
∫ 1

0

5 (C) 3C) =
∫ 1

0

i( 5 (C) 3C ∀i ∈ � ′ (1.21)

Si existe � 5 ∈ � verificando (1.21) esta expresión define de forma única el vector
� 5 , pues tenemos en todo espacio normado que si para G ∈ � se verifica

i(G) = 0 ∀i ∈ � ′

entonce G = 0 (véase [2]). Vamos a demostrar la existencia de � 5 . Sea

d 5 : � ′→ R

i→ d 5 (i) =
∫ 1

0

i( 5 (C)) 3C

d 5 es evidentemente una forma lineal en � ′ y es continua pues
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| d 5 (i) | =|
∫ 1

0

i( 5 (C)) 3C |≤
∫ 1

0

| i( 5 (C)) | 3C

≤
(∫ 1

0

‖ 5 (C)‖ 3C
)
‖i‖

donde hemos aplicado que i es lineal y continua. En particular obtenemos

‖d 5 ‖ ≤
∫ 1

0

‖ 5 (C)‖ 3C

Finalmente si � es un espacio de Banach reflexivo (definición 1.6) existe una
isometría entre el bidual � ′′ y el espacio � (para esta propiedad véase [2]) de
modo que existe un elemento � 5 ∈ � tal que

d 5 (i) = i(� 5 ) ∀i ∈ � ′

verificando además ‖� 5 ‖ = ‖d 5 ‖. Podremos escribir

i(� 5 ) =
∫ 1

0

i( 5 (C)) 3C ∀i ∈ � ′

y también

‖� 5 ‖ = ‖d 5 ‖ ≤
∫ 1

0

‖ 5 (C)‖ 3C

Observación 1.1. De las definiciones anteriores se deduce que la integral de una
función 5 : [0, 1] → � está bien definida si 5 está acotada y es continua (salvo en
conjuntos de medida nula, de aquí en adelante continuas c.t.p.). En efecto si � = R3
las funciones C ⊂ [0, 1] → 5 8 (C) ⊂ R son integrables pues son continuas c.t.p. y
acotadas. Del mismo modo en el caso que � sea un espacio de Hilbert la función
C ⊂ [0, 1] → ( 5 (C), G) ⊂ R es continua c.t.p. y acotada y si � es un espacio de Banach
también la función C ⊂ [0, 1] → i( 5 (C) ⊂ R es continua c.t.p. y acotada. Véase al
respecto el teorema 2.3.

Observación 1.2. En el caso general de una función 5 : [0, 1] → � donde � es un
espacio de Banach (no necesariamente reflexivo) se puede definir la integral en el
sentido Riemann

∫ 1
0
5 (C) 3C utilizando sumas de Riemann. Básicamente se define la

integral mediante límite de sumas: Para una partición

% = {[G8−1, G8];0 = G0 < G1 < . . . G= = 1; 8 = 1, . . . , =}

de [0, 1] y puntos C8 ∈ [G8−1, G8], 8 = 1, . . . , = escribimos

R( 5 , C8 , %) =
=∑
8=1

5 (C8) (G8 − G8−1) (1.22)

Definimos el tamaño de una partición como | % |=máx1≤8≤= (G8 − G8 −1).
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Diremos que la función 5 es integrable según Riemann si existe un � 5 ∈ � tal
que para todo Y > 0 existe un X > 0 de modo que para toda partición % con | % |< X
se verifica

‖� 5 −R( 5 , C8 , %)‖ < X (1.23)

En este caso escribiremos

� 5 =

∫ 1

0

5 (C) 3C

Fácilmente se deduce que si existe � 5 esta es única. Se demuestra que si 5 es
continua en [0, 1] la función es integrable según Riemann. La demostración requiere
la completitud del espacio � es decir que � sea un espacio de Banach. Además si
5 : [0, 1] → � es integrable Riemann y si) : �→� es una aplicación lineal continua
entre espacios de Banach entonces la función ) ◦ 5 : C ⊂ [0, 1] → )

(
5 (C)

)
⊂ � es

integrable Riemann y se tiene

)
(∫ 1

0

5 (C) 3C
)
=

∫ 1

0

)
(
5 (C)

)
3C

En particular tomando � = R tendremos para i ∈ � ′ = L(�;R)

i
(∫ 1

0

5 (C) 3C
)
=

∫ 1

0

i
(
5 (C)

)
3C

que es la propiedad que hemos utilizado para definir la integral vectorial en los
párrafos precedentes a las observaciones.

La demostración de las propiedades siguientes es la misma que en el caso de de
funciones reales a valores en la recta real R, basta sustituir el valor absoluto por la
norma correspondiente.
Propiedad 1.2. Sea � un espacio Banach y 5 : [0, 1] → � integrable en [0, 1] ⊂ R.
Para 0 ≤ G ≤ 1 escribimos

� (G) =
∫ G

0

5 (C) 3C

En estas condiciones � es continua en [0, 1]. En realidad es uniformemente continua.

Demostración:

Como 5 es integrable en [0, 1] es acotada es decir ‖ 5 (C)‖ < " para 0 ≤ C ≤ 1.
Si 0 ≤ G ≤ H ≤ 1 tendremos

‖� (H) − � (G)‖ = ‖
∫ H

G

5 (C) 3C‖ ≤
∫ 1

0

‖ 5 (C)‖ 3C ≤ " ‖H− G‖

Para todo Y > 0 existe un X = Y/" tal que si ‖H− G‖ < X entonces

‖� (H) − � (G)‖ ≤ " ‖H− G‖ < Y
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Esto demuestra la continuidad uniforme de �.
�

Propiedad 1.3. Sea � un espacio Banach y 5 : [0, 1] → � integrable en [0, 1] ⊂ R.
Para 0 ≤ G ≤ 1 escribimos

� (G) =
∫ G

0

5 (C) 3C

En estas condiciones si 5 es continua en el punto G0 ∈ [0, 1], � es diferenciable en
G0 y se tiene

� ′(G0) = 5 (G0) (1.24)

Demostración:

Supongamos que 5 es continua en G0. Para todo Y > 0 existe X > 0 tal que si
|C − G0 | < X y 0 ≤ C ≤ 1 entonces

‖ 5 (C) − 5 (G0)‖ < Y

Por tanto si
G0− X < B ≤ G0 ≤ C < G0 + X y 0 ≤ B < C ≤ 1

resulta

‖ � (C) − � (B)
C − B − 5 (G0)‖ = ‖

1
C − B

∫ C

B

(
5 (D) − 5 (G0)

)
3D‖

≤| 1
C − B |

∫ C

B

‖ 5 (D) − 5 (G0)‖ 3D < Y

demodo que tomando B = G0 y C = G0+ℎ (o bien C = G0 y B = G0−ℎ) hemos demostrado

� ′(G0) = lı́m
ℎ→0

� (G0 + ℎ) − � (G0)
ℎ

= 5 (G0)

�

Teorema 1.9. Sea � un espacio de Banach y 5 : [0, 1] → � diferenciable con
continuidad para todo C ∈ [0, 1] entonces

5 (1) − 5 (0) =
∫ 1

0

5 ′(C) 3C (1.25)

Demostración:

Pongamos

� (G) =
∫ G

0

5 ′(C) 3C
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Tenemos (propiedad 1.3) que � es una primitiva de 5 ′ pues � ′(G) = 5 ′(G). Además
� (0) = 0. Por otra parte 5 es otra primitiva de 5 ′. Así que 5 (C) − � (C) = � ∈ R para
todo C ∈ [0, 1]. Tendremos 5 (0) = 5 (0) − � (0) = � de modo que 5 (C) − 5 (0) = � (C)
en particular 5 (1) − 5 (0) = � (1), es decir

5 (1) − 5 (0) =
∫ 1

0

5 ′(C) 3C

�

Fórmulas de Taylor

Estamos en condiciones de estudiar las fórmulas de Taylor. Empezamos con
algunos resultados previos.

Lema 1.1. Sea E : * ⊂ R→ � una función (= + 1) veces diferenciable de una
variable real C ∈ * siendo * un intervalo abierto de R y que toma valores en un
espacio normado �. Tenemos

3

3C

(
E(C) + (1− C)E′(C) + · · · + 1

=!
(1− C)=E (=) (C)

)
=

1
=!
(1− C)=E (=+1) (C) (1.26)

donde la notación 3E/3C designa la derivada de una función E de la variable real C.

Demostración:

Consideramos primero el caso de funciones de una variable real a valores en un
espacio normado. Recordemos que para funciones de una variable real C a valores en
un espacio normado � la derivada E′(C) = �E(C) (1) ∈ �. Y las derivadas sucesivas
tendremos E′′(C) = �E′(C) (1) ∈ � y así sucesivamente.

Derivando en (1.26) aplicando la fórmula para la derivada de un producto (apli-
cación bilineal)

E′(C) − E′(C) + (1− C)E′′(C)

− (1− C)E′′(C) + 1
2!
(1− C)2E′′′(C)

− 1
2!
(1− C)2E′′′(C) + 1

3!
(1− C)3E8E (C)

. . .

− 1
(=−1)! (1− C)

(=−1)E (=) + 1
=!
(1− C)=E=+1 (C)

=
1
=!
(1− C)=E=+1 (C)



1.4 Fórmulas de Taylor 27

�

Corolario 1.2. Con las mismas notaciones del lema 1.1 supongamos que

‖E=+1 (C)‖ ≤ " ∀ C ∈ [0,1]

entonces tenemos

‖E(1) − E(0) − E′(0) − 1
2
E′′(0) − · · · − 1

=!
E (=) (0)‖ ≤ "

(=+1)! (1.27)

Demostración:

Aplicamos el teorema de incrementos finitos 1.7 en el intervalo [0,1] tomando
como función 6

6(C) = −" (1− C)
=+1

(=+1)!
Llamando

A (C) = E(C) + (1− C)E′(C) + · · · + 1
=!
(1− C)=E (=) (C)

La igualdad (1.26) nos dice

A ′(C) = 1
=!
(1− C)=E (=+1) (C)

de donde
‖A ′(C)‖ ≤ (1− C)

=

=!
‖E (=+1) (C)‖ ≤ " (1− C)

=

=!
= 6′(C)

el teorema 1.7 permite concluir que

‖A (1) − A (0)‖ ≤ 6(1) −6(0)

es decir (1.27).
�

Corolario 1.3. Con las mismas notaciones del lema 1.1 supongamos además que �
es de Banach,* ⊃ [0,1] y que 5 (=+1) es continua. Entonces

E(1) − E(0) − E′(0) − 1
2
E′′(0) − · · · − 1

=!
E (=) (0) =

∫ 1

0

(1− C)=
=!

E (=+1) (C) 3C (1.28)

Demostración:

Tenemos (teorema 1.9) para una función A : C ∈ [0,1] → A (C) ∈ � diferenciable
con continuidad
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A (1) − A (0) =
∫ 1

0
A ′(C) 3C

Aplicamos este resultado a la función

A (C) = E(C) + (1− C)E′(C) + · · · + 1
=!
(1− C)=E (=) (C)

cuya derivada es (lema 1.1)

A ′(C) = 1
=!
(1− C)=E (=+1) (C)

resultando

E(1) − E(0) − E′(0) − 1
2
E′′(0) − · · · − 1

=!
E (=) (0) =

∫ 1

0

(1− C)=
=!

E (=+1) (C) 3C

�
Los dos corolarios anteriores son casos particulares de fórmulas de Taylor. Vamos

a ver ahora el caso general:* será un abierto de un espacio normado � y 5 :*→ � es
una aplicación de* ⊂ � en otro espacio normado � que supondremos diferenciable
con continuidad =+1 veces. Dado un punto 0 ∈* consideraremos los puntos de un
segmento [0, 0+ ℎ] que supondremos contenido en*. Esto se cumplirá por ejemplo
si * es un conjunto convexo y 0 + ℎ ∈ * o también, como * es abierto, si ℎ es un
vector de norma suficientemente pequeña.

Consideremos ahora la función E : C ∈ [0,1] → 5 (0 + Cℎ) ∈ � que es una función
de [0,1] en � que se obtiene mediante composición de las funciones 6 : C ∈ [0,1] →
(0 + Cℎ) ∈ � y la función 5 , es decir, E = 5 ◦6. Tenemos por una parte

�6(C) (1) = 6′(C) = ℎ

y aplicando la regla de la cadena

E′(C) =�E(C) (1) =
(
� 5 (6(C)) ◦�6(C)

)
(1) =� 5 (0+Cℎ) (�6(C) (1)) =� 5 (0+Cℎ) (ℎ)

Para la derivada segunda observemos � 5 (0 + Cℎ) ∈ L(� ;�) y pongamos

A : [0,1] → L(� ;�)
C→ A (C) = � 5 (0 + Cℎ)

Tendremos E′(C) = A (C) (ℎ) ∈ � y también �A (C) ∈ L(R;L(� ;�)) y
A ′(C) = �A (C) (1) ∈ L(� ;�). Calculemos A ′(C):

A ′(C) = �A (C) (1) = �
(
� 5 ◦6

)
(C) (1)

=

(
�2 5

(
6(C)

)
◦�6(C)

)
(1) = �2 5 (0 + Cℎ) (6′(C)) = �2 5 (0 + Cℎ) (ℎ)

finalmente
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E′′(C) = 3E
′

3C
(C) = A ′(C) (ℎ) = �2 5 (0 + Cℎ) (ℎ) (ℎ) = �2 5 (0 + Cℎ) (ℎ, ℎ) ∈ �

Aplicando sucesivamente este cálculo obtenemos

E (=) (C) = � (=) 5 (0 + Cℎ) (ℎ, (= veces). . . , ℎ) (1.29)

Ahora en los corolarios 1.2 y 1.3 sustituiremos E y sus derivadas por la expresion
(1.29) para los distintos valores de =. Obtenemos así las fórmula de Taylor siguientes:

Teorema 1.10. Fórmula de Taylor con resto de Lagrange.
Sean � y � espacios normados. * un abierto de � . Sea 5 : * ⊂ � → � una

función (= + 1) veces diferenciable. Supongamos que el segmento [0, 0 + ℎ] está
contenido en*. Tenemos

‖�=+1 5 (G)‖ ≤ " (1.30)

entonces

5 (0 + ℎ) = 5 (0) +� 5 (0) (ℎ) + 1
2
�2 5 (0) (ℎ, ℎ) + . . .

+ 1
=!
� (=) 5 (0) (ℎ, (= veces). . . , ℎ) +'(ℎ)

donde

‖'(ℎ)‖ ≤ " ‖ℎ‖
=+1

(=+1)!

Demostración:

Aplicamos el corolario 1.2 a la función C→ E(C) = 5 (0+ Cℎ) utilizando las expre-
sión (1.29) para = = 0,1,2, . . . , tenemos

'(ℎ) = 5 (0 + ℎ) − 5 (0) −� 5 (0) (ℎ) − 1
2
�2 5 (0) (ℎ, ℎ) − . . .

− 1
=!
� (=) 5 (0) (ℎ, (= veces). . . , ℎ)

Tendremos

‖E (=+1) ‖ = ‖� (=+1) 5 (0 + Cℎ) (ℎ, (=+1 veces). . . , ℎ)‖ ≤ ‖� (=+1) 5 (0 + Cℎ)‖.‖ℎ‖=+1

y gracias a la hipótesis (1.30)

‖E (=+1) ‖ ≤ " ‖ℎ‖=+1

de modo que

‖'(ℎ)‖ ≤ " ‖ℎ‖
=+1

(=+1)!
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�

Teorema 1.11. Fórmula de Taylor con resto integral.
Sean � un espacio normado y � un espacio de Banach. * un abierto de � . Sea

5 :* ⊂ �→ � una función (=+1) veces diferenciable. Supongamos que el segmento
[0, 0 + ℎ] está contenido en*, tenemos

5 (0 + ℎ) = 5 (0) +� 5 (0) (ℎ) + 1
2
�2 5 (0) (ℎ, ℎ) + . . .

+ 1
=!
� (=) 5 (0) (ℎ, (= veces). . . , ℎ)

+
∫ 1

0

(1− C)=
=!

� (=+1) 5 (0 + Cℎ) (ℎ, (=+1 veces). . . , ℎ) 3C

Demostración:

Aplicamos el corolario 1.3 a la función C→ E(C) = 5 (0+ Cℎ) utilizando las expre-
sión (1.29) para = = 0,1,2, . . . .

�
En el caso que la función 5 tome valores en R tenemos la siguiente fórmula de

Taylor-Maclaurin:

Teorema 1.12. Fórmula de Taylor con resto de Taylor-Maclaurin.
Sea � un espacio de normado.* un abierto de � . Sea 5 :* ⊂ �→R una función

= veces diferenciable. Supongamos que el segmento [0, 0 + ℎ] está contenido en*.

5 (0 + ℎ) = 5 (0) +� 5 (0)ℎ+ 1
2!
�2 5 (0) (ℎ, ℎ) · · · + 1

=!
�= 5 (0 + \ℎ) (ℎ, . . . , ℎ)

∀ 0 < \ < 1 (1.31)

Demostración:

Sea E : [0,1] →R, = veces derivable con continuidad tenemos la siguiente fórmula
de Taylor

E(1) =E(0) + E′(0) + 1
2!
E′′(0) + · · · + 1

(=−1)!E
(=−1) (0) + 1

(=)!E
(=) (\)

∀ 0 < \ < 1 (1.32)

(Véanse los ejercicios 1.8 y 1.9 para una demostración.) Consideremos ahora la
función E : C ∈ [0,1] → 5 (0 + Cℎ) ∈ � que es una función de [0,1] en � que se
obtiene mediante composición de las funciones 6 : C ∈ [0,1] → (0 + Cℎ) ∈ � y la
función 5 , es decir E = 5 ◦ 6. Tenemos igual que en las consideraciones previas al
teorema 1.10
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E(C) = 5 (0 + Cℎ)
E′(C) = � 5 (0 + Cℎ) (ℎ)
E′′(C) = �2 5 (0 + Cℎ) (ℎ, ℎ)

. . .

E (=) (C) = � (=) 5 (0 + Cℎ) (ℎ, (= veces). . . , ℎ)

Tomado C = 1 y C = 0, sustituyendo en (1.32) obtenemos (1.31).
�

Derivadas direccionales

Sean � y � espacios normados, � un subconjunto abierto en � no vacío y
5 : �→ � una aplicación de � en �.

Definición 1.12. Derivada Direccional
Sea E ∈ � . Si existe el límite en � siguiente

lı́m
_→0

5 (0 +_E) − 5 (0)
_

(1.33)

lo llamaremos derivada de 5 en el punto 0 en la dirección E y lo designaremos
mediante la notación �E 5 (0).

Si 5 es diferenciable en 0 es fácil ver que

�E 5 (0) = � 5 (0)E

Tenemos por tanto que si una función es diferenciable en 0 admite derivadas direc-
cionales en 0 en cualquier dirección E. El recíproco no es cierto.

1.5. Cálculo diferencial en Rd

Consideraremos ahora funciones definidas en R3 a valores reales. Sea un abierto
� ⊂ R3 y 5 una función 5 : �→ R? diferenciable en un punto 0 ∈ �. La diferencial
de � 5 (0) es una aplicación lineal de R3 en R? . Eligiendo bases en R3 y en R? la
diferencial �� (0) tendrá una representación matricial que denotamos 5 ′(0) y que
llamaremos matriz jacobiana de 5 en el punto 0 y que será una matriz de ? filas y 3
columnas.

En particular para una función definida en un abierto � ⊂ R3 , 5 : �→ R, di-
ferenciable en 0 ∈ �, la diferencial de � 5 (0) es una aplicación lineal de R3 en
R. Si elegimos una base en R3 , por ejemplo la base canónica 48 , 8 = 1, ..., 3 con
48 = (0, ..,0,1,0, ..,0)C , podemos representar � 5 (0) como la matriz fila
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5 ′(0) = (� 5 (0)41, ... , � 5 (0)43)

Para una función 5 : � ⊂ R3→R? , 5 (E) ∈ R? y elegida una base enR? podemos
considerar las componentes de 5 (E), 5 (E) = ( 5 1 (E), ... , 5 3 (E))C ∈ R? , 5 8 (E) ∈ R,
para 8 = 1, ..., ?. Las funciones 5 8 : R3→ R las llamaremos funciones componentes
de 5 . De forma inmediata, tenemos que 5 es diferenciable en 0 si y solo si las
funciones componentes 5 8 son diferenciables en 0. La matriz jacobiana es entonces

5 ′(0) = ©­«
� 5 1 (0)41 ... � 5

1 (0)43
...

� 5 ? (0)41 ... � 5
? (0)43

ª®¬
Consideremos en R3 la base canónica 48 , 8 = 1, ..., 3. Y sea una función

5 : � ⊂ R3→ R que admita derivadas direccionales. La derivada en la dirección 48
de 5 en un punto 0 ∈ R3 , �48 5 (0) ∈ R se llama derivada parcial 8-ésima de 5 en el
punto 0 y la designamos mediante las notaciones m 5

mG8
(0), o bien m8 5 (0). Tendremos

m8 5 (0) = lı́m
_→0

5 (01, ... 08−1, 08 +_, 08+1, ... , 03) − 5 (01, ... , 03)
_

Si 5 es diferenciable en 0, tenemos m8 5 (0) = � 5 (0)48 . Y la matriz jacobiana viene
dada por

5 ′(0)) = (m1 5 (0), ... , m3 5 (0))

En el caso de funciones 5 : � ⊂ R3 → R? , la derivada direccional en un punto
�E 5 (0) es un elemento de R? , cuyas componentes, una vez elegida una base en
R? son las derivadas direccionales de las funciones componentes �E 5 8 (0) y en
particular tendremos para las derivadas parciales

m8 5 (0) =
©­«
m8 5

1 (0)
...

m8 5
? (0)

ª®¬
y para la matriz jacobiana

5 ′(0) = ©­«
m1 5

1 (0) ... m3 5 1 (0)
...

m1 5
? (0) ... m3 5 ? (0)

ª®¬
Regla de la cadena y matrices jacobianas: Consideremos ahora � ⊂ R3 un abierto

5 : �→ R? , 5 diferenciable en 0 ∈ �. Sea un abierto * ∈ � que contiene a 5 (0) y
sea 6 :*→ RB una función diferenciable en 5 (0). Entonces la función compuesta
6 ◦ 5 : � → ( sabemos que es diferenciable en 0 y que la diferencial en 0 es
� (6 ◦ 5 ) (0) = �6( 5 (0)) ◦� 5 (0). Utilizando matrices jacobianas, la regla de la
cadena se escribirá

(6 ◦ 5 ) ′(0) = 6′( 5 (0)). 5 ′(0)
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es decir la matriz jacobiana en 0 de la función compuesta 6 ◦ 5 es el producto de la
matriz jacobiana de 6 en 5 (0) y de la matriz jacobiana de 5 en 0.

Matriz jacobiana y gradiente de una función: Sea 5 : � ⊂ R3 → R una función
diferenciable. Consideremos la � 5 (0) que es una aplicación lineal continua de R3
en ', es decir un elemento del espacio L(R3;R) el espacio dual de R3 . Vamos a ver
que podemos considerar también � 5 (0) como un vector de R3 . En efecto, podemos
identificar el espacio dual L(R3;R) con R3 de la siguiente forma: Dado D ∈ R3 le
asociamos un elemento iD ∈ L(R3;R) mediante (teorema 1.5)

iD (E) = (D, E) ∀E ∈ R3

donde (·, ·) es el producto escalar en R3 . Es fácil ver que dado D ∈ R3 , la aplicación
iD así definida es lineal, por lo tanto un elemento del dual. Además la aplicación

R3 → L(R3;R)
D → iD

es biyectiva y es de hecho una isometría, es decir ‖D‖ = ‖iD ‖ para todo D ∈ R3 . Si
consideramos � 5 (0) como un vector de R3 a través de la anterior identificación lo
llamaremos vector gradiente y lo designamos mediante ∇ 5 (0). En la base canónica
se escribe

∇ 5 (0) = ©­«
m1 5 (0)
...

m3 5 (0)
ª®¬

y tendremos la diferentes formas de expresar el valor de � 5 (0)E:

� 5 (0)E = 5 ′(0).E = (∇ 5 (0), E)

que se lee: � 5 (0)E es el valor de la diferencial de f en 0 aplicado al vector E que
es igual a 5 ′(0).E que es el producto de la matriz fila 5 ′(0) por el vector columna E
y que finalmente es igual a (∇ 5 (0), E) que es el producto escalar del vector ∇ 5 (0)
por el vector E.

Diferenciales de orden superior en Rd

Sea un abierto � ⊂ R3 , y 5 una función 5 : �→ R diferenciable dos veces en un
punto 0 ∈ �. Tenemos �2 5 (0) ∈ L

(
R3;L(R3;')

)
o bien �2 5 (0) ∈ B(R3×R3;R),

identificando el espacios de aplicaciones linealesL
(
R3;L(R3;')

)
con el espacio de

aplicaciones bilineales B(R3 ×R3;R). Para determinar la aplicación �2 5 (0) basta
conocer su imagen al aplicarla a los elementos de una base 48 , 8 = 1, ... , 3 de R3 .
En efecto conocidos los valores de �2 5 (0) (48 , 4 9 ) el valor de �2 5 (0) (D, E), para
cualquier par de vectores D =

∑
8 D8 , E =

∑
8 E8 es

�2 5 (0) (D, E) =
∑
8, 9

D8E 9�
2 5 (0) (48 , 4 9 )
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La matriz

� (0) = ©­«
�2 5 (0) (41, 41) ... �2 5 (0) (41, 43)

...

�2 5 (0) (43 , 41) ... �2 5 (0) (43 , 43)

ª®¬
se llama matriz Hessiana de 5 en el punto 0 y es la representación matricial de la
Diferencial segunda de 5 en 0.

El cálculo efectivo de �2 5 (0) (D, E), se expresa matricialmente como

EC .� (0).D

donde aquí EC es el vector fila formado por las componentes de E en la base elegida
y D es el vector columna formado por las componentes de D en la base elegida.

En el caso de una función 5 : � ⊂ R3 → R? con p componentes el concepto
anterior se aplica a cada una de las funciones componentes de 5 .

Derivadas parciales de orden superior y cálculo práctico de la matriz Hessiana

La matriz Hessiana se puede calcular fácilmente con ayuda del concepto de
derivada parcial segunda. Sea 5 : � ⊂ R3 → R con derivadas parciales en �. La
función

m8 5 : R3 → R
G → m8 5 (G)

Se llama función derivada parcial 8-ésima de 5 . Si esta función admite sus derivadas
parciales m 9 (m8 5 ) (0) en un punto 0 ∈ � este número se llama derivada parcial
segunda de 5 en el punto 0. La notaciones habituales son:

m 9 (m8 5 ) (0) = m2
98 5 (0) =

m2 5

mG 9mG8
(0)

Teorema 1.13. Para 5 : � ⊂ R3→ R dos veces diferenciable se tiene

�2 5 (0) (48 , 4 9 ) = m2
98 5 (0) = m2

8 9 5 (0)

Demostración:

Tenemos
5 : � ⊂ R3→ R

y para 0 ∈ �
� 5 (0) : R3→ R aplicaciíon lineal

De modo que para todo G ∈ � podemos definir
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� 5 : � ⊂ R3→L(R3;R) ≈ R3

G→ � 5 (G) ∈ L(R3;R) ∼ R3

Fĳamos una base en R3 y trabajamos con las correspondiente matrices jacobianas.
Llamemos 6 = 5 ′. Podemos escribrir identificando R3 con su dual

6 = 5 ′ : � ⊂ R3→ R
G→ 6(G) = 5 ′(G) =

(
61 (G) = m1 5 (G), . . . , 63 (G) = m3 5 (G)

) C
Aplicando a cada componente de 6 lo realizado en el cálculo de 5 ′, tenemos para
cada componente 68

(68) ′(0) = (m16
8 (0), . . . , m368 (0))

de modo que puesto que m 968 (0) = m 9 (m8 5 (0)) = m2
98

5 ′′(0) =

m16

1 (0), . . . , m361 (0)
...

m16
3 (0), . . . , m363 (0)

 =

m2

11 5 (0), . . . , m
2
31 5 (0)

...

m2
13 5 (0), . . . , m

2
33
5 (0)


Finalmente la propiedad m2

98
5 (0) = m2

8 9
5 (0) se verá en 2.11 en el capítulo 2.

Tenemos pues que la matriz Hessiana es simétrica.
�

Análogamente tendremos para las diferenciales de orden = de una función
5 : � ⊂ R3 → R en un punto 0, la diferencial �= 5 (0) es una aplicación multili-
neal deM(R3 ×R3 × ...(=)...×R3;R) que vendrá determinada por los 3= valores

�= 5 (0) (481 , , ..., 48= ), 81, ..., 8= = 1, ..., 3

y se tiene
�= 5 (0) (481 , , ..., 48= ) = m=81 ,...,8= 5 (0), 81, ..., 8= = 1, ..., 3

1.6. Extremos relativos y diferenciabilidad

En la sección 1.7 haremos uso de la relación entre el mínimo de una función y
el valor de su diferencial. Empezamos con el teorema de Weierstrass que nos da
condiciones suficientes para la existencia de un mínimo. Nos limitamos aquí a los
resultados que necesitaremos más adelante.

Teorema 1.14. (de Weierstrass)
Sea  un conjunto compacto de R3 , no vacío y 5 :  −→ R continua en  .

Entonces el problema:
Hallar Ḡ ∈  tal que

5 (Ḡ) = ı́nf
G∈ 

5 (G)
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tiene solución.

Demostración:

 compacto y 5 continua implica que 5 ( ) es compacto en R, por tanto 5 ( )
está acotado inferiormente y existe un extremo inferior, es decir, existe un número
U > −∞ tal que U = ı́nfG∈ 5 (G).

Consideremos una sucesión minimizante (G=)=, es decir, G= ∈  tal que
5 (G=)

=→∞→ U. Una tal sucesión la podemos siempre construir tomando por ejemplo
0 < Y < 1, G= ∈  tal que

U ≤ 5 (G=) ≤ U+ Y=

(G=)= es una sucesión en el compacto  , por lo tanto existe una subsucesión con-
vergente (Ga)a . Sea Ḡ el límite de (Ga). Gracias a la continuidad de 5 tendremos
U = lı́ma→∞ 5 (Ga) = 5 (Ḡ).

�
Demos una aclaración acerca de las notaciones. Referido a la base canónica de

R3 , � 5 (Ḡ) se escribirá 5 ′(Ḡ), es decir, la matriz jacobiana de 5 en el punto Ḡ. En
este caso la matriz jacobiana en un matriz fila. Podemos escribir � 5 (Ḡ) (G) con
notación matricial como 5 ′(Ḡ).G (matriz fila por matriz columna). La transpuesta de
esta matriz fila es un vector columna que hemos llamado vector gradiente de 5 en Ḡ y
se escribe ∇ 5 (Ḡ). Cuando identifiquemos � 5 (Ḡ) con un vector de R3 escribiremos
indistintamente � 5 (Ḡ)G o (∇ 5 (Ḡ), G), donde el paréntesis denota el producto escalar
eucídeo en R3 .

A continuación introducimos la noción de extremo relativo y la relacionaremos
con las nociones de diferencial.

Definición 1.13. Sea � ⊂ R3 un conjunto abierto y 5 : � −→ R. Se dice que 5 tiene
un mínimo relativo en Ḡ ∈ � si existe un entorno* de Ḡ tal que

∀G ∈* 5 (Ḡ) ≤ 5 (G)

Análogamente 5 tiene un máximo relativo en Ḡ ∈ � si existe un entorno * de Ḡ tal
que

∀G ∈* 5 (Ḡ) ≥ 5 (G)

Teorema 1.15. Condición necesaria de extremo relativo
Sean � abierto de R3 , 5 : � −→ R diferenciable en �. Si 5 tiene un extremo

relativo en Ḡ ∈ � (máximo omínimo) entonces la diferencial de 5 en Ḡ es la aplicación
nula, es decir, � 5 (Ḡ) = 0, es decir

� 5 (Ḡ) (G) = 0 ∀G ∈ R3

o bien identificando � 5 (Ḡ) con un elemento de R3 , ∇ 5 (Ḡ) = 0.
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Demostración:

Caso 3 = 1: Sea � abierto de R, Ḡ ∈ �, 5 : � ⊂ R −→ R, 5 (Ḡ) ≤ 5 (G) ∀G ∈ *,
entorno de Ḡ. Tendremos, por ejemplo

5 ′(Ḡ) = lı́m
ℎ→0+

5 (Ḡ + ℎ) − 5 (Ḡ)
ℎ

≥ 0

5 ′(Ḡ) = lı́m
ℎ→0−

5 (Ḡ + ℎ) − 5 (Ḡ)
ℎ

≤ 0

de donde 5 ′(Ḡ) = 0.
Caso general 3 > 1
Fĳemos ℎ con norma suficientemente pequeña de modo que Ḡ + Cℎ ∈* para todo
C ∈] −1,+1[. Introducimos ahora la función

i :] −1,+1[−→ R
C −→ 5 (Ḡ + Cℎ)

de modo que i = 5 ◦6 donde

6 : R −→ R3

C −→ Ḡ + Cℎ

Si 5 tiene un mínimo relativo en Ḡ, es decir, 5 (Ḡ) ≤ 5 (Ḡ + Cℎ), entonces
i(0) ≤ i(C) ∀C ∈] − 1,1[. Resulta i tiene un mínimo relativo en 0 y por lo
tanto i′(0) = 0, es decir, aplicando la regla de la cadena

i′(C) = � 5 (6(C)) ◦�6(C) = 5 ′(Ḡ + Cℎ).6′(C) = 5 ′(Ḡ + Cℎ).ℎ

de modo que
i′(0) = 5 ′(Ḡ).ℎ = 0

Como la dirección ℎ es cualquiera, tomando sucesivamente en el lugar de ℎ, para

8 = 1, . . . , 3, ℎ = _48 siendo 48 = (0, . . . ,0,
;D60A−84́B8<>

1 ,0, . . . ,0)C y _ suficiente-
mente pequeño para que Ḡ +_48 ∈* resulta 5 ′(Ḡ) = 0.

�

Comentario 1.2. Dada una función 5 :  −→ R continua en el conjunto compacto
 como en el teorema 1.14. 5 tendrá un mínimo (absoluto) en  y si sabemos que
este mínimo no se alcanza en la frontera de  entonces se alcanzará en un punto
Ḡ interior de  , por lo tanto existirá un entorno abierto de Ḡ, * ⊂  en el que
5 (Ḡ) ≤ 5 (G) para todo G ∈ *, por lo tanto Ḡ es un mínimo relativo en * y si 5 es
diferenciable se verifica � 5 (Ḡ) = 0.
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1.7. Teorema de la función inversa

Supongamos que 5 : A ⊂ R→ R es diferenciable con continuidad en un conjunto
abierto � que contiene a 0 y que 5 ′(0) ≠ 0. Si 5 ′(0) > 0 existe un entorno * de
0 (intervalo abierto) tal que 5 ′(G) > 0 para todo G ∈*. Análogamente si 5 ′(0) < 0
existirá un entorno* de � tal que 5 ′(G) < 0 para todo G ∈*. En cualquier caso 5 ′ es
creciente (caso 5 ′ > 0) o decreciente (caso 5 ′ < 0) en* es por tanto biyectiva en*
y existirá la función inversa 5 −1 definida en un entorno abierto, de 5 (0). Además
se tiene que 5 −1 es diferenciable y

( 5 −1) ′(H) = 1
5
′ (
5 −1 (H)

)
El objetivo de esta sección es generalizar este resultado a funciones 5 : � ⊂ R3→R3
definidas en un abierto � de R3 . En primer lugar necesitaremos un resultado previo.

Lema 1.2. Sea � un abierto de R3 y 5 : �→ R3 diferenciable con continuidad. Si
existe un número " tal que |m 9 5 8 (G) | ≤ " para todo G ∈ � entonces

‖ 5 (G) − 5 (H)‖ ≤ 2" ‖G− H‖ (1.34)

para todo G, H ∈ � y donde la constante 2 depende de la dimensión 3 en función de
la norma elegida. En particular 2 = 3 para las normas ‖.‖1, ‖.‖2 y ‖.‖∞.

Demostración:

Utilizaremos la norma ‖G‖ = ‖G‖1 =
∑3
8=1 |G8 |. Se tiene

5 8 (H) − 5 8 (G) =
3∑
9=1

(
5 8 (H1, . . . , H 9 , G 9+1, . . . , G3) − 5 8 (H1, . . . , H 9−1, G 9 . . . , G3)

)
Aplicando el teorema del valor medio (véase ejercicio 1.8 parte 3) resulta

5 8 (H1, . . . , H 9 , G 9+1, . . . , G3) − 5 8 (H1, . . . , H 9−1, G 9 . . . , G3)
= (H 9 − G 9 )m 9 5 8 (I8 9 )

para algún I8 9 entre H 9 y G 9 . Tomando valores absolutos

| 5 8 (H1, . . . , H 9 , G 9+1, . . . , G3) − 5 8 (H1, . . . , H 9−1, G 9 , . . . , G3) |
= |H 9 − G 9 |.|m 9 5 8 (I8 9 ) | ≤ " |H 9 − G 9 |

de donde

| 5 8 (H) − 5 8 (G) | ≤ "
3∑
9=1
|H 9 − G 9 | = " ‖H− G‖
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Finalmente,

‖ 5 (H) − 5 (G)‖ =
3∑
8=1
| 5 8 (H) − 5 8 (G) | ≤ 3 " ‖G− H‖

�

Observación 1.3. En la anterior demostración se ha considerado la norma
‖G‖ = ‖G‖1 =

∑3
8=1 |G8 |. Para otras normas en R3 tenemos análogo resultado pues

estamos en dimensión finita y todas la normas son equivalentes. Por ejemplo si

tomamos la norma ‖G‖2 =
(∑3

8=1 |G8 |2
)1/2

tenemos

| 5 8 (H)− 5 8 (G) | ≤ "
3∑
9=1
|H 9 −G 9 | ≤ "

( 3∑
9=1
|H 9 −G 9 |2

)1/2 ( 3∑
9=1

12
)1/2

= 31/2" ‖H−G‖2

y

‖ 5 (H) − 5 (G)‖22 =
3∑
8=1
| 5 8 (H) − 5 8 (G) |2 ≤ 32"2‖H− G‖2

de donde finalmente
‖ 5 (H) − 5 (G)‖2 ≤ 3 " ‖H− G‖2

Para la norma ‖G‖∞ =máx8=1,...,3 |G8 | tenemos también

| 5 8 (H) − 5 8 (G) | ≤ "
3∑
9=1
|H 9 − G 9 | ≤ " 3‖H− G‖∞

y finalmente

‖ 5 (H) − 5 (G)‖∞ = máx
8=1,...,3

| 5 8 (H) − 5 8 (G) | ≤ " 3‖H− G‖∞

El siguiente teorema generaliza el resultado en dimensión 1 del cambio de variable
a una función 5 : R3 → R3 . En el enunciado del teorema aparece el concepto de
determinante de una matriz, en particular necesitaremos el determinante de la matriz
jacobiana 5 ′. El concepto de determinante y sus propiedades se estudian con detalle
en la subsección 3.1.6 del capítulo 3.

Teorema 1.16. Sea � un abierto de R3 y 5 : �→ R3 una función diferenciable con
continuidad en el abierto � y tal que 34C 5 ′(0) ≠ 0 en el un punto 0 ∈ �. Entonces
existe un conjunto abierto + que contiene al punto 0 y un conjunto abierto , que
contiene al punto 5 (0) tales que 5 :+→, tiene una inversa continua 5 −1 :,→+

que es diferenciable y para todo H ∈, satisface

( 5 −1) ′(H) =
(
5 ′

(
5 −1 (H)

) )−1
(1.35)
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Demostración:

Pongamos _ = � 5 (0), como 34C 5 ′(0) ≠ 0, _ es no singular y se tiene

(�_−1 ◦ 5 ) (0) = � (_−1)
(
5 (0)

)
◦� 5 (0) = _−1 ◦� 5 (0) = �3

es decir, (�_−1 ◦ 5 ) (0) es la aplicación idéntica. Si el teorema es cierto para _−1 ◦ 5
será cierto para 5 , en efecto la inversa de 5 será (_−1 ◦ 5 )−1 ◦_−1 (véase al respecto
el ejercicio 1.10). Podemos suponer por lo tanto que _ = � 5 (0) es la aplicación
idéntica.

1. Siempre que 5 (0 + ℎ) = 5 (0) tendremos

‖ 5 (0 + ℎ) − 5 (0) −_(ℎ)‖
‖ℎ‖ =

‖ℎ‖
‖ℎ‖ = 1

Por otra parte

lı́m
ℎ→0

‖ 5 (0 + ℎ) − 5 (0) −_(ℎ)‖
‖ℎ‖ = 0

por lo tanto existirá un entorno *1 de 0 donde 5 (G) ≠ 5 (0) para todo G ∈ *1
distinto de 0.

2. Puesto que 5 es diferenciable con continuidad tendremos un entorno*2 de 0 en
el que

34C 5 ′(G) ≠ 0

para todo G ∈*2.
3. Y también existirá un entorno*3 en el que

|m 9 5 8 (G) − m 9 5 8 (0) | <
1
22

para todo 8, 9 = 1, . . . 3 y para todo G ∈*3 y donde 2 es la constante en (1.34)
4. Llamemos* al entorno de 0,* =*1∩*2∩*3 y sea 6(G) = 5 (G) −G. Tenemos

en para todo G ∈ *, �6(0) = � 5 (0) − �3 = 0, es decir �6(0) es la aplicación
nula de modo que m86 9 (0) = 0 y

|m 968 (G) | = |m 968 (G) − m 968 (0) | = |m 9 5 8 (G) − m 9 5 8 (0) | <
1
22

Aplicando el resultado del lema 1.2, para G, H ∈*

‖6(G) −6(H)‖ = ‖ 5 (G) − G− ( 5 (H) − H)‖ ≤ 1
2
‖G− H‖

Como

‖G− H‖ − ‖ 5 (G) − 5 (H)‖ ≤ ‖ 5 (G) − G− ( 5 (H) − H)‖ ≤ 1
2
‖G− H‖

obtenemos
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‖G− H‖ ≤ 2‖ 5 (G) − 5 (H)‖ (1.36)

para todo G, H ∈ *. Esto nos dice que la aplicación 5 |* es inyectiva. Es decir
5 |* es biyectiva de* en 5 (*).

5. El conjunto 5 (*) =+ es abierto: Sea H1 ∈+ veamos que existe un entorno+1 de
H1 tal que +1 ⊂ + . Por el punto anterior de la demostración sabemos que existe
un único G1 ∈ * tal que H1 = 5 (G1). Sea *1 un entorno acotado de G1 tal que
*1 ⊂ * y sea Γ1 = m*1 la frontera de *1. Γ1 es un conjunto cerrado y acotado
de R3 por lo tanto compacto, puesto que 5 es continua la imagen 5 (Γ1) es un
conjunto compacto. Sea f1 =

1
23 (H1, 5 (Γ1)) y sea +1 = �(H1,f1). Tendremos si

H ∈ +1 para G ∈ Γ1

2f1 ≤ ‖H1− 5 (G)‖ = ‖H1− H‖ + ‖H− 5 (G)‖

como ‖H1− H‖ < f1 y

f1 ≤
‖H1− H‖

2
+ ‖H− 5 (G)‖

2
<
f1
2
+ ‖H− 5 (G)‖

2

resulta
f1 < ‖H− 5 (G)‖

Sea ahora la función

i : G ⊂ �→ i(G) = ‖H− 5 (G)‖2 ∈ R

i es continua y alcanza por lo tanto un mínimo en el compacto *1. Como
además es

i(G1) = ‖H− H1‖2 < f2
1

y
i(G) = ‖H− 5 (G)‖2 > f2

1

para todo G ∈ Γ1, por lo tanto el mínimo se alcanza en un punto inte-
rior G2 ∈ *1 y deberá ser �i(G2) = 0 (véase comentario 1.2). Ahora como
� (H− 5 ) (G2) = −� 5 (G2) (véase ejercicio 1.11 para el cálculo detallado)

�i(G2) (G) = −2(H− 5 (G2), � 5 (G2) (G)) ∀G ∈ R3

Como � 5 (G2) ≠ 0, tendrá que ser H = 5 (G2). Como H era un elemento cualquiera
de +1 tendremos H ∈ 5 (*1) luego +1 ⊂ 5 (*1) ⊂ + .

6. Hemos visto ya que la función 5 |* :*→ + = 5 (*) tiene inversa 5 −1 : + →*

(punto 4 de la demostración). La expresión (1.36) se puede escribir

‖ 5 −1 (H1) − 5 −1 (H2)‖ ≤ 2‖H1− H2‖ (1.37)

Esto demuestra que 5 −1 es continua. Vamos a ver que la inversa es diferenciable
y que

� 5 −1 (H) =
(
� 5 ( 5 −1 (H))

)−1
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Sea ` = � 5 (G). Queremos demostrar que 5 −1 es diferenciable en H = 5 (G) y que
su diferencial en H es `−1. Sean H = 5 (G) e H1 = 5 (G1) llamando i a la expresión

i(G1− G) = 5 (G1) − 5 (G) − `(G1− G) (1.38)

Tenemos
lı́m
G1→G

‖i(G1− G)‖
‖G1− G)‖

= 0

y aplicando `−1 a cada lado de la expresión 1.38

`−1i(G1− G) = `−1 ( 5 (G1) − 5 (G)
)
− (G1− G)

que podemos escribir de la forma

−`−1i( 5 −1 (H1) − 5 −1 (H)) = 5 −1 (H1) − 5 −1 (H) − `−1 (H1− H)

Tendremos

lı́m
H1→H

‖ 5 −1 (H1) − 5 −1 (H) − `−1 (H1− H)‖
‖H1− H‖

= lı́m
H1→H

‖`−1i( 5 −1 (H1) − 5 −1 (H))‖
‖H1− H‖

≤ " lı́m
H1→H

‖i( 5 −1 (H1) − 5 −1 (H))‖
‖H1− H‖

donde " es la constante que verifica `−1 (I) ≤ " ‖I‖ para todo I de R3 . Por
tanto basta demostrar

lı́m
H1→H

‖i( 5 −1 (H1) − 5 −1 (H))‖
‖H1− H‖

= 0

Finalmente observando

‖i( 5 −1 (H1) − 5 −1 (H))‖
‖H1− H‖

=
‖i( 5 −1 (H1) − 5 −1 (H))‖
‖ 5 −1 (H1) − 5 −1 (H)‖

.
‖ 5 −1 (H1) − 5 −1 (H)‖
‖H1→ H‖

teniendo en cuenta por una parte que, puesto que 5 −1 es continua,
H1 → H implica 5 −1 (H1) → 5 −1 (H) por lo que el primer factor tiene como
límite 0 y por otra parte el segundo factor es menor que 2. Resultando

0 ≤ lı́m
H1→H

‖i( 5 −1 (H1) − 5 −1 (H))‖
‖H1− H‖

≤ 2 lı́m
5 −1 (H1)→ 5 −1 (H)

‖i( 5 −1 (H1) − 5 −1 (H))‖
‖ 5 −1 (H1) − 5 −1 (H)‖

= 0

�
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Ejercicios del Capítulo 1

1.1. Verificar que la norma ;1 y la norma ;∞ son efectivamente una norma en R3 .

1.2. Verificar que la norma !1 y la norma !∞ son efectivamente una norma en
� [0, 1]

1.3. Demostrar que la aplicación ) siguiente

) : �→L(R;�)
G→ iG

donde iG ∈ L(R;�) es la aplicación que a cada _ ∈ R le asocia la aplicación
iG : _→ _G, es una isometría biyectiva.

1.4. Sea 5 una aplicación como en la definición 1.11. Sean _ : � → � y ` : � → �

dos aplicaciones lineales continuas verificando

lı́m
ℎ→0

‖ 5 (0 + ℎ) − 5 (0) −_(ℎ)‖
‖ℎ‖ = 0

y

lı́m
ℎ→0

‖ 5 (0 + ℎ) − 5 (0) − `(ℎ)‖
‖ℎ‖ = 0

Demostrar que _ = `

1.5. Sea 5 una aplicación diferenciable en el punto 0. Demostrar que 5 es continua
en 0.

1.6. Demostrar (1.9).

1.7. Sean �1, . . . �= y � espacios normados y consideremos la función

) : �1× · · · ×�= → �

(E1, . . . , E=) → ) (E1, . . . , E=)

multilineal continua.
Demostrar que ) es diferenciable y se tiene

�) (01, . . . , 0=) (ℎ1, . . . , ℎ=) = ) (ℎ1, 02, . . . , 0=) +) (01, ℎ2, . . . , 0=)
+ · · · +) (01, . . . , 0=−1, ℎ=)

1.8. Este ejercicio es el teorema del valor medio para funciones 5 : [0, 1] → R y que
se utiliza en el siguiente ejercicio (1.9)

Demostrar:

1. Sea 5 una función real 5 : [0, 1] ⊂ R→ R. Si 5 tiene un máximo relativo en un
punto G ∈]0, 1[ y existe 5 ′(G) entonces 5 ′(G) = 0. Análogamente si 5 tiene un
mínimo relativo en un punto G ∈]0, 1[ y existe 5 ′(G) entonces 5 ′(G) = 0.
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2. Si 5 y 6 son funciones reales continuas en [0, 1] ⊂ R, diferenciables en ]0, 1[,
existe un punto G ∈]0, 1[ en el cual(

5 (1) − 5 (0)
)
6′(G) =

(
6(1) −6(0)

)
5 ′(G)

3. Si 5 es una función real continua en [0, 1] ⊂ R, diferenciable en ]0, 1[, existe
un punto G ∈]0, 1[ en el cual

5 (1) − 5 (0) = (1− 0) 5 ′(G)

1.9. Sea E : [0, 1] → R, una función = veces derivable con continuidad. Demostrar
la siguiente fórmula de Taylor:

E(1) = E(0) + E′(0) (1− 0) + 1
2!
E′′(0) (1− 0)2 + . . .

+ 1
(=−1)!E

(=−1) (0) (1− 0)=−1 + 1
=!
E (=) (0 + \1) (1− 0)= 0 ≤ \ ≤ 1

1.10. Sean 5 : �→ R3 diferenciable y 6 : 5 (�) → R3 . Tendremos 6 ◦ 5 : �→ R3 .
Demostrar que si 6 ◦ 5 tiene inversa y 6 tiene inversa entonces 5 tiene inversa y
5 −1 = (6 ◦ 5 )−1 ◦6

1.11. Sean 5 : �→ R3 y 6 : �→ R3 dada por 6(G) = H− 5 (G) donde H ∈ R3 es un
vector fijo. Sea ℎ : R3 → R dada por ℎ(G) = (G, G) = ‖G‖2. Calcular la diferencial
� (ℎ ◦6) (G).



Capítulo 2
Integración en Rd

En este capítulo recogemos las nociones básicas de cálculo integral en R3 nece-
sarias para entender el resto del libro. La referencia básica es [6].

2.1. Definiciones básicas

Vamos a construir la noción de integral de funciones definidas en un conjunto
& de R3 . Primeramente consideraremos el caso en el que & es un 3-rectángulo, es
decir

& = [01, 11] × · · · × [03 , 13] ⊂ R3

Empezamos definiendo una partición en un 3-rectángulo.

Definición 2.1. Una partición [01, 11] × · · · × [03 , 13] en un 3-rectángulo & de R3
es una colección % = {%1, . . . , %3} de particiones %8; 8 = 1, . . . 3 donde cada %8 es
una partición del intervalo [08 , 18].

Recordemos que una partición de un intervalo cerrado [0, 1] es una sucesión
C0, . . . , C: donde 0 = C0 ≤ C1 ≤ · · · ≤ C: = 1.

Ejemplo en R2:
Sea& = [01, 11] × [02, 12] ⊂ R2 y sea %1 = {C0, C1, C2, C3} una partición de [01, 11]

y %2 = {B0, B1, B2, B3, B4} una partición de [02, 12] entonces % = {%1, %2} divide al
rectángulo & en 3×4 = 12 subrectángulos de la forma

[C8C8+1}] × [B 9 , B 9+1] 8 = 0, . . . ,2; 9 = 0, . . . ,3

En general si %8 divide a [08 , 18] en #8 subintervalos entonces % = {%1, . . . , %3}
divide a [01, 11] × · · · × [03 , 13] en #1.#2 . . . #3 subrectángulos. Utilizaremos la
siguiente definición de volumen de un 3-rectángulo:

Definición 2.2. Dado un 3-rectángulo en R3 , & = [01, 11] × · · · × [03 , 13] se define
el volumen + (&) de & mediante

45
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a1 = t0

<latexit sha1_base64="gqTYWa+R4Hq2BWrTh9NVT9Ipg1M=">AAAB6HicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql26mUhMXJEZgtGNCYkbl5jII4GB9DQ10NLzSHeNCSH8g66MuvN7/AH/xgZnoeBdna57O6lbfiKFJsf5snJr6xubW/ntws7u3v5B8fCoqeNUcWzwWMaq7TONUkTYIEES24lCFvoSW/74Zu63HlFpEUf3NEnQC9kwEoHgjMyoxXruNfWcfrHklJ2F7FVwMyhBpnq/+NkdxDwNMSIumdYd10nImzJFgkucFbqpxoTxMRtix2DEQtTedLHuzD4LYmXTCO3F+3d2ykKtJ6FvMiGjkV725sP/vE5KwZU3FVGSEkbcRIwXpNKm2J63tgdCISc5McC4EmZLm4+YYpzMbQqmvrtcdhWalbJbLV/cVUu1SnaIPJzAKZyDC5dQg1uoQwM4jOEZ3uDderCerBfr9Seas7I/x/BH1sc3TH6MfA==</latexit>

a2 = s0

<latexit sha1_base64="Z6oGG61eGaH8HRM5iTPoFHLPNYU=">AAAB6HicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCpJqehGKLhxWcFeoE3LZHrSjp1cmJkIJfQddCXqzufxBXwbJzULbf1X35z/Hzj/8WLBlbbtL6uwtr6xuVXcLu3s7u0flA+P2ipKJMMWi0Qkux5VKHiILc21wG4skQaewI43vcn8ziNKxaPwXs9idAM6DrnPGdVm1KGD2rUa2MNyxa7aC5FVcHKoQK7msPzZH0UsCTDUTFCleo4dazelUnMmcF7qJwpjyqZ0jD2DIQ1Queli3Tk58yNJ9ATJ4v07m9JAqVngmUxA9UQte9nwP6+XaP/KTXkYJxpDZiLG8xNBdESy1mTEJTItZgYok9xsSdiESsq0uU3J1HeWy65Cu1Z16tWLu3qlUcsPUYQTOIVzcOASGnALTWgBgyk8wxu8Ww/Wk/Vivf5EC1b+5xj+yPr4BkyAjHw=</latexit>

t2

<latexit sha1_base64="1RsJ3Sv6M6r0MiGfLAgRALFxaHg=">AAAB5HicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql26mUhMXJEZgtEliRuXGOWRwEh6mhro0PNId40JmfAHujLqzi/yB/wbG5yFgnd1uu7tpG75iRSaHOfLKqytb2xuFbdLO7t7+wflw6O2jlPFscVjGauuzzRKEWGLBEnsJgpZ6Evs+JPrud95RKVFHN3TNEEvZKNIBIIzMqM7eqgNyhWn6ixkr4KbQwVyNQflz/4w5mmIEXHJtO65TkJexhQJLnFW6qcaE8YnbIQ9gxELUXvZYtWZfRbEyqYx2ov372zGQq2noW8yIaOxXvbmw/+8XkrBlZeJKEkJI24ixgtSaVNszxvbQ6GQk5waYFwJs6XNx0wxTuYuJVPfXS67Cu1a1a1XL27rlUYtP0QRTuAUzsGFS2jADTShBRxG8Axv8G4F1pP1Yr3+RAtW/ucY/sj6+Ab0/Isp</latexit>

s3

<latexit sha1_base64="+p8DIIkFim83XBPStrkpec7A15A=">AAAB5HicbZDNTgIxFIXv+Iv4h7p000hMXJEZxOiSxI1LjPKTwEg65Q40dKaTtmNCJryBroy684l8Ad/GgrNQ8Ky+3nOa3HODRHBtXPfLWVldW9/YLGwVt3d29/ZLB4ctLVPFsMmkkKoTUI2Cx9g03AjsJAppFAhsB+Prmd9+RKW5jO/NJEE/osOYh5xRY0d3+uG8Xyq7FXcusgxeDmXI1eiXPnsDydIIY8ME1brruYnxM6oMZwKnxV6qMaFsTIfYtRjTCLWfzVedktNQKmJGSObv39mMRlpPosBmImpGetGbDf/zuqkJr/yMx0lqMGY2Yr0wFcRIMmtMBlwhM2JigTLF7ZaEjaiizNi7FG19b7HsMrSqFa9WubitlevV/BAFOIYTOAMPLqEON9CAJjAYwjO8wbsTOk/Oi/P6E11x8j9H8EfOxzf0+osp</latexit>

t1

<latexit sha1_base64="G+EO4VHTn0jQA7JWx67oZkHfrCA=">AAAB5HicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql26mUhMXJEZgtEliRuXGOWRwEh6mhro0PNId40JmfAHujLqzi/yB/wbG5yFgnd1uu7tpG75iRSaHOfLKqytb2xuFbdLO7t7+wflw6O2jlPFscVjGauuzzRKEWGLBEnsJgpZ6Evs+JPrud95RKVFHN3TNEEvZKNIBIIzMqM7enAH5YpTdRayV8HNoQK5moPyZ38Y8zTEiLhkWvdcJyEvY4oElzgr9VONCeMTNsKewYiFqL1sserMPgtiZdMY7cX7dzZjodbT0DeZkNFYL3vz4X9eL6XgystElKSEETcR4wWptCm2543toVDISU4NMK6E2dLmY6YYJ3OXkqnvLpddhXat6tarF7f1SqOWH6IIJ3AK5+DCJTTgBprQAg4jeIY3eLcC68l6sV5/ogUr/3MMf2R9fAPzfoso</latexit>

b1 = t3

<latexit sha1_base64="lIikefVlrOBLQrmv4qI5KvAOJx4=">AAAB6HicbZDLTgJBEEVrfCK+UJduJhITV2QGMboxIXHjEhN5JDCQnqaAlp5HumtMyIR/0JVRd36PP+Df2OAsFLyr03VvJ3XLj6XQ5Dhf1srq2vrGZm4rv72zu7dfODhs6ChRHOs8kpFq+UyjFCHWSZDEVqyQBb7Epj++mfnNR1RaROE9TWL0AjYMxUBwRmbU9LvuNXXPe4WiU3LmspfBzaAImWq9wmenH/EkwJC4ZFq3XScmL2WKBJc4zXcSjTHjYzbEtsGQBai9dL7u1D4dRMqmEdrz9+9sygKtJ4FvMgGjkV70ZsP/vHZCgysvFWGcEIbcRIw3SKRNkT1rbfeFQk5yYoBxJcyWNh8xxTiZ2+RNfXex7DI0yiW3Urq4qxSr5ewQOTiGEzgDFy6hCrdQgzpwGMMzvMG79WA9WS/W6090xcr+HMEfWR/fUnyMgA==</latexit>

s1

<latexit sha1_base64="Ip6KV4D8Qsbbvth+eDubpe2wBYw=">AAAB5HicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG5cYpSfBEbSKXegoZ2ZtB0TMuENdGXUnU/kC/g2FpyFgmf19Z7T5J4bJIJr47pfTmFtfWNzq7hd2tnd2z8oHx61dZwqhi0Wi1h1A6pR8AhbhhuB3UQhlYHATjC5nvudR1Sax9G9mSboSzqKeMgZNXZ0px+8QbniVt2FyCp4OVQgV3NQ/uwPY5ZKjAwTVOue5ybGz6gynAmclfqpxoSyCR1hz2JEJWo/W6w6I2dhrIgZI1m8f2czKrWeysBmJDVjvezNh/95vdSEV37GoyQ1GDEbsV6YCmJiMm9MhlwhM2JqgTLF7ZaEjamizNi7lGx9b7nsKrRrVa9evbitVxq1/BBFOIFTOAcPLqEBN9CEFjAYwTO8wbsTOk/Oi/P6Ey04+Z9j+CPn4xvx/osn</latexit>

b2 = s4

<latexit sha1_base64="g4Y8aNPKTyMVIB95WenAmkoW6yw=">AAAB6HicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCpJqehGKLhxWcFeoE3LZHrSjp1cmJkIJfQddCXqzufxBXwbJzULbf1X35z/Hzj/8WLBlbbtL6uwtr6xuVXcLu3s7u0flA+P2ipKJMMWi0Qkux5VKHiILc21wG4skQaewI43vcn8ziNKxaPwXs9idAM6DrnPGdVm1PEGtWs1qA/LFbtqL0RWwcmhArmaw/JnfxSxJMBQM0GV6jl2rN2USs2ZwHmpnyiMKZvSMfYMhjRA5aaLdefkzI8k0RMki/fvbEoDpWaBZzIB1RO17GXD/7xeov0rN+VhnGgMmYkYz08E0RHJWpMRl8i0mBmgTHKzJWETKinT5jYlU99ZLrsK7VrVqVcv7uqVRi0/RBFO4BTOwYFLaMAtNKEFDKbwDG/wbj1YT9aL9foTLVj5n2P4I+vjG1P8jIE=</latexit>

Figura 2.1 Partición de un rectángulo en R2

+ (&) = (11− 01).(12− 02). . . . .(13 − 03) (2.1)

2.1.1. Construcción de la integral de una función acotada

Sea & ⊂ R3 un 3-rectángulo y 5 : &→ R una función acotada. Sea ahora una
partición de&. Para cada subrectángulo ( de la partición % consideremos los valores

<( ( 5 ) = ı́nf{ 5 (G); G ∈ (}

"( ( 5 ) = sup{ 5 (G); G ∈ (}

y sea + (() el volumen del subrectángulo (. Llamaremos suma inferior ! ( 5 , %) de
la función 5 correspondiente a la partición % a

! ( 5 , %) =
∑
(∈%

<B ( 5 )+ (() (2.2)

y llamaremos suma superior* ( 5 , %) de la función 5 correspondiente a la partición
% a

* ( 5 , %) =
∑
(∈%

"B ( 5 )+ (() (2.3)

Evidentemente tenemos
! ( 5 , %) ≤ * ( 5 , %)

En realidad se cumple una afirmación más fuerte, en efecto
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Definición 2.3. Una partición %′ se dice que es más fina que otra partición % si
todo subrectángulo de %′ está contenido en un subrectángulo de %.

Lema 2.1. Sea %′ una partición más fina que otra partición %, entonces

! ( 5 , %) ≤ ! ( 5 , %′) (2.4)
* ( 5 , %′) ≤ * ( 5 , %) (2.5)

Demostración:

Haremos la demostración para las sumas inferiores (desigualdad 2.4). Cada su-
brectángulo ( de % se divide en varios subrectángulos (1, (2, ... , (U de %′ de manera
que

+ (() =+ ((1) ++ ((2) + · · · ++ ((U)

En consecuencia

<( ( 5 )+ (() = <(+ ((1) +<(+ ((2) + · · · +<(+ ((U)
≤ <(1+ ((1) +<(2+ ((2) + · · · +<(U+ ((U)

sumando para toda ( resulta

! ( 5 , %) ≤ ! ( 5 , %′)

La demostración para las sumas superiores (desigualdad 2.5) es análoga.
�

Corolario 2.1. Si % y %′ son dos particiomnes cualesquiera entonces

! ( 5 , %′) ≤ * ( 5 , %) (2.6)

Demostración:

Sea %′′ una partición más fina que % y que %′, tendremos

! ( 5 , %′) ≤ ! ( 5 , %′′) ≤ * ( 5 , %′′) ≤ * ( 5 , %)

�
El conjunto de las sumas inferiores ! ( 5 , %) cuando considero todas las posibles

particiones del rectángulo & está acotado superiormente. Llamemos sup{! ( 5 , %)}
al extremo superior. El conjunto de las sumas superiores * ( 5 , %) está acotado infe-
riormente y llamaremos ı́nf{* ( 5 , %)} al extremo inferior. Estamos en condiciones
de dar la siguiente definición:

Definición 2.4. Sea & ⊂ R3 un 3-rectángulo y sea 5 :&→ R una función acotada.
Si
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sup{! ( 5 , %)} = ı́nf{* ( 5 , %)}

se dice que la función es integrable según Riemann en el rectángulo & y este valor
se designa mediante ∫

&

5

o bien con una notación más folklórica∫
&

5 (G1, G2, . . . , G3) 3G1 3G2 . . . 3G3

Un criterio de integrabilidad nos lo da el siguiente teorema.

Teorema 2.1. Sea & ⊂ R3 un 3-rectángulo y sea 5 : &→ R una función acotada.
5 es integrable si y solo si para todo Y > 0 existe una partición % tal que

* ( 5 , %) − ! ( 5 , %) < Y (2.7)

Demostración:

Supongamos que se verifica (2.7), es decir para todo Y > 0 existe una partición %
tal que

* ( 5 , %) < ! ( 5 , %) + Y

y supongamos por reducción al absurdo que

sup{! ( 5 , %)} < ı́nf{* ( 5 , %)}

ello implicaría que para toda partición % existe un X > 0 tal que

! ( 5 , %) + X < * ( 5 , %)

tomando Y = X tenemos una contradicción. De modo que

sup{! ( 5 , %)} = ı́nf{* ( 5 , %)}

y la función es integrable.
Recíprocamente supongamos que 5 es integrable, es decir

sup{! ( 5 , %)} = ı́nf{* ( 5 , %)} = �

dicho de otro modo, para todo Y > 0 existe una partición % tal que

� − ! ( 5 , %) < Y

2

y existe una partición %′ tal que
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* ( 5 , %′) − � < Y

2

sumando obtenemos
* ( 5 , %′) − ! ( 5 , %) < Y

Sea ahora una partición %′′ más fina que % y que %′, tenemos

* ( 5 , %′′) ≤ * ( 5 , %′)

−! ( 5 , %′′) ≤ −! ( 5 , %)

finalmente
* ( 5 , %′′) − ! ( 5 , %′′) ≤ * ( 5 , %′) − ! ( 5 , %) < Y

por lo que hemos obtenido la condición de integrabilidad (2.7).

�

Ejemplos

Ejemplo 1: Integral de una función constante.
Sea & ⊂ R3 un 3-rectángulo y

5 :&→ R
G→ 5 (G) = 2 ∈ R

Tenemos que 5 es integrable, en efecto para cada partición % y cada subrectángulo
( de la partición tendremos <( ( 5 ) = "( ( 5 ) = 2 por lo tanto para toda partición
%

! ( 5 , %) =
∑
(∈%

2+ (() =* ( 5 , %)

en consecuencia 5 es integrable y la integral de 5 en & es∫
&

5 = 2
∑
(∈%

+ (() = 2+ (&)

Ejemplo 2: Este es un contraejemplo, es decir una función que no es integrable
según Riemann.

5 : [0,1] × [0,1] → R

G, H→ 5 (G, H) =
{

0 si G es racional
1 si G es irracional

5 no es integrable en el sentido de Riemann. En efecto, en cualquier subrectángulo
( de cualquier partición % existen puntos (G, H) en los que G es racional y puntos
en los que G es irracional. En consecuencia <( ( 5 ) = 0 y "( ( 5 ) = 1 y por tanto
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para toda partición %

! ( 5 , %) =
∑
(∈%

0.+ (() = 0

* ( 5 , %) =
∑
(∈%

1.+ (() =+ ( [0,1] × [0,1]) = 1

Ejemplo 3: Una función constante a trozos.

5 : [0,1] × [0,1] → R

G, H→ 5 (G, H) =
{

0 si 0 ≤ G < 1
2

1 si 1
2 ≤ G ≤ 1

Se deja como ejercicio 2.1 la demostración de que 5 es integrable y la integral
vale 1/2.

A continuación vemos algunas propiedades de la integral.

Propiedad 2.1. Sea & ⊂ R3 un 3-rectángulo y sea 5 : & :→ R integrable y sea
6 = 5 excepto en un conjunto finito de puntos. Veamos que 6 es integrable y que∫
&
5 =

∫
&
6.

Demostración:

Tomamos particiones de modo que dejen aislados los puntos de no coincidencia
con subrectángulos de diámetro Y y pasamos al límite cuando Y→ 0.

�

Propiedad 2.2. Sea & un 3-rectángulo de R3 y sean 5 , 6 : &→ R integrables. Se
verifica

a) Para toda partición % del rectángulo &

! ( 5 , %) + ! (6, %) ≤ ! ( 5 +6, %)
* ( 5 +6, %) ≤ * ( 5 , %) +* ( 5 , %)

b) 5 +6 es integrable y ∫
&

( 5 +6) =
∫
&

5 +
∫
&

6

Demostración:

a) Tenemos para cada partición % en subrectángulos ( (véase comentario 2.1)



2.1 Definiciones básicas 51

ı́nf{ 5 (G); G ∈ (} + ı́nf{6(G); G ∈ (} ≤ ı́nf{( 5 +6) (G); G ∈ (}
sup{( 5 +6) (G); G ∈ (} ≤ sup{ 5 (G); G ∈ (} + sup{ 5 (G); G ∈ (}

esto es

<( ( 5 ) +<( (6) ≤ <( ( 5 +6)
"( ( 5 +6) ≤ "( ( 5 ) +"( (6)

en consecuencia multiplicando por + (() y sumando para todo ( de la partición
%

! ( 5 , %) + ! (6, %) ≤ ! ( 5 +6, %)
* ( 5 +6, %) ≤ * ( 5 , %) +* ( 5 , %)

b) Como 5 y 6 son integrables para todo Y > 0 existe una partición %1 y una partición
%2 y tal que

* ( 5 , %1) − ! ( 5 , %1) <
Y

2
* (6, %2) − ! (6, %2) <

Y

2

y tomando una partición % más fina que %1 y %2

* ( 5 , %) − ! ( 5 , %) < Y

2
* (6, %) − ! (6, %) < Y

2

sumando
* ( 5 , %) +* (6, %) −

(
! ( 5 , %) + ! (6, %)

)
< Y

teniendo en cuenta la parte (a)

* ( 5 +6, %) − ! ( 5 +6, %) < Y

por tanto 5 +6 es integrable.
Ahora para todo Y > 0 existe una partición % tal que∫

&

5 − ! ( 5 , %) < Y

2∫
&

6− ! (6, %) < Y

2

sumando ∫
&

5 +
∫
&

6−
(
! ( 5 , %) + ! (6, %)

)
< Y

teniendo en cuenta la parte (a)
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&

5 +
∫
&

6− ! ( 5 +6, %) < Y

Por otra parte también para todo Y > 0 existe una partición % tal que

* ( 5 , %) −
∫
&

5 <
Y

2

* (6, %) −
∫
&

6 <
Y

2

sumando
* ( 5 , %) +* (6, %) −

(∫
&

5 +
∫
&

6
)
< Y

teniendo en cuenta la parte (a)

* ( 5 +6, %) −
(∫
&

5 +
∫
&

6
)
< Y

juntando resultados

* ( 5 +6, %) − Y <
(∫
&

5 +
∫
&

6
)
< Y + ! ( 5 +6, %)

y también ∫
&

( 5 +6) − Y <
(∫
&

5 +
∫
&

6
)
< Y +

∫
&

( 5 +6)

finalmente pasando al límite cuando Y→ 0 obtenemos∫
&

( 5 +6) =
∫
&

5 +
∫
&

6

�

Comentario 2.1. Hemos utilizado la siguiente relación al tomar ínfimos y supremos
de una suma:

Si ponemos ı́nf 5 = ı́nf{ 5 (G); G ∈ (}, ı́nf 6 = ı́nf{6(G); G ∈ (} y ı́nf ( 5 + 6) =
ı́nf{( 5 +6) (G); G ∈ (} tenemos para todo G ∈ (

ı́nf 5 ≤ 5 (G)
ı́nf 6 ≤ 6(G)

por tanto
ı́nf 5 + ı́nf 6 ≤ 5 (G) +6(G) = ( 5 +6) (G)

tomando el ı́nf para todo G obtenemos

ı́nf 5 + ı́nf 6 ≤ ı́nf ( 5 +6)
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Y análogamente poniendo sup 5 = sup{ 5 (G); G ∈ (}, sup6 = sup{6(G); G ∈ (} y
sup( 5 +6) = sup{( 5 +6) (G); G ∈ (} obtenemos para todo G ∈ (

( 5 +6) (G) = 5 (G) +6(G) ≤ sup 5 + sup6

de donde
sup( 5 +6) ≤ sup 5 + sup6

Propiedad 2.3. Sea & un 3-rectángulo de R3 y sean 5 :&→ R una función. Dada
una partición % de &, 5 es integrable si y solo si para cada subrectángulo ( de la
partición la función 5 |( , restricción de 5 a (, es integrable y en este caso∫

&

5 =
∑
(∈%

∫
(

5 |(

Demostración:

Tenemos 5 =
∑
(∈% 5 |( (donde asumimos que 5 |( = 0 en los puntos que no perte-

neces a (). Si las restricciones 5 |( son integrables entonces utilizando la propiedad
anterior 2.2 ∫

&

5 =
∑
(∈%

∫
&

5 |( =
∑
(∈%

∫
(

5 |(

Recíprocamente, si 5 es integrable en &, está claro que 5 |( es integrable en (
pues para todo Y > 0 existe una partición % tal que

* ( 5 , %) − ! ( 5 , %) < Y

y considerando la restricción % |( de % a ( tendremos

* ( 5 |( , % |() − ! ( 5 |( , % |() < Y

lo que prueba que 5 |( es integrable para toda (.
�

Propiedad 2.4. Sea & un 3-rectángulo de R3 y sean 5 , 6 : &→ R integrables con
5 ≤ 6, entonces ∫

&

5 ≤
∫
&

6 (2.8)

Demostración:

Tenemos para cada subrectángulo ( de una partición %

<( ( 5 ) ≤ <( (6) ⇒ ! ( 5 , %) ≤ ! (6, %)
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tomando el supremo para toda partición % obtenemos (2.8)
�

Propiedad 2.5. Sea & un 3-rectángulo de R3 y sea 5 :&→ R integrable.

a) Demostrar que − 5 es integrable y∫
&

(− 5 ) = −
∫
&

5 (2.9)

b) Para todo 2 ∈ R demostrar que 2 5 es integrable y∫
&

2 5 = 2

∫
&

5 (2.10)

Demostración:

a) Tenemos por las propiedades del supremo y del ínfimo de un conjunto de números
(véase comentario 2.2)

"( ( 5 ) = sup{ 5 (G); G ∈ (} = − ı́nf{− 5 (G); G ∈ (} = −<( (− 5 )
<( ( 5 ) = ı́nf{ 5 (G); G ∈ (} = −sup{− 5 (G); G ∈ (} = −"( (− 5 )

Por tanto

* ( 5 , %) =
∑
(∈%

"( ( 5 )+ (() = −
∑
(∈%

<( (− 5 )+ (() = −! (− 5 , %)

y
! ( 5 , %) =

∑
(∈%

<( ( 5 )+ (() = −
∑
(∈%

"( (− 5 )+ (() = −* (− 5 , %)

de donde

* ( 5 , %) − ! ( 5 , %) = −! (− 5 , %) − (−* (− 5 , %)) =* (− 5 , %) − ! (− 5 , %)

por tanto si 5 es integrable, para todo Y > 0 existe una partición % tal que

* (− 5 , %) − ! (− 5 , %) =* ( 5 , %) − ! ( 5 , %) < Y

y − 5 es integrable. Además para todo Y > 0 existe una partición % tal que

* ( 5 , %) − Y <
∫
&

5 < Y + ! ( 5 , %)

miltiplicando por −1
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−* ( 5 , %) + Y > −
∫
&

5 > −Y− ! ( 5 , %) o bien

! (− 5 , %) + Y > −
∫
&

5 > −Y +* (− 5 , %) reordenando

* (− 5 , %) − Y < −
∫
&

5 < Y + ! (− 5 , %)

de modo que se verifica (2.9)
b) Por la parte (a) basta probar el caso 2 ≥ 0. Tenemos si 2 = 0 es inmediato. Si 2 > 0

"( (2 5 ) = 2"( ( 5 ) y <( (2 5 ) = 2<( ( 5 ) de modo que para todo Y > 0 existe una
partición % tal que* ( 5 , %) − ! ( 5 , %) < Y/2 de modo que

* (2 5 , %) − ! (2 5 , %) = 2* ( 5 , %) − 2!( 5 , %) = 2
(
* ( 5 , %) − ! ( 5 , %)

)
< Y

Esto prueba que 2 5 es integrable. Además

* (2 5 , %) − Y <
∫
&

2 5 < ! (2 5 , %) + Y

y también

2* ( 5 , %) − Y <
∫
&

2 5 < 2! ( 5 , %) + Y

pasando al límite cuando Y→ 0

2

∫
&

5 ≤
∫
&

2 5 ≤ 2
∫
&

5

de modo que se verifica (2.10)

�

Comentario 2.2. Sea � un conjunto de números reales y sea " = sup{G; G ∈ �}
entonces

sup{G; G ∈ �} = − ı́nf{−G; G ∈ �}

En efecto," = sup{G; G ∈ �} si y solo si para todo Y > 0 existe G ∈ � tal que"−Y ≤ G
por otra parte B = ı́nf{−G; G ∈ �} si y solo si para todo Y > 0 existe G ∈ � tal que
−G ≤ B+ Y comparando con −G ≤ −" + Y resulta " = −B.

Propiedad 2.6. Sea& un 3-rectángulo deR3 y sean 5 :&→R integrable. Entonces
la función valor absoluto | 5 | es integrable y

|
∫
&

5 |≤
∫
&

| 5 | (2.11)

Demostración:
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Primero veamos que | 5 | es integrable. En cada subrectángulo ( de una partición
% de &, para todo G ∈ ( y para todo H ∈ ( tenemos��| 5 (G) | − | 5 (H) |�� ≤ �� 5 (G) − 5 (H)��
Como (véase el ejercicio 2.2)

sup
G∈(,H∈(

| 5 (G) − 5 (H) |= sup
G∈(,H∈(

5 (G) − ı́nf
H∈(

5 (H) = "( ( 5 ) −<( ( 5 )

resulta

sup
G∈(,H∈(

(��| 5 (G) | − | 5 (H) |��) = sup
G∈(
| 5 (G) | − ı́nf

H∈(
| 5 (H) | = "( ( | 5 |) −<( ( | 5 |)

de modo que
"( ( | 5 |) −<( ( | 5 |) ≤ "( ( 5 ) −<( ( 5 )

ahora bien si 5 es integrable para todo Y > 0 existe una partición % tal que

* ( 5 , %) − ! ( 5 , %) < Y

y por tanto
* ( | 5 |, %) − ! ( | 5 |, %) < * ( 5 , %) − ! ( 5 , %) < Y

por lo que | 5 | es integrable.
Finalmente utilizando la propiedad 2.4) teniendo en cuenta

5 ≤ | 5 |
− 5 ≤ | 5 |

resulta ∫
&

5 ≤
∫
| 5 |

−
∫
&

5 ≤
∫
&

| 5 |

en consecuencia
|
∫
&

5 | ≤
∫
&

| 5 |

�

Propiedad 2.7. Sea & un 3-rectángulo cerrado de R3 y sea 5 : &→ R continua.
Entonces 5 es integrable.

Demostración:
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& es un rectángulo cerrado de R3 por lo que es un conjunto compacto de modo
que 5 es uniformemente continua en &, es decir para todo Y > 0 existe X > 0 tal que
si ‖G− H‖ < X entonces

| 5 (G) − 5 (H) | < Y

Consideremos ahora una partición % de & tal que para todo subrectángulo ( de la
partición y para todo G, H ∈ ( tengamos ‖G− H‖ < X. Tendremos

* ( 5 , %) − ! ( 5 , %) =
∑
(∈%

"( ( 5 )+ (() −
∑
(∈%

<( ( 5 )+ (()

=
∑
(∈%

(
"( ( 5 ) −<( ( 5 )

)
+ (() ≤

∑
(∈%

Y+ (() = Y+ (&) = Y′

�
En el ejercicio 2.3 se ilustra la propiedad anterior con un ejemplo.

Sumas de Riemann

La integral de Riemann se puede entender como límite de sumas. En efecto
llamaremos suma de Riemann correspondiente a una función 5 y a una partición %
a la expresión

R( 5 , b8 , %) =
∑

(∈%; b8 ∈(
5 (b8)+ (() (2.12)

Sea 5 integrable en & y llamemos � =
∫
&
5 . Tendremos

! ( 5 , %) ≤ R( 5 , b8 , %) ≤ * ( 5 , %)

Consideremos ahora una sucesión (%=)= de particiones tales que+ ((=) → 0 cuando
=→∞ para todo (= ∈ %=. Vamos a ver que

� = lı́m
=→∞
R( 5 , b8 , %)

Tendremos que para todo Y > 0 existe # tal que si = ≥ # entonces

* ( 5 , %=) − ! ( 5 , %=) < Y

Como
! ( 5 , %=) ≤ � ≤ * ( 5 , %=)

sumando −! ( 5 , %=)

0 ≤ � − ! ( 5 , %=) ≤ * ( 5 , %=) − ! ( 5 , %=) < Y

obtenemos
� ≤ ! ( 5 , %=) + Y
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y sumando −* ( 5 , %=)

−Y < ! ( 5 , %=) −* ( 5 , %=) ≤ � −* ( 5 , %=) ≤ 0

obtenemos
−Y +* ( 5 , %=) ≤ �

juntando resultados
−Y +* ( 5 , %=) ≤ � ≤ ! ( 5 , %=) + Y

de donde
−Y +R( 5 , b8 , %=)) ≤ � ≤ R( 5 , b8 , %) + Y

es decir
|� −R( 5 , b8 , %=)) | < Y

2.1.2. Funciones integrables

Hemos visto que las funciones continuas en un 3-rectángulo cerrado son inte-
grables en el sentido de Riemann. Sin embargo hay funciones que no son continuas
en todo el rectángulo y que pueden ser integrables. Basta por ejemplo elegir una
función que difiera de una función continua en un número finito de puntos (véase
la propiedad 2.1) o incluso discontinua en infinitos puntos como en el ejemplo 3.
Veremos a continuación que una función es integrable según Riemann si y solo si es
continua en casi todas partes. Empezaremos definiendo con precisión este concepto.

Definición 2.5. Un subconjunto � de R3 se dice que tiene medida cero
(3-dimensional) si para todo Y > 0 existe un recubrimiento numerable {*1,*2,*3, . . . }
de � por rectángulos cerrados tal que

∞∑
8=1
+ (*8) < Y (2.13)

Observaciones 2.1. -

Sea � ⊂ �. Si � tiene medida cero entonces � tiene medida cero.
En la definición pueden sustituirse los rectángulos cerrados por rectángulos
abiertos.
Si � es un conjunto numerable, es decir � = {01, 02, 03, . . . } entonces � tiene
medida cero. En efecto, para Y > 0 podemos elegir para cada punto 08 de � un
subrectángulo*8 que contenga a �8 y de volumen + (*8) < Y

28 . Tendremos

+ (�) <
∞∑
8=1
+ (*8) <

∞∑
8=1

Y

28
= Y

Por ejemplo el conjunto de los números racionales tiene medida nula.
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Si el recubrimiento de � en la definición de conjunto de medida cero es finito
diremos que el conjunto � tiene contenido cero.
Un conjunto compacto de medida cero tiene contenido cero. Un intervalo cerrado
[0, 1] ⊂ R no tiene medida cero. Véase el ejercicio 2.4.

Teorema 2.2. Sea � = �1∪ �2∪ . . . �8 . . . y cada �8 tiene medida cero entonces �
tiene medida cero.

Demostración:

Para cada �8 existe un recubrimiento {*81,*82, . . . } tal que
∞∑
9=1
+ (*8 9 ) <

Y

28

entonces la colección de todos los*8 9 es un recubrimiento de � que podemos ordenar
siguiendo las diagonales en la matriz

*11 *12 *13 . . .
*21 *22 *23 . . .
*31 *32 *33 . . .
...

...
...

según la sucesión {*1 =*11,*2 =*21,*3 =*12,*4 =*31,*5 =*22,*6 =*13, . . . }.
Tendremos

=∑
8=1
+ (*: ) <

=∑
8=1

Y

28
<

∞∑
8=1

Y

28
= Y

�

Oscilación de una función

Sea 5 : �→ R una función acotada con � un conjunto cerrado de R3 . Sea 0 ∈ �
y consideremos

" (0, 5 , X) = sup{ 5 (G); G ∈ �, ‖G− 0‖ < X}

<(0, 5 , X) = ı́nf{ 5 (G); G ∈ �, ‖G− 0‖ < X}

Definimos la oscilación O( 5 , 0) de 5 en el punto 0 mediante

O( 5 , 0) = lı́m
X→0

(
" (0, 5 , X) −<(0, 5 , X)

)
(2.14)

Propiedad 2.8. Una función acotada 5 es continua en 0 ∈ � si y solo si O( 5 , 0) = 0
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Demostración:

Una función es continua en 0 ∈ � si para todo Y > 0 existe X > 0 tal que si
‖G− 0‖ < X entonces | 5 (G) − 5 (0) | < Y, que es los mismo que

5 (G) − 5 (0) < Y

y
5 (0) − 5 (G) < Y

Tomando el supremo para todo G con ‖G − 0‖ < X y teniendo en cuenta que
supG (− 5 (G)) = − ı́nfG ( 5 (G)) resulta

" (0, 5 , X) − 5 (0) < Y

5 (0) −<(0, 5 , X) < Y

sumando
" (0, 5 , X) −<(0, 5 , X) < 2Y

para todo Y > 0 y por tanto O( 5 , 0) = 0.
Recíprocamente si O( 5 , 0) = 0 quiere decir que para todo Y > 0 existe X > 0 tal

que " (0, 5 , X) −<(0, 5 , X) < Y y por tanto para todo G, H tales que ‖G − 0‖ < X y
‖H− 0‖ < X tendremos

5 (G) − 5 (0) ≤ " (0, 5 , X) − 5 (0)

y también
5 (0) − 5 (H) ≤ 5 (0) −<(0, 5 , X)

sumando
5 (G) − 5 (H) ≤ " (0, 5 , X) −<(0, 5 , X)

del mismo modo intercambiando G e H

5 (H) − 5 (G) ≤ " (0, 5 , X) −<(0, 5 , X)

por tanto
| 5 (G) − 5 (H) | ≤ " (0, 5 , X) −<(0, 5 , X) < Y

y en particular | 5 (G) − 5 (0) | < Y.
�

Propiedad 2.9. Sea � ⊂ R3 un conjunto cerrado. Si 5 : �→ R es una función
acotada y Y > 0 entonces el conjunto {G ∈ �; O( 5 , G) ≥ Y} es un conjunto cerrado.

Demostración:
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Figura 2.2 Disposición de entornos

Sea � = {G ∈ �; O( 5 , G) ≥ Y}. Queremos ver que el complementario �2 de � es
abierto. Si G ∈ �2 entonces o G ∉ � o bien O( 5 , G) < Y. En el primer caso puesto
que � es cerrado, existe una bola abierta � que contiene a G tal que � ⊂ �2 ⊂ �2 .
En el segundo caso existe un X > 0 tal que " (G, 5 , X) −<(G, 5 , X) < Y. Hemos de
demostrar que existe una bola de centro G para la que todos sus puntos H verifican
O( 5 , H) < Y. Sea �X (G) una bola abierta de centro G y radio X. Sea H ∈ �X (G). Sea
X1 = X− ‖G− H‖. Entonces para todo I ∈ �X1 (H) tenemos que

‖I− G‖ ≤ ‖I− H‖ + ‖H− G‖ ≤ X1 + ‖H− G‖ = X

por lo tanto I ∈ �X (G). Puesto que

" (H, 5 , X1) ≤ " (G, 5 , X)

y
<(G, 5 , X) ≤ <(H, 5 , X1)

tendremos

" (H, 5 , X1) −<(H, 5 , X1) ≤ " (G, 5 , X) −<(G, 5 , X) < Y

por consiguiente O( 5 , H) < Y y �2 es abierto.
�

Nuestro siguiente objetivo es demostrar que una función es integrable si y solo si es
continua salvo eventualmente en un conjunto de puntos de medida nula. Empezamos
con un lema.
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Lema 2.2. Sea& un 3-rectángulo cerrado y sea 5 :&→ R una función acotada tal
que O( 5 , G) < Y para todo G ∈ &. Entonces existe una partición % de & verificando

* ( 5 , %) − ! ( 5 , %) < Y+ (&)

Demostración:

Para todo G ∈ & existe un rectángulo*G que contiene a G en su interior y tal que

"*G ( 5 ) −<*G ( 5 ) < Y

El conjunto de los *G recubre & y como & es compacto existe un recubrimiento
finito {*G1 ,*G2 , . . . ,*G= } que recubre &. Podemos considerar ahora una partición %
de & tal que cada subrectángulo de % esté contenido en algún *G8 . Entonces para
esta partición

* ( 5 , %) − ! ( 5 , %) =
∑
(∈%

(
"( ( 5 ) −<( ( 5 )

)
+ (()

<
∑
(∈%

Y+ (() = Y+ (&)

�

Teorema 2.3. Sea & ⊂ R3 un 3-rectángulo cerrado y 5 : & → R una función
acotada. Sea

� = {G ∈ &; 5 no es continua en G}

Entonces 5 es integrable si y solo si � es un conjunto de medida nula.

Demostración:

Supongamos que � tiene medida nula. Sea Y > 0 y consideramos el conjunto

�Y = {G ∈ &; O( 5 , G) ≥ Y}

Entonces �Y ⊂ � de modo que �Y tiene medida nula. Puesto que �Y es compacto
(cerrado y acotado en R3) tiene contenido cero. De modo que existe un conjunto
finito {*1,*2, . . . ,*=} de rectángulos cerrados cuyos interiores recubren �Y tales
que

∑=
8=1+ (*8) < Y. Sea una partición % de & tal que cada subrectángulo ( de %

pertenece a uno de los dos grupos siguientes

1. S1 que consiste en los subrectángulos ( tales que ( ⊂ *8 para algún 8.
2. S2 que consiste en los subrectángulos ( tales que (∩�Y = ∅.

En la figura 2.3 la partición % aparace indicada con líneas punteadas y �Y es la línea
curvada de trazo grueso. Como 5 es acotada | 5 (G) | < " para G ∈ &. Entonces
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Figura 2.3 Partición % y �Y

"( ( 5 ) −<( ( 5 ) < 2"

y por tanto ∑
(∈S1

(
"( ( 5 ) −<( ( 5 )

)
+ (() < 2"

=∑
8=1
+ (*8) < 2"Y

Por otra parte, si ( ∈ S2 tendremos O( 5 , G) < Y para G ∈ (. El lema 2.2 nos dice que
existe una partición %′ más fina que % tal que∑

(′⊂(

(
"(′ ( 5 ) −<(′

)
+ ((′) < Y+ (()

y esto es cierto para toda ( ∈ S2. De modo que finalmente

* ( 5 , %′) − ! ( 5 , %′) =
∑

(′⊂(∈S1

(
"(′ ( 5 ) −<(′ ( 5 )

)
+ ((′)

+
∑

(′⊂(∈S2

(
"(′ ( 5 ) −<(′ ( 5 )

)
+ ((′)

< 2"Y +
∑
(∈S2

Y+ (() ≤ 2"Y + Y+ (&)

y por tanto 5 es integrable.
Recíprocamente supongamos que 5 es integrable. Puesto que



64 2 Integración en R3

� = �1∪� 1
2
∪� 1

3
∪ . . .

bastará demostrar que � 1
=
tiene medida cero. Demostraremos que en realidad tiene

contenido cero.
Sea Y > 0 y % una partición de & tal que * ( 5 , %) − ! ( 5 , %) < Y

=
. Sea S la

colección de subrectángulos ( de % que cortan a � 1
=
. Pero si ( ∈ S entonces

"( ( 5 ) −<( ( 5 ) ≥ 1
=
. De modo que

1
=

∑
(∈S

+ (() ≤
∑
(∈S

(
"( ( 5 ) −<( ( 5 )

)
+ (()

≤
∑
(∈%

(
"( ( 5 ) −<( ( 5 )

)
+ (() =* ( 5 , %) − ! ( 5 , %) ≤ Y

=

de donde
∑
(∈S+ (() ≤ Y y por tanto hemos demostrado que cualquiera que sea Y > 0

existe un número finito de rectángulos ( que recubren � 1
=
tales que

∑
(∈S+ (() ≤ Y

por tanto � 1
=
tiene contenido cero.

�
Un corolario inmediato es la siguiente propiedad del producto de dos funciones:

Propiedad 2.10. Sea 5 y 6 dos funciones integrables en un rectángulo & ⊂ R3 .
Entonces 5 .6 es integrable.

Demostración:

Gracias al teorema anterior 2.3

5 es integrable si y solo si � = {G ∈ &; 5 no es continua en G} tiene medida nula.
6 es integrable si y solo si � = {G ∈ &; 6 no es continua en G} tiene medida nula.

Por tanto el conjunto � = {G ∈ &; 5 .6 no es continua en G} tiene medida nula pues
� ⊂ �∪� de modo que 5 .6 es integrable.

�

Integración en conjuntos que no son rectángulos

Vamos a considerar en este apartado la integración en conjunto más generales
que los rectángulos. Empezamos definiendo la función característica de un conjunto.
Sea � ⊂ R3 , la función característica de �, j� : R3→ R, se define mediante

j� (G) =
{

0 si G ∉ �
1 si G ∈ �

Si � ⊂ & para algún rectángulo cerrado & y 5 :&→ R es acotada, definimos
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C
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Figura 2.4 Conjunto General

∫
�

5 =

∫
&

5 .j�

suponiendo que 5 y j� sean integrables lo que ocurrirá si 5 y j� son integrables.

Teorema 2.4. La función j� : & → R es integrable si y solo si la frontera de �
tiene medida cero.

Demostración:

Una función es integrable si y solo si el conjunto de puntos donde no es continua
tiene medida cero. Por tanto la función característica j� de un conjunto � es
integrable si el conjunto de puntos donde no es continua tiene medida cero. Veamos
que el conjunto de puntos donde j� no es continua es precisamente la frontera de
�. En efecto, si G ∈ �̊ (interior de �) tendremos j� (G) = 1 y existe un entorno de G
contenido en � tal que j� (H) = 1 para todo punto H de este entorno, por tanto j� es
continua en �̊.

Si G ∈ �GC (�) (exterior de �) j� (G) = 0 y existe un de G contenido en �GC (�)
tal que j� (H) = 0 para todo punto H de este entorno, por tanto j� es continua en
�GC (�).

Finalmente si G ∈ m� (frontera de �) en todo entorno de G existen puntos de � y
del complementario �2 lo que implica que j� es discontinua en G.

�
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Comentario 2.3. Como la frontera de un conjunto es siempre un conjunto cerrado,
si el conjunto es acotado, en R3 la frontera será un conjunto compacto. Por tanto si
la frontera es de medida cero será también de contenido cero.

Definición 2.6. Un conjunto � ⊂ R3 acotado cuya frontera tiene medida nula
se denomina medible Jordan. La integral

∫
�

1 se denomina contenido o volumen
3-dimensional de �.

En los ejercicios 2.5, 2.6, 2.7 se trabaja con los anteriores conceptos y propiedades.

2.2. Teorema de Fubini

El teorema de Fubini es una herramienta fundamental en el cálculo de integrales
pues permite reducir el cálculo de integrales de funciones de varias variables a una
secuencia de integrales de una sola variable. Primeramente vamos a ilustrar este
teorema con una función de dos variables reales. Consideraremos la integral de una
función 5 : [0, 1] × [2, 3] → R como la de la figura 2.5

ti�1

<latexit sha1_base64="Ac/nm2svVAK9E6MUanC7Tl4ExLs=">AAAB6HicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql26mUhM3EhmCEaXJG5cYiKPBCakp6mBlp5HumtMyIR/0JVRd36PP+Df2OAsFLyr03VvJ3XLT6TQ5DhfVmFtfWNzq7hd2tnd2z8oHx61dZwqji0ey1h1faZRighbJEhiN1HIQl9ix5/czP3OIyot4uiepgl6IRtFIhCckRl1aJCJC3c2KFecqrOQvQpuDhXI1RyUP/vDmKchRsQl07rnOgl5GVMkuMRZqZ9qTBifsBH2DEYsRO1li3Vn9lkQK5vGaC/ev7MZC7Wehr7JhIzGetmbD//zeikF114moiQljLiJGC9IpU2xPW9tD4VCTnJqgHElzJY2HzPFOJnblEx9d7nsKrRrVbdevbyrVxq1/BBFOIFTOAcXrqABt9CEFnCYwDO8wbv1YD1ZL9brT7Rg5X+O4Y+sj2/hoIzf</latexit>

ti

<latexit sha1_base64="hoWbgew6RQ0YQBnkfsY91aqsZiY=">AAAB5HicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZgtEliRuXGAVJYEJ6mhro0PNId40JIfyBroy684v8Af/GBmeh4F2drns7qVtBqqQh1/1yCmvrG5tbxe3Szu7e/kH58KhtkkwLbIlEJboTcINKxtgiSQo7qUYeBQofgvH13H94RG1kEt/TJEU/4sNYhlJwsqM76st+ueJW3YXYKng5VCBXs1/+7A0SkUUYk1DcmK7npuRPuSYpFM5KvcxgysWYD7FrMeYRGn+6WHXGzsJEMxohW7x/Z6c8MmYSBTYTcRqZZW8+/M/rZhRe+VMZpxlhLGzEemGmGCVs3pgNpEZBamKBCy3tlkyMuOaC7F1Ktr63XHYV2rWqV69e3NYrjVp+iCKcwCmcgweX0IAbaEILBAzhGd7g3QmdJ+fFef2JFpz8zzH8kfPxDUici2E=</latexit>

Figura 2.5 Ilustracion del Teorema de Fubini

Sea C0, . . . , C= una partición de [0, 1]. Se divide el rectángulo [0, 1] × [2, 3] en =
bandas mediante los segmentos C8 × [2, 3].

Para cada G definimos la función 6G

6G : [2, 3] → R
H→ 5 (G, H)

El área por debajo del gráfico de 5 y por encima de G× [2, 3] es∫ 3

2

6G (H) 3H =
∫ 3

2

5 (G, H) 3H
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El volumen de la región por debajo de la gráfica de 5 y por encima de [C8−1, C8] × [2, 3]
es aproximadamente

(C8 − C8−1)
∫ 3

2

5 (G, H) 3H

y esto para cada G ∈ [C8−1, C8]. Así que podemos decir que∫
[0,1]×[2,3 ]

5 =

=∑
8=1

∫
[C8−1 ,C8 ]×[2,3 ]

5

es aproximadamente
=∑
8=1
(C8 − C8−1)

∫ 3

2

5 (G, H) 3H

Estas últimas sumas aparecen en la definición de∫ 1

0

(∫ 3

2

5 (G, H) 3H
)
3G

Ahora si definimos

ℎ(G) =
∫ 3

2

6G (H) 3H

es de esperar que∫
[0,1]×[2,3 ]

5 =

∫ 1

0

ℎ =

∫ 1

0

(∫ 3

2

5 (G, H) 3H
)
3G

Esto será así si 5 es continua. En el caso general se presentan dificultades. Por
ejemplo si 5 es discontinua en G0 × [2, 3], 5 es integrable en [0, 1] × [2, 3] pero
ℎ(G0) =

∫ 3
2
5 (G0, H) 3H puede no estar definida.

Pasamos ahora a enunciar y demostrar el teorema de Fubini en el caso general.
Dada 5 :&→ R donde& es un 3-rectángulo y 5 es acotada. Tanto si 5 es integrable
como si no lo es, el extremo superior de todas las sumas inferiores y el extremo
inferior de todas la sumas superiores siempre existe y los llamaremos integral inferior
e integral superior respectivamente. Utilizaremos la notación:
!
∫
&
5 integral inferior de 5

*
∫
&
5 integral superior de 5

Teorema 2.5. Sea � ⊂ RA y � ⊂ RB un A-rectángulo y un B-rectángulo cerrados y
sea 5 : �×�→ R una función integrable.

Para cada G ∈ � definimos 6G mediante

6G : �→ R
H→ 5 (G, H)

Y sea
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L(G) = !
∫
�

6G = !

∫
�

5 (G, H) 3H

U(G) =*
∫
�

6G =*

∫
�

5 (G, H) 3H

entonces L yU son integrables en � y∫
�×�

5 =

∫
�

L =
∫
�

(
!

∫
�

5 (G, H) 3H
)
3G (2.15)∫

�×�
5 =

∫
�

U =

∫
�

(
*

∫
�

5 (G, H) 3H
)
3G (2.16)

Comentario 2.4. Si todas las funciones 6G son integrables entonces L(G) =U(G)
y pondremos ∫

�×�
5 =

∫
�

(∫
�

5 (G, H) 3H
)
3G (2.17)

Demostración:

Sea %� una partición de � y %� una partición de �. Unidas originan una partición
% de �×� en la cual cada subrectángulo es de la forma ( = (�×(� donde (� es un
subrectángulo de %� y (� es un subrectángulo de %�. Tendremos

! ( 5 , %) =
∑
(∈%

<( ( 5 )+ (() =
∑

(�∈%�,(� ∈%�
<(�×(� ( 5 )+ ((�× (�)

=
∑
(�∈%�

( ∑
(� ∈%�

<(�×(� ( 5 )+ ((�)
)
+ ((�)

Ahora bien para todo G ∈ (� tenemos∑
(� ∈%�

<(�×(� ( 5 )+ ((�) ≤
∑

(� ∈%�
<(� (6G)+ ((�) ≤ L(G)

En consecuencia tomando el valor inferior para todo G ∈ (�∑
(� ∈%�

<(�×(� ( 5 )+ ((�) ≤ <(�
(
L

)
sumando para todo (� y multiplicando por + ((�)∑

(�∈%�

∑
(� ∈%�

<(�×(� ( 5 )+ ((�)+ ((�) ≤
∑
(�∈%�

<(�
(
L

)
+ ((�)

de donde obtenemos
! ( 5 , %) ≤ ! (L, %�)
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análogamente obtenemos
* (U, %�) ≤ * ( 5 , %)

reuniendo los resultados

! ( 5 , %) ≤ ! (L, %�) ≤ * (L, %�) ≤ * (U, %�) ≤ * ( 5 , %)

Ahora bien puesto que 5 es integrable

sup{! ( 5 , %} = ı́nf{* ( 5 , %} =
∫
�×�

5

de modo que al tomar el supremo sobre todas la sumas inferiores y el inferior sobre
las sumas superiores∫

�×�
5 = sup{! ( 5 , %)} = sup{! (L, %�)} = ı́nf{* (L, %�)}

= ı́nf{* (U, %�)} = ı́nf{* ( 5 , %} =
∫
�×�

5

en otras palabras L es integrable y∫
�×�

5 =

∫
�

L

ParaU análogamente tenemos las desigualdades

! ( 5 , %) ≤ ! (L, %�) ≤ ! (U, %�) ≤ * (U, %�) ≤ * ( 5 , %)

de donde ∫
�×�

5 =

∫
�

U

�

Comentario 2.5. Si L =U escribimos∫
�×�

5 =

∫
�

(∫
�

5 (G, H) 3H
)
3G

Análogamente intercambiando G e H∫
�×�

5 =

∫
�

(∫
�

5 (G, H) 3G
)
3H

Comentario 2.6. Si & = [01, 11] × [02, 12] × · · · × [0=, 1=] y 5 : & → R se pue-
de aplicar reiteradamente el teorema de Fubini si cada una de las integrales
“parciales” existen (por ejemplo si 5 es continua) y tenemos∫

&

5 =

∫ 1=

0=

(
. . .

(∫ 11

01

5 (G1, . . . G=) 3G1
)
3G2 . . .

)
3G=
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Comentario 2.7. Si � no es un rectángulo pero � ⊂ & siendo & un rectángulo
podemos aplicar el teorema de Fubini de la siguiente forma∫

�

5 =

∫
&

5 .j�

Por ejemplo sea � = [−1,1] × [−1,1] − {(G, H); ‖(G, H)‖ < 1}

x
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y =
p

1 � x2
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y = �
p

1 � x2
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Figura 2.6 Un dominio no rectangular

∫
�

5 =

∫ 1

−1

(∫ 1

−1
5 (G, H).j� (G, H) 3H

)
3G

Ahora bien
j� (G, H) =

{
1 si H >

√
1− G2 o H < −

√
1− G2

0 en otro caso

por lo tanto∫ 1

−1
5 (G, H).j� (G, H) 3H =

∫ −
√

1−G2

−1
5 (G, H) 3H +

∫ 1

√
1−G2

5 (G, H) 3H

En los ejercicios 2.8, 2.9, 2.10, 2.11, 2.12, 2.13, 2.14, 2.15 se ilustra la aplicación
del teorema de Fubini con distintos ejemplos.

Con la ayuda del teorema de Fubini podemos demostrar la igualdad de las deri-
vadas cruzadas.
Propiedad 2.11. Sea 5 : R2→ R tenemos

m2 5

mGmH
=
m2 5

mHmG
(2.18)

si estas funciones son continuas.
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Demostración:

Supongamos que en un punto G0( m2 5

mGmH
− m2 5

mHmG

)
(G0) > 0

Por ser estas derivadas continuas existirá un rectángulo de centro G0,
& = [0, 1] × [2, 3] en el que( m2 5

mGmH
− m2 5

mHmG

)
(G) > 0 ∀G ∈ & (2.19)

Tendremos entonces ∫
&

( m2 5

mGmH
− m2 5

mHmG

)
3G 3H > 0

Sin embargo por una parte∫ 3

2

∫ 1

0

m2 5

mGmH
3G 3H =

∫ 3

2

(∫ 1

0

m

mG

( m 5
mH

)
3G

)
3H

=

∫ 3

2

( m 5
mH
(1, H) − m 5

mH
(0, H)

)
3H

= 5 (1, 3) − 5 (1, 2) − 5 (0, 3) + 5 (0, 2)

y por otra parte ∫ 3

2

∫ 1

0

m2 5

mHmG
3G 3H =

∫ 1

0

(∫ 3

2

m

mH

( m 5
mG

)
3H

)
3G

=

∫ 1

0

( m 5
mG
(G, 3) − m 5

mG
(G, 2)

)
3G

= 5 (1, 3) − 5 (0, 3) − 5 (1, 2) + 5 (0, 2)

La diferencia entre las dos integrales es cero lo que contradice (2.19)
�

2.3. Cambio de variables

Buscamos una extensión en R3 de la fórmula válida en R:∫ 6 (1)

6 (0)
5 =

∫ 1

0

( 5 ◦6).6′
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donde 6 : [0, 1] → R define un cambio de variable siendo 5 : [6(0), 6(1)] → R una
función continua.

En R3 la fórmula del cambio de variables es∫
6 (�)

5 =

∫
�

( 5 ◦6) |34C6′ |

donde 6 : �→ R3 y 6′ es la matriz jacobiana de 6, es decir

6′ =
©­­­«
m61

mG1
m61

mG2 . . .
m61

mG3

...
...

...
m63

mG1
m63

mG2 . . .
m63

mG3

ª®®®¬
Para los lectores que no están familiarizados con la noción de determinante de una
matriz y sus propiedades véase la subsección 3.1.6 del capítulo 3.

La demostración en el caso 3 = 1 es sencilla: Sea � una primitiva de 5 , entonces

(� ◦6) ′ = (� ′ ◦6).6′ = ( 5 ◦6).6′

de modo que ∫ 6 (1)

6 (0)
5 (G) 3G = �

(
6(1)

)
−�

(
6(0)

)
y ∫ 1

0

( 5 ◦6).6′ = (� ◦6) (1) − (� ◦6) (0) = �
(
6(1)

)
−�

(
6(0)

)
Comentario 2.8. Si 6 es biyectiva, entonces la fórmula anterior se puede expresar
como ∫

6 ( [0,1])
5 =

∫
[0,1]
( 5 ◦6).|6′ |

Demostración:

En efecto, distingamos los casos 6 creciente y 6 decreciente. Por ejemplo sea
6 : [0, 1] → R y 6′ < 0 tendremos si 0 < 1⇒ 6(1) < 6(0) entonces∫ 6 (1)

6 (0)
5 = −

∫ 6 (0)

6 (1)
5 = −

∫ 0

1

( 5 ◦6).6′ =
∫ 1

0

( 5 ◦6).|6′ | =
∫
[0,1]
( 5 ◦6).|6′ |

�

Teorema 2.6. Del cambio de variable bajo el signo integral
Sea 6 : �→ R3 con � abierto tal que existe 6−1 y tanto 6 como 6−1 son de clase

�1 de modo que 6 es biyectiva y bicontinua y 34C 6′(G) ≠ 0 para todo G ∈ � . Sea �
un conjunto medible Jordan tal que � ⊂ � ⊂ R3 . Si 5 : 6(�) → R es una función
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integrable en 6(�) entonces∫
6 (�)

5 =

∫
�

( 5 ◦6) |34C 6′ | (2.20)

Demostración:

A

<latexit sha1_base64="xlMBcuLwO6idx19vG6modqbP+/s=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXGDcuIZGfBCakU+5AQ6czaTsmZMIL6MqoOx/JF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7p6DhVDNssFrHqBVSj4BLbhhuBvUQhjQKB3WB6t/C7j6g0j+WDmSXoR3QsecgZNXbUuh2WK27VXYqsg5dDBXI1h+XPwShmaYTSMEG17ntuYvyMKsOZwHlpkGpMKJvSMfYtShqh9rPlonNyEcaKmAmS5ft3NqOR1rMosJmImole9RbD/7x+asIbP+MySQ1KZiPWC1NBTEwWfcmIK2RGzCxQprjdkrAJVZQZe5WSre+tll2HTq3q1atXrXqlUcsPUYQzOIdL8OAaGnAPTWgDA4RneIN3Z+Q8OS/O60+04OR/TuGPnI9vhu+KUg==</latexit>

 

g(A)

<latexit sha1_base64="VaWm5L8ExyRkWiCxYEyFfVIP+gY=">AAAB5XicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxwQ1pCUaXGDcuMREkgYZMh9t2wvQnM1MTQngEXRl15wv5Ar6NU+xCwbP65p4zyT3XSwVX2ra/rNLa+sbmVnm7srO7t39QPTzqqSSTDLssEYnse1Sh4DF2NdcC+6lEGnkCH7zJTe4/PKJUPInv9TRFN6JBzH3OqM5HQf36fFSt2Q17IbIKTgE1KNQZVT+H44RlEcaaCarUwLFT7c6o1JwJnFeGmcKUsgkNcGAwphEqd7bYdU7O/EQSHSJZvH9nZzRSahp5JhNRHaplLx/+5w0y7V+5Mx6nmcaYmYjx/EwQnZC8MhlziUyLqQHKJDdbEhZSSZk2h6mY+s5y2VXoNRtOq3Fx16q1m8UhynACp1AHBy6hDbfQgS4wCOEZ3uDdCqwn68V6/YmWrOLPMfyR9fENCgOLKA==</latexit>

g

<latexit sha1_base64="haEj/pTiy4hOzjFgr0rTAYtlTwk=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZgtEliRuXkAiYwIT0NDXQoeeR7hoTQvgBXRl15yf5A/6NDc5Cwbs6Xfd2UreCVElDrvvlFDY2t7Z3irulvf2Dw6Py8UnHJJkW2BaJSvRDwA0qGWObJCl8SDXyKFDYDSa3C7/7iNrIJL6naYp+xEexDKXgZEet0aBccavuUmwdvBwqkKs5KH/2h4nIIoxJKG5Mz3NT8mdckxQK56V+ZjDlYsJH2LMY8wiNP1suOmcXYaIZjZEt37+zMx4ZM40Cm4k4jc2qtxj+5/UyCm/8mYzTjDAWNmK9MFOMErboy4ZSoyA1tcCFlnZLJsZcc0H2KiVb31stuw6dWtWrV69a9Uqjlh+iCGdwDpfgwTU04A6a0AYBCM/wBu/O0HlyXpzXn2jByf+cwh85H9+/o4p4</latexit>

E

<latexit sha1_base64="DSwECA+nPI3j2jlX7KX/mx4ttGU=">AAAB4nicbZDNSgMxFIXv1L9a/6ou3QSL4KrMlIouCyK4bMH+QDuUTHqnDc1khiQjlKEvoCtRdz6SL+DbmNZZaOtZfbnnBO65QSK4Nq775RQ2Nre2d4q7pb39g8Oj8vFJR8epYthmsYhVL6AaBZfYNtwI7CUKaRQI7AbT24XffUSleSwfzCxBP6JjyUPOqLGj1t2wXHGr7lJkHbwcKpCrOSx/DkYxSyOUhgmqdd9zE+NnVBnOBM5Lg1RjQtmUjrFvUdIItZ8tF52TizBWxEyQLN+/sxmNtJ5Fgc1E1Ez0qrcY/uf1UxPe+BmXSWpQMhuxXpgKYmKy6EtGXCEzYmaBMsXtloRNqKLM2KuUbH1vtew6dGpVr169atUrjVp+iCKcwTlcggfX0IB7aEIbGCA8wxu8OyPnyXlxXn+iBSf/cwp/5Hx8A4znilY=</latexit>

g(E)

<latexit sha1_base64="UdlxA+oJRinwJOOd0bjxCRTKwFA=">AAAB5XicbZDNSsNAFIVv6l+tf1WXbgaLUDclKRVdFkRwWcHWQhvKZHqTDJ38MDMRSukj6ErUnS/kC/g2TmoW2npW39xzBu65Xiq40rb9ZZXW1jc2t8rblZ3dvf2D6uFRTyWZZNhliUhk36MKBY+xq7kW2E8l0sgT+OBNrnP/4RGl4kl8r6cpuhENYu5zRnU+Cuo356NqzW7YC5FVcAqoQaHOqPo5HCcsizDWTFClBo6dandGpeZM4LwyzBSmlE1ogAODMY1QubPFrnNy5ieS6BDJ4v07O6ORUtPIM5mI6lAte/nwP2+Qaf/KnfE4zTTGzESM52eC6ITklcmYS2RaTA1QJrnZkrCQSsq0OUzF1HeWy65Cr9lwWo2Lu1at3SwOUYYTOIU6OHAJbbiFDnSBQQjP8AbvVmA9WS/W60+0ZBV/juGPrI9vD/+LLA==</latexit>

Figura 2.7 Ilustracion del cambio de variable

La demostración se realiza en varias etapas. Admitimos que si � esmedible Jordan
6(�) es también medible Jordan (véase el ejercicio 2.16 para una demostración).
Supondremos para simplificar la demostración evitando complicaciones técnicas
que 6(�) = R3 o bien 6(�) es un conjunto tal que contiene un 3-rectángulo & tal
que 6(�) ⊂ & ⊂ 6(�). Si 6(�) = R3 siempre existe un tal rectángulo pues 6(�) es
acotado por ser medible Jordan. Véase el ejercicio 2.17 para el caso más general.
Como suponemos que 6 está definida en � que contiene a �̄ consideraremos que �
es cerrado y por lo tanto compacto pues es acotado al ser medible Jordan.

Etapa 1: Si el teorema es cierto para 5 = 1 es cierto para 5 integrable cualquiera.
En efecto, primero observemos que si es cierto para 5 = 1 es cierto para to-
da función 5 constante. Sea & un 3-rectángulo tal que 6(�) ⊂ &. Extendemos
la función 5 mediante 0 fuera de 6(�) de modo que si G ∈ 6−1 (&)\� resul-
ta ( 5 ◦ 6) (G) = 5 (6(G)) = 0 pues 6(G) ∉ 6(�). Además obviamente tendremos∫
&
5 =

∫
6 (�) 5 .

Consideremos % una partición de &; para cada subrectángulo ( ∈ % llamemos
5( (G) = <( ( 5 ) para todo G ∈ ( (de modo que 5( es una función constante en ().
Tendremos

! ( 5 , %) =
∑
(∈%

<( ( 5 )+ (() =
∑
(∈%

∫
(

5( =
∑
(∈%

∫
6−1 (()

( 5( ◦6) |34C 6′ |

≤
∫
6−1 (&)

( 5 ◦6) |34C 6′ |

de modo que
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A

<latexit sha1_base64="xlMBcuLwO6idx19vG6modqbP+/s=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXGDcuIZGfBCakU+5AQ6czaTsmZMIL6MqoOx/JF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7p6DhVDNssFrHqBVSj4BLbhhuBvUQhjQKB3WB6t/C7j6g0j+WDmSXoR3QsecgZNXbUuh2WK27VXYqsg5dDBXI1h+XPwShmaYTSMEG17ntuYvyMKsOZwHlpkGpMKJvSMfYtShqh9rPlonNyEcaKmAmS5ft3NqOR1rMosJmImole9RbD/7x+asIbP+MySQ1KZiPWC1NBTEwWfcmIK2RGzCxQprjdkrAJVZQZe5WSre+tll2HTq3q1atXrXqlUcsPUYQzOIdL8OAaGnAPTWgDA4RneIN3Z+Q8OS/O60+04OR/TuGPnI9vhu+KUg==</latexit>

 

g(A)

<latexit sha1_base64="VaWm5L8ExyRkWiCxYEyFfVIP+gY=">AAAB5XicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxwQ1pCUaXGDcuMREkgYZMh9t2wvQnM1MTQngEXRl15wv5Ar6NU+xCwbP65p4zyT3XSwVX2ra/rNLa+sbmVnm7srO7t39QPTzqqSSTDLssEYnse1Sh4DF2NdcC+6lEGnkCH7zJTe4/PKJUPInv9TRFN6JBzH3OqM5HQf36fFSt2Q17IbIKTgE1KNQZVT+H44RlEcaaCarUwLFT7c6o1JwJnFeGmcKUsgkNcGAwphEqd7bYdU7O/EQSHSJZvH9nZzRSahp5JhNRHaplLx/+5w0y7V+5Mx6nmcaYmYjx/EwQnZC8MhlziUyLqQHKJDdbEhZSSZk2h6mY+s5y2VXoNRtOq3Fx16q1m8UhynACp1AHBy6hDbfQgS4wCOEZ3uDdCqwn68V6/YmWrOLPMfyR9fENCgOLKA==</latexit>

g

<latexit sha1_base64="haEj/pTiy4hOzjFgr0rTAYtlTwk=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZgtEliRuXkAiYwIT0NDXQoeeR7hoTQvgBXRl15yf5A/6NDc5Cwbs6Xfd2UreCVElDrvvlFDY2t7Z3irulvf2Dw6Py8UnHJJkW2BaJSvRDwA0qGWObJCl8SDXyKFDYDSa3C7/7iNrIJL6naYp+xEexDKXgZEet0aBccavuUmwdvBwqkKs5KH/2h4nIIoxJKG5Mz3NT8mdckxQK56V+ZjDlYsJH2LMY8wiNP1suOmcXYaIZjZEt37+zMx4ZM40Cm4k4jc2qtxj+5/UyCm/8mYzTjDAWNmK9MFOMErboy4ZSoyA1tcCFlnZLJsZcc0H2KiVb31stuw6dWtWrV69a9Uqjlh+iCGdwDpfgwTU04A6a0AYBCM/wBu/O0HlyXpzXn2jByf+cwh85H9+/o4p4</latexit>

g(E)

<latexit sha1_base64="UdlxA+oJRinwJOOd0bjxCRTKwFA=">AAAB5XicbZDNSsNAFIVv6l+tf1WXbgaLUDclKRVdFkRwWcHWQhvKZHqTDJ38MDMRSukj6ErUnS/kC/g2TmoW2npW39xzBu65Xiq40rb9ZZXW1jc2t8rblZ3dvf2D6uFRTyWZZNhliUhk36MKBY+xq7kW2E8l0sgT+OBNrnP/4RGl4kl8r6cpuhENYu5zRnU+Cuo356NqzW7YC5FVcAqoQaHOqPo5HCcsizDWTFClBo6dandGpeZM4LwyzBSmlE1ogAODMY1QubPFrnNy5ieS6BDJ4v07O6ORUtPIM5mI6lAte/nwP2+Qaf/KnfE4zTTGzESM52eC6ITklcmYS2RaTA1QJrnZkrCQSsq0OUzF1HeWy65Cr9lwWo2Lu1at3SwOUYYTOIU6OHAJbbiFDnSBQQjP8AbvVmA9WS/W60+0ZBV/juGPrI9vD/+LLA==</latexit>

Q

<latexit sha1_base64="oggZ1c2Q51gKQ4b+1AXI75tQm0M=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZgtEliRuXkAiYwIT0NAV06Hmku8aETPgBXRl15yf5A/6NDc5Cwbs6Xfd2UreCRElDrvvlFDY2t7Z3irulvf2Dw6Py8UnHxKkW2BaxivVDwA0qGWGbJCl8SDTyMFDYDaa3C7/7iNrIOLqnWYJ+yMeRHEnByY5arUG54lbdpdg6eDlUIFdzUP7sD2ORhhiRUNyYnucm5GdckxQK56V+ajDhYsrH2LMY8RCNny0XnbOLUawZTZAt37+zGQ+NmYWBzYScJmbVWwz/83opjW78TEZJShgJG7HeKFWMYrboy4ZSoyA1s8CFlnZLJiZcc0H2KiVb31stuw6dWtWrV69a9Uqjlh+iCGdwDpfgwTU04A6a0AYBCM/wBu/O0HlyXpzXn2jByf+cwh85H9+ez4pi</latexit>

E

<latexit sha1_base64="DSwECA+nPI3j2jlX7KX/mx4ttGU=">AAAB4nicbZDNSgMxFIXv1L9a/6ou3QSL4KrMlIouCyK4bMH+QDuUTHqnDc1khiQjlKEvoCtRdz6SL+DbmNZZaOtZfbnnBO65QSK4Nq775RQ2Nre2d4q7pb39g8Oj8vFJR8epYthmsYhVL6AaBZfYNtwI7CUKaRQI7AbT24XffUSleSwfzCxBP6JjyUPOqLGj1t2wXHGr7lJkHbwcKpCrOSx/DkYxSyOUhgmqdd9zE+NnVBnOBM5Lg1RjQtmUjrFvUdIItZ8tF52TizBWxEyQLN+/sxmNtJ5Fgc1E1Ez0qrcY/uf1UxPe+BmXSWpQMhuxXpgKYmKy6EtGXCEzYmaBMsXtloRNqKLM2KuUbH1vtew6dGpVr169atUrjVp+iCKcwTlcggfX0IB7aEIbGCA8wxu8OyPnyXlxXn+iBSf/cwp/5Hx8A4znilY=</latexit>

g�1(Q)

<latexit sha1_base64="YXeiboog5fprw/GBgq3+EU5Hlmo=">AAAB6nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpppGY4ELSEowuSdy4hER+DFQyHW5hwkzbzExNSMNL6MqoOx/HF/BtHLALBc/qm3vOJPdcP+ZMacf5snJr6xubW/ntws7u3v5B8fCoraJEUmzRiEey6xOFnIXY0kxz7MYSifA5dvzJzdzvPKJULArv9DRGT5BRyAJGiTaj+9FDeuHOys3zQbHkVJyF7FVwMyhBpsag+NkfRjQRGGrKiVI914m1lxKpGeU4K/QThTGhEzLCnsGQCFReulh4Zp8FkbT1GO3F+3c2JUKpqfBNRhA9VsvefPif10t0cO2lLIwTjSE1EeMFCbd1ZM9720MmkWo+NUCoZGZLm46JJFSb6xRMfXe57Cq0qxW3Vrls1kr1anaIPJzAKZTBhSuowy00oAUUBDzDG7xb3HqyXqzXn2jOyv4cwx9ZH99v040e</latexit>

Figura 2.8 Ilustracion del cambio de variable: Etapa 1

∫
&

5 ≤
∫
6−1 (&)

( 5 ◦6) |34C 6′ |

análogamente demostramos utilizando las sumas superiores
∑
(∈%"( ( 5 )+ (()∫

&

5 ≥
∫
6−1 (&)

( 5 ◦6) |34C 6′ |

Deducimos∫
6 (�)

5 =

∫
&

5 =

∫
6−1 (&)

( 5 ◦6) |34C 6′ | =
∫
�

( 5 ◦6) |34C 6′ |

Etapa 2: Si el teorema es cierto para 6 : � → R3 y para ℎ : � → R3 donde
6(�) ⊂ �, entonces es cierto para ℎ ◦6 : �→ R3 . En efecto,∫
(ℎ◦6) (�)

5 =

∫
ℎ (6 (�))

5 =

∫
6 (�)
( 5 ◦ ℎ) |34C ℎ′ |

=

∫
�

(
( 5 ◦ ℎ) ◦6

) (
|34C ℎ′ | ◦6

)
|34C 6′ | =

∫
�

5 ◦ (ℎ ◦6) |34C (ℎ ◦6) ′ |

donde hemos tenido en cuenta

(ℎ ◦6) ′(G) = ℎ′(6(G)).6′(G)
⇒ |34C (ℎ ◦6) ′(G) | = |34C ℎ′(6(G) |.|34C 6′(G) | = ( |34C ℎ′ | ◦6) (G).|34C 6′(G) |

Etapa 3: Sea ) : R3→ R3 una aplicación lineal con 34C) ≠ 0 entonces si ' es un
rectángulo ∫

) (')
1 =

∫
'

|34C) |

es decir el volumen +
(
) (')

)
de ) (') verifica

+
(
) (')

)
= |34C) |+ (')
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En efecto, toda aplicación lineal ) se puede descomponer como composición de
aplicaciones lineales elementales de la forma (véase ejercicio 2.18)

a) ) (G1, G2, . . . , G3) = (_G1, G2, . . . , G3)
b) ) (G1, G2, . . . , G3) = (G1 + G2, G3, . . . , G3)
c) ) (G1, G2, . . . , G8 , . . . , G 9 , . . . , G3) = (G1, G2, . . . , G 9 , . . . , G8 , . . . , G3)

Sea ' = [01, 11] × [02, 12] × · · · × [03 , 13]. Tendremos

• Para ) como en (a) |34C) | = |_ | y

) (') = [_01,_11] × [02, 12] × · · · × [03 , 13]

de modo que

+
(
) (')

)
= |_ | (11− 01).(12− 02). . . . (13 − 03) = |_ |+ (')

• Para ) como en (b) tenemos |34C) | = 1. Si

' = {(G1, . . . , G3); 01 ≤ G1 ≤ 11, . . . , 03 ≤ G3 ≤ 13}

) (') es

) (') = {(G1, . . . , G3); 01 + G2 ≤ G1 ≤ 11 + G2, . . . , 03 ≤ G3 ≤ 13}

de donde

+ () (') =
∫
) (')

1 =
∫ 13

03

∫ 13−1

03−1
· · ·

∫ 12

02

∫ 11+G2

01+G2
13G1 3G2 . . . 3G3

=

∫ 13

03

∫ 13−1

03−1
· · ·

∫ 12

02

∫ 11

01
13G1 3G2 . . . 3G3

=+ (') = |34C) |.+ (')

• Para ) como en (c) el cambio de variable equivale a un cambio de orden en la
integración al aplicar el teorema de Fubini.

• Finalmente para ) = )B ◦)B−1 ◦ · · · ◦)1 una composición de aplicaciones ele-
mentales lineales del tipo (a), (b) o (c) tendremos

+
(
) (')

)
=

∫
) (')

1 =
∫
)B ()B−1◦···◦)1) (')

1

= |34C)B |
∫
()B−1◦···◦)1) (')

1 = |34C)B |.|34C)B−1 | . . . |34C)1 |
∫
'

1

= |34C) |+ (')

Etapa 4: Sea ) : R3→ R3 una aplicación lineal con 34C) ≠ 0 y � es un conjunto
medible Jordan entonces
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) (�)

1 =
∫
�

|34C) |

En efecto, ya hemos visto que la propiedad es cierta para conjuntos que son
rectángulos. Sea ahora un rectángulo ' que contiene al conjunto �. Para todo
Y > 0 existe una partición % tal que

* (j�, %) − ! (j�, %) < Y

(En efecto, si � es medible Jordan , j� es integrable en el rectángulo ' y por
tanto existe tal partición)
Si llamamos

�1 = {( ∈ %; (∩ � ≠ ∅} y �2 = {( ∈ %; ( ⊂ �}

se tiene que �1 y �2 son medibles pues es unión finita de conjuntos medibles.
Puesto que �2 ⊂ � ⊂ �1 tendremos

+ (�2) ≤ + (�) ≤ + (�1) (2.21)

también

* (j�, %) =
∑
(∈%

"( (j�)+ (() =
∑

(∈%; (∩�≠∅
+ (() =+ (�1)

y

! (j�, %) =
∑
(∈%

<( (j�)+ (() =
∑

(∈%; (⊂�
+ (() =+ (�2)

Por otra parte
) (�1) =

⋃
(∈�1

) (()

por tanto

+
(
) (�1)

)
=

∑
(∈�1

+
(
) (()

)
=

∑
(∈�1

|34C) |+ (() = |34C) |+ (�1)

y también
) (�2) =

⋃
(∈�2

) (()

de modo que

+
(
) (�2)

)
=

∑
(∈�2

+
(
) (()

)
=

∑
(∈�2

|34C) |+ (() = |34C) |+ (�2)

Como �2 ⊂ � ⊂ �1 tenemos ) (�2) ⊂ ) (�) ⊂ ) (�1) por lo tanto
+ () (�2)) ≤ +

(
) (�)

)
⊂ +

(
) (�1)

)
y sustituyendo los valores obtenidos de ) (�1)
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y ) (�2)
|34C) |+ (�2) ≤ +

(
) (�)

)
≤ |34C) |+ (�1) (2.22)

multiplicando por |34C) | la desigualdad 2.21

|34C) |+ (�2) ≤ |34C) |+ (�) ≤ |34C) |+ (�1) (2.23)

De las desigualdades (2.22) y (2.23) se obtiene cambiando de signo (2.23) y
sumando con (2.22)

|34C) |
(
+ (�2) −+ (�1)

)
≤ + () (�)) − |34C) |+ (�) ≤ |34C) |

(
+ (�1) −+ (�2)

)
es decir ��+ () (�)) − |34C) |+ (�)�� ≤ |34C) | (+ (�1) −+ (�2)

)
= |34C) |

(
* (j�, %) − ! (j�, %)

)
≤ |34C) |Y

como esto es cierto para todo Y > 0 tenemos

+ () (�)) = |34C) |+ (�)

Etapa 5: Observemos primero que según lo visto en la etapa 2 de esta demostra-
ción, dado un punto 0 ∈ � podemos suponer que 6′(0) es la matriz identidad �3.
En efecto, si ) es la aplicación lineal ) = �6(0) entonces ()−1 ◦ 6) ′(0) = �3 y
puesto que el teorema es cierto para ) , si es cierto para )−1 ◦ 6 será cierto para
) ◦)−1 ◦6 = 6.
Demostraremos que existe un entorno* de 0 ∈ � y un 3-rectángulo&0 ⊂* (que
podemos suponer de centro 0) en el que se verifica (2.20). La demostración se
realiza utilizando el principio de inducción sobre 3. Ya hemos visto que el teore-
ma es cierto para 3 = 1. Supongamos entonces que también es cierto para (3−1).
Sea 0 ∈ � un punto donde 6′(0) = �3. Definimos ℎ : � → R3 por ℎ(G) =
(61 (G), . . . , 63−1 (G), G3). Tendremos ℎ′(0) =

(
(61) ′(0), . . . , (63−1) ′(0), G ′

3

) C
= �3.

Por lo tanto en un entorno * ′ ⊂ � de 0 la función ℎ es biyectiva y 34C ℎ′(G) ≠ 0.
Podemos definir : : ℎ(* ′) → R3 mediante : (G) =

(
G1, . . . , G3−1, 6

3 (ℎ−1 (G))
) C .

Con esto hemos puesto 6 como la composición de dos aplicaciones 6 = : ◦ ℎ
cada una de las cuales cambia menos de 3 coordenadas. Ya hemos indicado que
ℎ′(0) = �3, veamos que también : ′(ℎ(0)) = �3, en efecto

(63 ◦ ℎ−1) ′(ℎ(0)) = (63) ′(0).(ℎ−1) ′(ℎ(0)) = (63) ′(0).(ℎ′(0))−1

= (63) ′(0) = (0,0, . . . ,0,1)

donde hemos aplicado (1.35). De modo que
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: ′(ℎ(0)) = (G′1, . . . , G
′

3−1, (6
3 ◦ ℎ−1) ′) (ℎ(0)) =

©­­­­«
1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...
...

...

0 0 . . . 1

ª®®®®¬
= �3

En consecuencia en un entorno abierto + con ℎ(0) ∈ + ⊂ ℎ(* ′) la función :
es biyectiva y 34C : ′(G) ≠ 0. Poniendo * = :−1 (+) se tiene 6 = : ◦ ℎ, donde
ℎ : * → R3 y : : + = ℎ(*) → R3 . Probaremos el resultado para ℎ, siendo la
demostración para : análoga (véase ejercicio 2.19) . Aplicando el resultado de la
etapa 2 tendremos el resultado.
Sea ahora un 3-rectángulo &0 ⊂ * de la forma ' × [03 , 13] donde ' es un
(3 −1)-rectángulo. En virtud del teorema de Fubini∫

ℎ (&0)
1 =

∫
[03 ,13 ]

(∫
ℎ ('×[G3 ])

13G1 . . . 3G3−1

)
3G3

Sea ℎG3 : R3−1→ R3−1 definida por

ℎG3 (G1, . . . , G3−1) =
(
61 (G1, . . . , G3), . . . , 63−1 (G1, . . . , G3)

) C
cada ℎG3 es evidentemente biyectiva y tenemos teniendo en cuenta que G3 es un
valor fijo

34C (ℎG3 ) ′(G1, . . . , G3−1) =

©­­­­­­«

m61

mG1
. . .

m61

mG3−1
m62

mG1
. . .

m62

mG3−1
...

...
...

m63−1

mG1
. . .

m63−1

mG3−1

ª®®®®®®¬
por otra parte

34C (ℎ) ′(G1, . . . , G3) =

©­­­­­­­­«

m61

mG1
. . .

m61

mG3−1

m61

mG3
m62

mG1
. . .

m62

mG3−1

m61

mG3
...

...
...

...
m63−1

mG1
. . .

m63−1

mG3−1

m63−1

mG3

0 0 0 1

ª®®®®®®®®¬
por lo tanto

| 34C (ℎG3 ) ′(G1, . . . , G3−1) |=| 34C (ℎ) ′(G1, . . . , G3) |≠ 0

Además ∫
ℎ ('×[G3 ])

13G1 . . . 3G3−1 =

∫
ℎ
G3
(')

13G1 . . . 3G3−1

Aplicando el teorema en el caso 3 −1 da
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ℎ (&0)

1 =
∫
[03 ,13 ]

(∫
ℎ
G3
(')

13G1 . . . 3G3−1

)
3G3

=

∫
[03 ,13 ]

(∫
'

1|34C (ℎG3 ) ′(G1, . . . , G3−1) | 3G1 . . . 3G3−1

)
3G3

=

∫
[03 ,13 ]

(∫
'

1|34C ℎ′(G1, . . . , G3) | 3G1 . . . 3G3−1

)
3G3

=

∫
&0

|34C ℎ′ |

 

h

<latexit sha1_base64="F7ZPF4vyOIR1RMlZdW41e478U70=">AAAB4nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVagtEliRuXkAiYQEOmwy2dMNM2M1MT0vACujLqzkfyBXwbB+xCwbP65p4zyT03SAXXxnW/nNLG5tb2Tnm3srd/cHhUPT7p6SRTDLssEYl6CKhGwWPsGm4EPqQKqQwE9oPp7cLvP6LSPInvzSxFX9JJzEPOqLGjTjSq1ty6uxRZB6+AGhRqj6qfw3HCMomxYYJqPfDc1Pg5VYYzgfPKMNOYUjalExxYjKlE7efLRefkIkwUMRGS5ft3NqdS65kMbEZSE+lVbzH8zxtkJrzxcx6nmcGY2Yj1wkwQk5BFXzLmCpkRMwuUKW63JCyiijJjr1Kx9b3VsuvQa9S9Zv2q06y1GsUhynAG53AJHlxDC+6gDV1ggPAMb/DujJ0n58V5/YmWnOLPKfyR8/ENwSGKeQ==</latexit>

k

<latexit sha1_base64="a5o+ZK2EPJ1Sv1Y5CWRuOTGheHA=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZgtEliRuXkAiYwIT0NAV06Hmku8aETPgBXRl15yf5A/6NDc5Cwbs6Xfd2UreCRElDrvvlFDY2t7Z3irulvf2Dw6Py8UnHxKkW2BaxivVDwA0qGWGbJCl8SDTyMFDYDaa3C7/7iNrIOLqnWYJ+yMeRHEnByY5a00G54lbdpdg6eDlUIFdzUP7sD2ORhhiRUNyYnucm5GdckxQK56V+ajDhYsrH2LMY8RCNny0XnbOLUawZTZAt37+zGQ+NmYWBzYScJmbVWwz/83opjW78TEZJShgJG7HeKFWMYrboy4ZSoyA1s8CFlnZLJiZcc0H2KiVb31stuw6dWtWrV69a9Uqjlh+iCGdwDpfgwTU04A6a0AYBCM/wBu/O0HlyXpzXn2jByf+cwh85H9/Fm4p8</latexit>

g = k � h

<latexit sha1_base64="ZsSPVwfyn7oL/JU2sLM9ZMiKBbM=">AAAB63icbZDNSgMxFIXv1L9a/6ou3QSL4KrMlIpuhIIblxXsD7ZDyaR3OqHJzJBkhFL6FLoSdefb+AK+jWmdhbae1Zd7TuCeG6SCa+O6X05hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8etXWSKYYtlohEdQOqUfAYW4Ybgd1UIZWBwE4wvpn7nUdUmifxvZmk6Es6innIGTV29DC6HvcZV4xEg3LFrboLkVXwcqhAruag/NkfJiyTGBsmqNY9z02NP6XKcCZwVupnGlPKxnSEPYsxlaj96WLjGTkLE0VMhGTx/p2dUqn1RAY2I6mJ9LI3H/7n9TITXvlTHqeZwZjZiPXCTBCTkHlxMuQKmRETC5QpbrckLKKKMmPPU7L1veWyq9CuVb169eKuXmnU8kMU4QRO4Rw8uIQG3EITWsAghmd4g3dHOk/Oi/P6Ey04+Z9j+CPn4xvZpI3/</latexit>

y

<latexit sha1_base64="MNaLjrTzo6V0XVjdinVAdOAf2gs=">AAAB4nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVagtEliRuXkAiYQEOmwy1MmGmbmalJ0/ACujLqzkfyBXwbB+xCwbP65p4zyT03SATXxnW/nNLG5tb2Tnm3srd/cHhUPT7p6ThVDLssFrF6CKhGwSPsGm4EPiQKqQwE9oPZ7cLvP6LSPI7uTZagL+kk4iFn1NhRJxtVa27dXYqsg1dADQq1R9XP4ThmqcTIMEG1HnhuYvycKsOZwHllmGpMKJvRCQ4sRlSi9vPlonNyEcaKmCmS5ft3NqdS60wGNiOpmepVbzH8zxukJrzxcx4lqcGI2Yj1wlQQE5NFXzLmCpkRmQXKFLdbEjalijJjr1Kx9b3VsuvQa9S9Zv2q06y1GsUhynAG53AJHlxDC+6gDV1ggPAMb/DujJ0n58V5/YmWnOLPKfyR8/EN2n+Kig==</latexit>

g1(a1, y)

<latexit sha1_base64="gLrVmWgMOVTD0atFzG0hPaoaqN0=">AAAB63icbZDNSgMxFIXv+FvrX9Wlm2ARKkiZKRVdFty4rGB/sB1LJs20oUlmSDLCMPQpdCXqzrfxBXwb0zoLbT2rL/ecwD03iDnTxnW/nJXVtfWNzcJWcXtnd2+/dHDY1lGiCG2RiEeqG2BNOZO0ZZjhtBsrikXAaSeYXM/8ziNVmkXyzqQx9QUeSRYygo0d3Y8evAoeeOfp2aBUdqvuXGgZvBzKkKs5KH32hxFJBJWGcKx1z3Nj42dYGUY4nRb7iaYxJhM8oj2LEguq/Wy+8RSdhpFCZkzR/P07m2GhdSoCmxHYjPWiNxv+5/USE175GZNxYqgkNmK9MOHIRGhWHA2ZosTw1AImitktERljhYmx5yna+t5i2WVo16pevXpxWy83avkhCnAMJ1ABDy6hATfQhBYQkPAMb/DuCOfJeXFef6IrTv7nCP7I+fgGxbONSA==</latexit>

g1(b1, y)

<latexit sha1_base64="j8A3wZQYGnwHY2sbaukvsogC9Cw=">AAAB63icbZDNSgMxFIXv+FvrX9Wlm2ARKkiZKRVdFty4rGB/sB1LJs20oUlmSDLCMPQpdCXqzrfxBXwb0zoLbT2rL/ecwD03iDnTxnW/nJXVtfWNzcJWcXtnd2+/dHDY1lGiCG2RiEeqG2BNOZO0ZZjhtBsrikXAaSeYXM/8ziNVmkXyzqQx9QUeSRYygo0d3Y8evEow8M7Ts0Gp7FbdudAyeDmUIVdzUPrsDyOSCCoN4VjrnufGxs+wMoxwOi32E01jTCZ4RHsWJRZU+9l84yk6DSOFzJii+ft3NsNC61QENiOwGetFbzb8z+slJrzyMybjxFBJbMR6YcKRidCsOBoyRYnhqQVMFLNbIjLGChNjz1O09b3FssvQrlW9evXitl5u1PJDFOAYTqACHlxCA26gCS0gIOEZ3uDdEc6T8+K8/kRXnPzPEfyR8/ENxzaNSQ==</latexit>

a1

<latexit sha1_base64="ci0vp1Ack+eM0u6WKFgT8EaHy/4=">AAAB5HicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZgtEliRuXGAVJYEJqmhro0PNId48JIfyBroy684v8Af/GBmeh4F2drns7qVtBKoU2rvvlFNbWNza3itulnd29/YPy4VFbJ5ni1OKJTFQnQE1SxNQywkjqpIowCiQ9BOPruf/wSEqLJL43k5T8CIexCAVHY0d32Pf65YpbdRdiq+DlUIFczX75szdIeBZRbLhErbuemxp/isoILmlW6mWaUuRjHFLXYowRaX+6WHXGzsJEMTMitnj/zk4x0noSBTYToRnpZW8+/M/rZia88qciTjNDMbcR64WZZCZh88ZsIBRxIycWkCtht2R8hAq5sXcp2frectlVaNeqXr16cVuvNGr5IYpwAqdwDh5cQgNuoAkt4DCEZ3iDdyd0npwX5/UnWnDyP8fwR87HN9h9ixY=</latexit>

b1

<latexit sha1_base64="/12JlnwezVM6GPH7o9TzvGN//y4=">AAAB5HicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZgtEliRuXGAVJYEJ6mhro0PNId40JIfyBroy684v8Af/GBmeh4F2drns7qVtBqqQh1/1yCmvrG5tbxe3Szu7e/kH58KhtkkwLbIlEJboTcINKxtgiSQo7qUYeBQofgvH13H94RG1kEt/TJEU/4sNYhlJwsqO7oO/1yxW36i7EVsHLoQK5mv3yZ2+QiCzCmITixnQ9NyV/yjVJoXBW6mUGUy7GfIhdizGP0PjTxaozdhYmmtEI2eL9OzvlkTGTKLCZiNPILHvz4X9eN6Pwyp/KOM0IY2Ej1gszxShh88ZsIDUKUhMLXGhpt2RixDUXZO9SsvW95bKr0K5VvXr14rZeadTyQxThBE7hHDy4hAbcQBNaIGAIz/AG707oPDkvzutPtODkf47hj5yPb9n9ixc=</latexit>

Figura 2.9 Teorema del cambio de variable

Etapa 6:
Sea 0 ∈ �, según hemos visto en la etapa 5 existe un 3-rectángulo &0 en el que
se ha demostrado que se verifica∫

6 (&0)
1 =

∫
&0

|34C 6′ |

El conjunto de los &0 para todo 0 ∈ � recubren �. Como � es compacto existirá
un número finito &8; 8 = 1, . . . , ? de estos rectángulos recubriendo �, de modo
que 0 ∈ � ⊂ ⋃

8=1,..., ?&8 . Sea X = 3 (�,�2). Siempre podemos elegir los 3-
rectángulos &0 y por tanto los &8 que tengan diámetro menor que X/2. De
esta manera &8 ⊂ � para todo 8 = 1, . . . , ?. Sea ahora un 3-rectángulo ' tal que⋃
8=1,..., ?&8 ⊂ ' y prolongamos las caras de los 3-rectángulos&8 , 8 = 1, . . . , ? de

modo que formamos una partición % de ' (véase la figura 2.10). Si 5 : 6(�) →R
es integrable en 6(�) extendemos mediante cero esta función fuera de 6(�).
Tendremos aplicando el resultado de la etapa 1 que el resultado será cierto para
cualquier función integrable en 6(&8). En particular el resultado es válido para
la función j6 (() 5 de modo que se verifica∫

6 (()
5 =

∫
6 (&8)

j6 (() 5 =

∫
&8

(j6 (() 5 ◦6) |34C 6′ |

igualdad que podemos escribir para ( ⊂ &8 como
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R

<latexit sha1_base64="2eGnDbWVt/7oT3YJIewTcK13JYA=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG5cgpGfBCakU+5AQ6czaTsmZMIL6MqoOx/JF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7p6DhVDNssFrHqBVSj4BLbhhuBvUQhjQKB3WB6u/C7j6g0j+WDmSXoR3QsecgZNXbUuh+WK27VXYqsg5dDBXI1h+XPwShmaYTSMEG17ntuYvyMKsOZwHlpkGpMKJvSMfYtShqh9rPlonNyEcaKmAmS5ft3NqOR1rMosJmImole9RbD/7x+asIbP+MySQ1KZiPWC1NBTEwWfcmIK2RGzCxQprjdkrAJVZQZe5WSre+tll2HTq3q1atXrXqlUcsPUYQzOIdL8OAaGnAHTWgDA4RneIN3Z+Q8OS/O60+04OR/TuGPnI9voE2KYw==</latexit>

Qi

<latexit sha1_base64="dH80tNOleCnd9+zzgfrajg8/Pm0=">AAAB5HicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG5cQpSfBCakU+5AQzszaTsmZMIb6MqoO5/IF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7p6DhVDNssFrHqBVSj4BG2DTcCe4lCKgOB3WB6u/C7j6g0j6MHM0vQl3Qc8ZAzauzovjXkw3LFrbpLkXXwcqhAruaw/DkYxSyVGBkmqNZ9z02Mn1FlOBM4Lw1SjQllUzrGvsWIStR+tlx1Ti7CWBEzQbJ8/85mVGo9k4HNSGometVbDP/z+qkJb/yMR0lqMGI2Yr0wFcTEZNGYjLhCZsTMAmWK2y0Jm1BFmbF3Kdn63mrZdejUql69etWqVxq1/BBFOINzuAQPrqEBd9CENjAYwzO8wbsTOk/Oi/P6Ey04+Z9T+CPn4xsUHIs+</latexit>

S

<latexit sha1_base64="scCKL2DlzpODCI6kVc/lt/P12oM=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxYUVmDEaXJG5cQpSfBCakU+5AQ6czaTsmZMIL6MqoOx/JF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7p6DhVDNssFrHqBVSj4BLbhhuBvUQhjQKB3WB6u/C7j6g0j+WDmSXoR3QsecgZNXbUuh+WK27NXYqsg5dDBXI1h+XPwShmaYTSMEG17ntuYvyMKsOZwHlpkGpMKJvSMfYtShqh9rPlonNyEcaKmAmS5ft3NqOR1rMosJmImole9RbD/7x+asIbP+MySQ1KZiPWC1NBTEwWfcmIK2RGzCxQprjdkrAJVZQZe5WSre+tll2HzmXNq9euWvVKo5ofoghncA5V8OAaGnAHTWgDA4RneIN3Z+Q8OS/O60+04OR/TuGPnI9vnsmKWg==</latexit>

S

<latexit sha1_base64="scCKL2DlzpODCI6kVc/lt/P12oM=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxYUVmDEaXJG5cQpSfBCakU+5AQ6czaTsmZMIL6MqoOx/JF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7p6DhVDNssFrHqBVSj4BLbhhuBvUQhjQKB3WB6u/C7j6g0j+WDmSXoR3QsecgZNXbUuh+WK27NXYqsg5dDBXI1h+XPwShmaYTSMEG17ntuYvyMKsOZwHlpkGpMKJvSMfYtShqh9rPlonNyEcaKmAmS5ft3NqOR1rMosJmImole9RbD/7x+asIbP+MySQ1KZiPWC1NBTEwWfcmIK2RGzCxQprjdkrAJVZQZe5WSre+tll2HzmXNq9euWvVKo5ofoghncA5V8OAaGnAHTWgDA4RneIN3Z+Q8OS/O60+04OR/TuGPnI9vnsmKWg==</latexit>

Figura 2.10 Construcción de la partición % de '

A

<latexit sha1_base64="xlMBcuLwO6idx19vG6modqbP+/s=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXGDcuIZGfBCakU+5AQ6czaTsmZMIL6MqoOx/JF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7p6DhVDNssFrHqBVSj4BLbhhuBvUQhjQKB3WB6t/C7j6g0j+WDmSXoR3QsecgZNXbUuh2WK27VXYqsg5dDBXI1h+XPwShmaYTSMEG17ntuYvyMKsOZwHlpkGpMKJvSMfYtShqh9rPlonNyEcaKmAmS5ft3NqOR1rMosJmImole9RbD/7x+asIbP+MySQ1KZiPWC1NBTEwWfcmIK2RGzCxQprjdkrAJVZQZe5WSre+tll2HTq3q1atXrXqlUcsPUYQzOIdL8OAaGnAPTWgDA4RneIN3Z+Q8OS/O60+04OR/TuGPnI9vhu+KUg==</latexit>

g(A)

<latexit sha1_base64="VaWm5L8ExyRkWiCxYEyFfVIP+gY=">AAAB5XicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxwQ1pCUaXGDcuMREkgYZMh9t2wvQnM1MTQngEXRl15wv5Ar6NU+xCwbP65p4zyT3XSwVX2ra/rNLa+sbmVnm7srO7t39QPTzqqSSTDLssEYnse1Sh4DF2NdcC+6lEGnkCH7zJTe4/PKJUPInv9TRFN6JBzH3OqM5HQf36fFSt2Q17IbIKTgE1KNQZVT+H44RlEcaaCarUwLFT7c6o1JwJnFeGmcKUsgkNcGAwphEqd7bYdU7O/EQSHSJZvH9nZzRSahp5JhNRHaplLx/+5w0y7V+5Mx6nmcaYmYjx/EwQnZC8MhlziUyLqQHKJDdbEhZSSZk2h6mY+s5y2VXoNRtOq3Fx16q1m8UhynACp1AHBy6hDbfQgS4wCOEZ3uDdCqwn68V6/YmWrOLPMfyR9fENCgOLKA==</latexit>

g

<latexit sha1_base64="haEj/pTiy4hOzjFgr0rTAYtlTwk=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZgtEliRuXkAiYwIT0NDXQoeeR7hoTQvgBXRl15yf5A/6NDc5Cwbs6Xfd2UreCVElDrvvlFDY2t7Z3irulvf2Dw6Py8UnHJJkW2BaJSvRDwA0qGWObJCl8SDXyKFDYDSa3C7/7iNrIJL6naYp+xEexDKXgZEet0aBccavuUmwdvBwqkKs5KH/2h4nIIoxJKG5Mz3NT8mdckxQK56V+ZjDlYsJH2LMY8wiNP1suOmcXYaIZjZEt37+zMx4ZM40Cm4k4jc2qtxj+5/UyCm/8mYzTjDAWNmK9MFOMErboy4ZSoyA1tcCFlnZLJsZcc0H2KiVb31stuw6dWtWrV69a9Uqjlh+iCGdwDpfgwTU04A6a0AYBCM/wBu/O0HlyXpzXn2jByf+cwh85H9+/o4p4</latexit>

g(S)

<latexit sha1_base64="2weypWCZD3kQOs9pXflFwJVJCTg=">AAAB5XicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxwQ1pCUaXJG5cYhQkgYZMh9t2wvQnM1MTQngEXRl15wv5Ar6NU+xCwbP65p4zyT3XSwVX2ra/rNLa+sbmVnm7srO7t39QPTzqqSSTDLssEYnse1Sh4DF2NdcC+6lEGnkCH7zJde4/PKJUPInv9TRFN6JBzH3OqM5HQf3ufFSt2Q17IbIKTgE1KNQZVT+H44RlEcaaCarUwLFT7c6o1JwJnFeGmcKUsgkNcGAwphEqd7bYdU7O/EQSHSJZvH9nZzRSahp5JhNRHaplLx/+5w0y7V+5Mx6nmcaYmYjx/EwQnZC8MhlziUyLqQHKJDdbEhZSSZk2h6mY+s5y2VXoNRtOq3Fx26q1m8UhynACp1AHBy6hDTfQgS4wCOEZ3uDdCqwn68V6/YmWrOLPMfyR9fENJPGLOg==</latexit>

Qi

<latexit sha1_base64="dH80tNOleCnd9+zzgfrajg8/Pm0=">AAAB5HicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG5cQpSfBCakU+5AQzszaTsmZMIb6MqoO5/IF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7p6DhVDNssFrHqBVSj4BG2DTcCe4lCKgOB3WB6u/C7j6g0j6MHM0vQl3Qc8ZAzauzovjXkw3LFrbpLkXXwcqhAruaw/DkYxSyVGBkmqNZ9z02Mn1FlOBM4Lw1SjQllUzrGvsWIStR+tlx1Ti7CWBEzQbJ8/85mVGo9k4HNSGometVbDP/z+qkJb/yMR0lqMGI2Yr0wFcTEZNGYjLhCZsTMAmWK2y0Jm1BFmbF3Kdn63mrZdejUql69etWqVxq1/BBFOINzuAQPrqEBd9CENjAYwzO8wbsTOk/Oi/P6Ey04+Z9T+CPn4xsUHIs+</latexit>

g(Qi)

<latexit sha1_base64="o9ZuWub/QstQkLcGKpr5Z/EH9OM=">AAAB53icbZDLTsJAFIZP8YZ4Q126mUhMcENagtEliRuXkMglgYZMh1MYmV4yMzUhDc+gK6PufB9fwLdxil0o+K++Of8/yfmPFwuutG1/WYWNza3tneJuaW//4PCofHzSVVEiGXZYJCLZ96hCwUPsaK4F9mOJNPAE9rzZbeb3HlEqHoX3eh6jG9BJyH3OqDaj7qTaHvHLUbli1+ylyDo4OVQgV2tU/hyOI5YEGGomqFIDx461m1KpORO4KA0ThTFlMzrBgcGQBqjcdLntglz4kSR6imT5/p1NaaDUPPBMJqB6qla9bPifN0i0f+OmPIwTjSEzEeP5iSA6IllpMuYSmRZzA5RJbrYkbEolZdqcpmTqO6tl16FbrzmN2lW7UWnW80MU4QzOoQoOXEMT7qAFHWDwAM/wBu8Wt56sF+v1J1qw8j+n8EfWxzeZI4wU</latexit>

S

<latexit sha1_base64="fxUV67JEqaqUmXWsRsF3YhxX85M=">AAAB4nicbZDNSgMxFIXv1L9a/6ou3QSL4ELKjFR0WXDjskX7A+1QMumdNjQzGZKMUIa+gK5E3flIvoBvY1pnoa1n9eWeE7jnBong2rjul1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHbS1TxbDFpJCqG1CNgsfYMtwI7CYKaRQI7AST27nfeUSluYwfzDRBP6KjmIecUWNHzftBueJW3YXIKng5VCBXY1D+7A8lSyOMDRNU657nJsbPqDKcCZyV+qnGhLIJHWHPYkwj1H62WHRGzkKpiBkjWbx/ZzMaaT2NApuJqBnrZW8+/M/rpSa88TMeJ6nBmNmI9cJUECPJvC8ZcoXMiKkFyhS3WxI2pooyY69SsvW95bKr0L6serXqVbNWqV/khyjCCZzCOXhwDXW4gwa0gAHCM7zBuzN0npwX5/UnWnDyP8fwR87HN5/9il4=</latexit>

Figura 2.11 teorema del cambio de variable. Etapa 6

∫
6 (()

5 =

∫
(

( 5 ◦6) |34C6′ |

Llamemos � = {( ∈ %; (∩ � ≠ ∅}. Los subrectángulos ( no se solapan, es decir,
si (1 y (2 son subrectángulos los interiores respectivos verfican (̊1∩ (̊2 = ∅. Por
la propia construcción de la partición % tendremos además

⋃
(∈� ((∩ �) = � y

también 6((∩ �) = 6(() ∩ 6(�) ya que 6 es biyectiva. Hemos considerado que
los subrectángulos ( son cerrados. De modo que

6(�) = 6
( ⋃
(∈�
((∩ �)

)
=

⋃
(∈�

6((∩ �) =
⋃
(∈�

(
6(() ∩6(�)

)
=

( ⋃
(∈�

6(()
)
∩6(�)
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Para el conjunto de los subrectángulos ( de la partición % tendremos teniendo en
cuenta que 5 = 0 en el exterior de 6(�)∫

6 (�)
5 =

∫(⋃
(∈� 6 (()

)
∩6 (�)

5 =

∫
⋃
(∈� 6 (()

5 =
∑
(∈�

∫
6 (()

5

=
∑
(∈�

∫
(

( 5 ◦6) |34C 6′ | =
∫
�

( 5 ◦6) |34C 6′ |

�
En los ejercicios 2.20, 2.21, 2.22, 2.23 y 2.24 se ilustra la aplicación del teorema

del cambio de variable.

Ejercicios del Capítulo 2

2.1.

5 : [0,1] × [0,1] → R

G, H→ 5 (G, H) =
{

0 si 0 ≤ G ≤ 1
2

1 si 1
2 < G ≤ 1

Demostrar que 5 es integrable y ∫
[0,1]×[0,1]

5 =
1
2

2.2. Demostrar que

sup{| 5 (G) − 5 (H) |; G ∈ (, H ∈ (} = sup{ 5 (G); G ∈ (} − ı́nf{ 5 (H); H ∈ (}

2.3. Sea

5 :& = [0,1] × [0,1] → R
G, H→ 5 (G, H) = G2H

Calcular
∫
&
5 aplicando la construcción de la subsección 2.1.1

2.4. -
a) Sea [0, 1] ⊂ R un intervalo cerrado de R. Demostrar que no tiene contenido cero.
b) Sea � ⊂ R3 un conjunto compacto y demedida cero demostrar que tiene contenido

cero.
c) Concluir que [0, 1] ⊂ R no tiene medida cero.

2.5. Sea & un 3-rectángulo y 5 : &→ R una función no negativa tal que
∫
&
5 = 0.

Probar que el conjunto � = {G ∈ &; 5 (G) ≠ 0} tiene medida cero.
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2.6. Sea & un 3-rectángulo. Dar un ejemplo de conjunto acotado � ⊂ & ⊂ R3 de
medida cero y tal que

∫
&
j� no exista.

2.7. a) Sea 5 : [0, 1] → R una función creciente, es decir

5 (G) ≥ 5 (H) si G ≥ H

Si G1 < G2 < . . . < G= ∈ [0, 1] probar que
=∑
8=1
O( 5 , G8) ≤ 5 (1) − 5 (0)

b) Sea 5 : [0, 1] → R una función creciente. Probar que {G; 5 discontinua en G}
tiene medida nula.

c) Concluir que si 5 : [0, 1] → R es creciente es integrable en [0, 1] ⊂ R.

2.8. Calcular
∫
�
5 para

� = {(G, H) ∈ R2; 0 < G < 1, 0 < H < G2}

5 (G, H) = G2

2.9. Calcular
∫
�
5 para

� = {(G, H) ∈ R2; 0 < G < 1, G < H < 1}

5 (G, H) = 4H2

2.10. Calcular
∫
�
5 para

� = {(G, H) ∈ R2; 1 < G < 2, 0 < H <
c

2G
}

5 (G, H) = cos(GH)

2.11. Calcular
∫
�
5 para

� = {(G, H) ∈ R2; |G | < 1, |H | < 1}

5 (G, H) = |G + H |

2.12. Calcular
∫
�
5 para

� = [−2,2] × [−1,1]

5 (G, H) =máx{G, H}

2.13. Calcular
∫
�
5 para

� = [−2,2] × [−1,1]

5 (G, H) = |máx{G, H}|
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2.14. Sea 5 : [0, 1] × [0, 1] → R probar∫ 1

0

∫ H

0

5 (G, H) 3G 3H =
∫ 1

0

∫ 1

G

5 (G, H) 3H 3G

2.15. Sea � la región acotada por los planos G = 0, H = 0, I = 2 y la superficie

I = G2 + H2, G ≥ 0, H ≥ 0

Calcular
∫
�
G 3G 3H 3I

2.16. -

a) Probar que si � ⊂ R3 es medible Jordan de medida nula y � : �→R3 una función
Lipschitziana, es decir existe una constante ! tal que si G e H son puntos de � se
tiene que

| |� (G) −� (H) | | ≤ ! | |G− H | |

entonces � (�) es medible Jordan de medida nula.
b) Sea � :*→ R3 con * un abierto de R3 de clase �1 en *. Sea � ⊂ R3 medible

Jordan de medida nula y tal que �̄ ⊂ *. Entonces � (�) es medible Jordan de
medida nula.

c) Sea � :*→ R3 con * un abierto de R3 de clase �1 en * y con inversa de clase
�1 en �̊. Sea � ⊂ R3 medible Jordan y tal que �̄ ⊂*. Entonces � (�) es medible
Jordan y además m (� (�)) ⊂ � (m�).

2.17. Demostrar el resultado de la etapa 1 en la demostración del teorema 2.6
en el caso más general en el que no podamos elegir un 3-rectángulo & tal que
6(�) ⊂ & ⊂ 6(�)

2.18. Probar que toda aplicación lineal ) : R3 → R3 se puede descomponer como
composición de aplicaciones lineales elementales de la forma

a) ) (G1, G2, . . . , G3) = (_G1, G2, . . . , G3)
b) ) (G1, G2, . . . , G3) = (G1 + G2, G3, . . . , G3)
c) ) (G1, G2, . . . , G8 , . . . , G 9 , . . . , G3) = (G1, G2, . . . , G 9 , . . . , G8 , . . . , G3)

2.19. Sea un 3-rectángulo & de la forma ' × [03 , 13] donde ' es un (3 − 1)-
rectángulo. Sea : : R3 → R3 tal que para todo G = (G1, . . . , G3) ∈ R3 ,
: (G) = (G1, . . . , G3 , :

3 (G1, . . . , G3)). Es decir la función : solo cambia la última coor-
denada dejando fijas las (3 −1) primeras. Demostrar∫

: (&)
1 =

∫
&

|34C: ′ |

2.20. Determinar la parte superior del volumen limitado por la intersección de
la superficie esférica G2 + H2 + I2 = 02, el plano I = 0 y la superficie cilíndrica
G2 + H2 = 0H.



84 2 Integración en R3

2.21. Determinar el volumen comprendido entre los cilindros G2 + H2 = 1, G2 + H2 = 4
el plano I = 0 y el paraboloide I = G2 + H2.

2.22. Calcular
∫
�
5 donde

� = {(G, H, I) ∈ R3; G2 + H2 + I2 < 02}

y
5 (G, H, I) = G2 + H2 + I2

utilizando el cambio de variable

6 :]0,∞[×]0,2c[×]0, c[→ R2

(A, \,i)C → (G, H, I)C

dado por

G = A cos\ sini
H = A sin\ sini
I = A cosi

2.23. Calcular
∫
�
5 donde

� = {(G, H, I) ∈ R3; G2 + H2 < 02; 0 < I < ;}

y
5 (G, H, I) = I2

utilizando el cambio de variable

6 :]0,∞[×]0,2c[×] −∞,∞[→ R2

(A, \, I)C → (G, H, I)C

dado por

G = A cos\
H = A sin\
I = I

2.24. Sea

�(?, @) =
∫ 1

0
G?−1 (1− G)@−1 3G

la integral euleriana de primera especie para ? > 0 y @ > 0. Si @ es entero, integrando
por partes sucesivamente se tiene

�(?, @) = (@−1) (@−2)..,1
?(? +1)...(? + @−1) =

Γ(@)Γ(?)
Γ(? + @)
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Recordemos que la función

Γ(?) =
∫ ∞

0
G?−14−G 3G

llamada integral euleriana de segunda especie es una función continua para ? > 0 que
coincide con la función factorial (?−1)! cuando ? es entero, es decir,Γ(?) = (?−1)!
para ? entero positivo. En efecto, integrando por partes

Γ(?) =
∫ ∞

0
G?−14−G 3G = [−G?−14−G]∞0 + (?−1)

∫ ∞

0
G?−24−G 3G

= (?−1)Γ(?−1)

Calcular
∫
�
5 donde

a)
� = {(G, H) ∈ R2; G > 0, H > 0, G + H < 1}

y
5 (G, H) = G@−1H@−1

b)
� = {(G, H, I) ∈ R3; G > 0, H > 0, I > 0 G + H + I < 1}

y
5 (G, H, I) = G?−1H@−1IA−1

c)
� = {(G, H, I) ∈ R3; G > 0, H > 0, I > 0, ( G

0
)U + ( H

1
)V + ( I

2
)W ≤ 1}

y
5 (G, H, I) = G?−1H@−1IA−1

d)

� = {(G, H, I) ∈ R3; G > 0, H > 0, I > 0,
G2

9
+ H

2

4
+ I2 ≤ 1}

y
5 (G, H, I) = GHI





Capítulo 3
Algebra Tensorial

En este capítulo recogemos las nociones básicas de álgebra tensorial como paso
preliminar para el desarrollo del cálculo tensorial. La referencias básicas son [6] y
[3].

3.1. Aplicaciones multilineales

En este capítulo + será siempre un espacio vectorial de dimensión finita. Su
dual, es decir el conjunto de aplicaciones lineales de + en R lo designamos +∗.
Nos referimos al dual algebraico. Recordemos que el dual topológico (aplicaciones
lineales continuas) solo tiene sentido en los espacios vectoriales topológicos, por
ejemplo espacios normados. En dimensión finita ambos espacios duales coinciden.

Una aplicación )

) :+× : veces. . . ×+ → R
E1, . . . , E8 , . . . , E: → ) (E1, . . . , E8 , . . . , E: )

se llama multilineal si para cada 8 = 1, . . . , : se tiene

) (E1, . . . , E8 + E′8 , . . . , E: ) = ) (E1, . . . , E8 , . . . , E: ) +) (E1, . . . , E
′
8 , . . . , E: ) ∀8 = 1, . . . , :

) (E1, . . . ,_E8 , . . . , E: ) = _) (E1, . . . , E8 , . . . , E: ) ∀8 = 1, . . . , : ∀_ ∈ R

Una aplicación multilineal ) :+× : veces. . . ×+→R se llama tensor covariante de orden
: en+ (o : tensor). SeaM: (+) el conjunto de los tensores de orden : sobre+ . Sean
(,) ∈M: (+), definimos la suma ( +) ∈M: (+) mediante

(( +)) (E1, . . . , E: ) = ((E1, . . . , E: ) +) (E1, . . . , E: ) ∀E1, . . . , E: ∈ +

y el producto de ( por un escalar _ ∈ R como el tensor _( ∈M: (+) que verifica

87
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(_() (E1, . . . , E: ) = _((E1, . . . , E: ) ∀E1, . . . , E: ∈ +

Con estas dos operacionesM: (+) es un espacio vectorial.
Sea +∗ el espacio dual de + , es decir el espacio de aplicaciones lineales de + en

R. Una aplicación multilineal ) :+∗× ; veces. . . ×+∗→ R se llama tensor contravariante
de orden ;. DenotamosM; (+) al espacio de los tensores contravariantes de orden ;.

De forma análoga se llama tensormixto : veces covariante y ; veces contravariante
a una aplicación multilineal ) : +× : veces. . . ×+ ×+∗× ; veces. . . ×+∗ → R. Denotamos
M;

:
(+) al espacio de los tensores : veces covariante y ; veces contravariante.
En lo sucesivo de manera general nos referiremos a tensores covariantes aunque

los conceptos y operaciones que se introducen se definen análogamente para los
tensores contravariantes y para tensores mixtos. Vamos ahora a definir una nueva
operación entre tensores, más precisamente el producto tensorial de dos tensores.

Definición 3.1. Producto Tensorial: Sea ( ∈ M: (+) y ) ∈ M; (+). El producto
( ⊗) ∈M:+; (+) es el tensor que para todo E1, . . . , E: , E:+1, . . . , E:+; ∈ + verifica

(( ⊗)) (E1, . . . , E: , E:+1, . . . , E:+;) = ((E1, . . . , E: ).) (E:+1, . . . , E:+;)

Recursivamente podemos definir el producto tensorial de A tensores

)1 ⊗ · · · ⊗)A

Las siguientes propiedades del producto tensorial se verifican sin dificultad.

Propiedades 3.1. Sean (, (1, (2 ∈M: (+), ),)1,)2 ∈M; (+),* ∈M< (+) y _ ∈ R,
tenemos las siguientes propiedades:

((1 + (2) ⊗) = (1 ⊗) + (2 ⊗) (3.1)
( ⊗ ()1 +)2) = ( ⊗)1 + ( ⊗)2 (3.2)
_( ⊗) = ( ⊗ (_)) = _(( ⊗)) (3.3)
(( ⊗)) ⊗* = ( ⊗ () ⊗*) (3.4)

Observaciones 3.1. El producto tensorial no es conmutativo. En general
( ⊗) ≠ ) ⊗ (.

De la definición de aplicación multilineal inmediatamente resulta queM1 (+) es
el espacio dual +∗

3.1.1. Bases en el espacio de tensores

Vamos a construir una base en el espacio de tensores a partir de una base en el
espacio + y de la correspondiente base dual en +∗.

Teorema 3.1. Sea {41, . . . , 43} una base de + y sea {i1, . . . , i3} la base dual, es
decir la base de +∗ que verifica i8 (4 9 ) = X89 . Entonces el conjunto de todos los
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productos tensoriales de : factores

i81 ⊗ · · · ⊗ i8: 1 ≤ 81, . . . , 8: ≤ 3

es una base deM: (+) que tiene dimensión 3:

Demostración:

Cualquier tensor ) ∈ M: (+) se tiene que poder expresar como combinación
lineal de los elementos de la base y estos elementos tienen que ser linealmente
independientes. Sean ahora : vectores de+ ,F1, . . . ,F: conF8 =

∑3
9=1 0

9

8
4 9 . Tenemos

) (F1, . . . ,F: ) = ) (
3∑
81=1

0
81
1 481 , . . . ,

3∑
8:=1

0
8:
:
48: ) =

3∑
81 ,...,8:=1

0
81
1 ...0

8:
:
) (481 , . . . , 48: )

Vamos a ver que ) se puede expresar como combinación lineal de

i81 ⊗ · · · ⊗ i8: 1 ≤ 81, . . . , 8: ≤ 3

En efecto observando que

i81 ⊗ · · · ⊗ i8: (F1, . . . ,F: ) = i81 (F1) . . . i8: (F: )

= i81 (
3∑
91

0
91
1 4 91 ) . . . i

8: (
3∑
9:

0
9:
:
4 9: )

=

3∑
91=1

0
91
1 i

81 (4 91 )· · ·
3∑
9:=1

0
9:
:
i8: (4 9: ) = 0

81
1 . . . 0

8:
:

es decir,

) (F1, . . . ,F: ) =
3∑

81 ,...,8:

) (481 , . . . , 48: )i81 ⊗ · · · ⊗ i8: (F1, . . . ,F: )

Como F1, . . . ,F: son vectores cualesquiera, resulta

) =

3∑
81 ,...,8:

) (481 , . . . , 48: )i81 ⊗ · · · ⊗ i8:

de modo que el sistema de tensores i81 ⊗ · · · ⊗ i8: 1 ≤ 81, . . . , 8: ≤ 3 es un sistema
generador.

Veamos que son linealmente independientes: Observemos primero que
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(i81 ⊗ · · · ⊗ i8: ) (4 91 , . . . , 4 9: ) = i81 (4 91 ). . . . .i8: (4 9: )

= X
81
91
. . . X

8:
9:
=

{
1 si 81 = 91, . . . , 8: = 9:
0 en caso contrario

Sean 081 ,...,8: tales que

3∑
81 ,...,8:

081 ,...,8:i
81 ⊗ · · · ⊗ i8: = 0

Aplicando ambos miembros a los vectores 4 91 , . . . , 4 9: se obtiene

3∑
81 ,...,8:

081 ,...,8:i
81 (4 91 ) ⊗ · · · ⊗ i8: (4 9: )

=

3∑
81 ,...,8:

081 ,...,8: X
91
81
. . . .X

93
83
= 0 91 ,..., 9: = 0

Finalmente el número de tensores de la base del espacio de tensoresM: (+) será el
número de las variaciones con repetición de d elementos tomados de : en : , es decir
3: .

�

Ejemplos de tensores

1. Un ejemplo de tensor es el producto escalar en R3 que es un tensor de orden
2. La base de los tensores de orden 2 en R3,M2 (R3) será: Sea {41, 42, 43} una
base de R3 y sea {i1, i2, i3} la base dual. Entonces la base deM2 (R3) es

i1 ⊗ i1 i1 ⊗ i2 i1 ⊗ i3

i2 ⊗ i1 i2 ⊗ i2 i2 ⊗ i3

i3 ⊗ i1 i3 ⊗ i2 i3 ⊗ i3


yM2 (R3) tiene dimensión 32 = 9.

3.1.2. Aplicaciones entre espacios de tensores

Sean+ y, dos espacios vectoriales y 5 :+→, una aplicación lineal. 5 induce
una aplicación que llamaremos 5 ∗ entre los espacios de tensoresM: (,) yM: (+),

5 ∗ :M: (,) →M: (+)
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está definida de la siguiente manera: Si ) ∈ M: (,) entonces 5 ∗) ∈ M: (+) es el
tensor tal que

( 5 ∗)) (E1, . . . , E: ) = ) ( 5 (E1), . . . , 5 (E: )) ∀ E1, . . . , E: ∈ + (3.5)

Propiedad 3.1. Sean + y , espacios vectoriales, 5 una aplicación lineal de + en
, , ( ∈M: (,) y ) ∈M; (,) se tiene

5 ∗ (( ⊗)) = 5 ∗( ⊗ 5 ∗) (3.6)

Demostración:

Se deja como ejercicio 3.1
�

3.1.3. Contracción de tensores

Sea ) ∈ M;
:
(+). Sea {41, . . . , 43} una base de + y sea {i1, . . . , i3} la base dual.

Definimos la contracción �1
1 como la aplicación deM;

:
(+) enM;−1

:−1 (+) tal que

�1
1) (E1, . . . , E:−1,l

1, . . . ,l;−1) =
3∑
8=1
) (48 , E1, . . . , E:−1, i

8 ,l1, . . . ,l;−1) (3.7)

Veamos que la definición no depende de la base elegida. Sea {D1, . . . , D3} otra base
de + y {q1, . . . , q3} su base dual. Podemos escribir

D8 =

3∑
A=1

0A8 4A , q 9 =

3∑
B=1

1
9
Bi
B

Como q 9 (D8) = X 98 y i 9 (48) = X
9

8
resulta

∑3
A=1 0

A
8
1
9
A = X

9

8
, en efecto

X
9

8
= q 9 (D8)

=

3∑
B=1

1
9
Bi
B
( 3∑
A=1

0A8 4A
)
=

3∑
B=1

3∑
A=1

1
9
B0
A
8 i
B (4A ) =

3∑
B=1

3∑
A=1

1
9
B0
A
8 X
A
B =

3∑
A=1

1
9
A0
A
8

esto nos dice que las matrices de cambio de base

� =


01

1 ... 0
1
3

...

031 ... 0
3
3


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y la matriz del cambio de base en el espacio dual

� =


11

1 ... 1
1
3

...

131 ... 1
3
3


verifican �.� = �3 y como � y � tienen inversa pues son matrices de cambio de
base se verifica � = �−1 y � = �−1. Podemos pues escribir

4B =

3∑
9=1
1
9
BD 9 , iA =

3∑
8=1
0A8 q

8

Como iA (4B) = XAB y q 9 (D8) = X
9

8
y procediendo como antes

XAB = i
A (4B)

=

3∑
8=1
0A8 q

8
( 3∑
9=1
1
9
BD 9

)
=

3∑
8=1

3∑
9=1
0A8 1

9
Bq
8 (D 9 ) =

3∑
8=1

3∑
9=1
0A8 1

9
BX
8
9 =

3∑
8=1
0A8 1

8
B

De donde resulta,

3∑
8=1
) (D8 , E1, . . . , E:−1, q

8 ,l1, . . . ,l;−1)

=

3∑
8=1
) (

3∑
A=1

0A8 4A , E1, . . . , E:−1,

3∑
B=1

18Bi
B ,l1, . . . ,l;−1)

=

3∑
8=1

3∑
A=1

3∑
B=1

0A8 1
8
B) (4A , E1, . . . , E:−1, i

B ,l1, . . . ,l;−1)

=

3∑
A=1

3∑
B=1

XAB) (4A , E1, . . . , E:−1, i
B ,l1, . . . ,l;−1)

=

3∑
A=1

) (4A , E1, . . . , E:−1, i
A ,l1, . . . ,l;−1)

Análogamente se definen las contracciones respecto a otros índices

�=< :M;
: (+) →M

;−1
:−1 (+)

con 1 ≤ < ≤ : y 1 ≤ = ≤ ;:

�=<) (E1, . . . , E:−1,l
1, . . . ,l;−1) (3.8)

=

3∑
8=1
) (E1, . . . ,

lugar m
48 , . . . , E:−1,l

1, . . . ,
lugar n
i8 . . . ,l;−1)
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Componentes de In
mZ , Z ∈Ml

k
(\)

Sea {41, . . . , 43} una base de + y {i1, . . . , i3} una base del dual +∗. Todo
) ∈M;

:
(+) se puede de la forma

) =

3∑
91 ,..., 9:=1
81 ,...,8;=1

_
81 ,...,8;
91 ,..., 9:

i 91 ⊗ · · · ⊗ i 9: ⊗ 481⊗, . . . ,⊗48;

Calculemos por ejemplo �1
1) : Tendremos

�1
1) =

3∑
A1 ,...,A:−1=1
B1 ,...,B;−1=1

`
B1 ,...,B;−1
A1 ,...,A:−1i

A1 ⊗ · · · ⊗ iA:−1 ⊗ 4B1 ⊗ · · · ⊗ 4B;−1

donde

`
B1 ,...,B;−1
A1 ,...,A:−1 = �

1
1) (4A1 , . . . , 4A:−1 , i

B1 , . . . , iB;−1 )

=

3∑
8=1
) (48 , 4A1 , . . . , 4A:−1 , i

8 , iB1 , . . . , iB;−1 )

=

3∑
8=1
_
8,B1 ,...,B;−1
8,A1 ,...,A:−1

En el caso general

`
B1 ,...,B;−1
A1 ,...,A:−1 = �

=
<) (4A1 , . . . , 4A:−1 , i

B1 , . . . , iB;−1 )

=

3∑
8=1
) (EA1 , . . . ,

lugar m
48 , . . . , E:−1, i

B1 ,l1, . . . ,
lugar n
i8 , . . . ,l;−1)

=

3∑
8=1
_
B1 ,...,

lugar =
8 ,...,B;−1

A1 ,..., 8
lugar m

,...,A:−1

Ejemplos

1. Sea ) ∈M2
3 (+) vamos a calcular �1

2) :
Escribiendo ) en función de la base

) =

3∑
ℎ,:,;,8, 9=1

_
8, 9

ℎ,:,;
iℎ ⊗ i: ⊗ i; ⊗ 48 ⊗ 4 9

entonces
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�1
2) =

3∑
B,@,A=1

`AB,@i
B ⊗ i@ ⊗ 4A

con `AA ,@ =
∑3
8=1_

8,A
B,8,@

2. Mediante la notación �) designamos la contracción con respecto a todos los
índices. Por ejemplo si ) ∈M2

2 (+), �) = �
1
1 (�

1
1)) que será un elemento de R.

Si

) =

3∑
ℎ,:,8, 9=1

_
8, 9

ℎ,:
iℎ ⊗ i: ⊗ 48 ⊗ 4 9

se tiene

�) =

3∑
8, 9=1

_
8, 9

8, 9

3. Sea ) ∈M2 (+) y sean E1, E2 ∈ + tenemos

) (E1, E2) = � () ⊗ E1 ⊗ E2)

En efecto sean

) =

3∑
8, 9=1

_8, 9i
8 ⊗ i 9

E1 =

3∑
ℎ=1

0ℎ4ℎ y E2 =

3∑
:=1

1:4:

Resulta

) (E1, E2) =
3∑

8, 9=1
_8, 9i

8
( 3∑
ℎ=1

0ℎ4ℎ
)
⊗ i 9

( 3∑
:=1

1:4:
)

=

3∑
8, 9 ,ℎ,:=1

_8, 90
ℎ1:X8ℎX

9

:
=

3∑
8, 9=1

_8, 90
81 9

Por otra parte

) ⊗ E1 ⊗ E2 =

3∑
8, 9=1

_8, 90
ℎ1:i8 ⊗ i 9 ⊗ 4ℎ ⊗ 4:

de donde

� () ⊗ E1 ⊗ E2) =
3∑

8, 9=1
_8, 90

81 9

4. En general si ) ∈MA
B (+), E1, E2, . . . EB ∈ + y l1,l2, . . .lA ∈ +∗ tendremos

) (E1, E2, . . . , EB ,l
1,l2, . . . ,lA ) = � () ⊗ E1 ⊗ · · · ⊗ EB ⊗l1 ⊗ · · · ⊗lA )
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3.1.4. Tensores antisimétricos

Definición 3.2. Un tensor de orden : , l ∈ M: (+) se denomina antisimétrico (o
alternado) si verifica

l(E1, . . . , E8 , . . . , E 9 , . . . , E: ) = −l(E1, . . . , E 9 , . . . , E8 , . . . , E: )

para todo conjunto de : vectores E1, . . . , E: ∈ +

En la igualdad de la definición se intercambian dos argumentos E8 y E 9 y los demás
argumentos se dejan fijos. El conjunto de todos los tensores de orden : antisimétricos,
que denotamos Λ: (+) es un subespacio vectorial de M: (+) como es inmediato
comprobar. De la definición se desprende inmediatamente que si dos argumentos se
repiten el valor de l sobre estos argumentos es cero. Más generalmente tenemos la
siguiente:

Propiedad 3.2. Sea l ∈ Λ: (+) y sean E1, . . . , E: , : vectores de + . Si los vectores
dados no son linealmente independientes,

l(E1, . . . , E: ) = 0

Demostración:

Si los vectores dados no son linealmente independientes entonces al menos
uno de ellos se podrá poner como combinación lineal de los : − 1 restantes.
Sea E8 = 01E1 + 02E2 + · · · + 0̂8E8 + · · · + 0:E: donde el término con acento circun-
flejo quiere decir que se omite. Entonces

l(E1, . . . , E: ) = 01l(E1, E2, . . . ,
lugar 8
E1 , . . . , E: ) + 02l(E1, E2, . . . ,

lugar 8
E2 , . . . , E: ) + . . .

+ 0:l(E1, E2, . . . ,
lugar 8
E: , . . . , E: ) = 0

�

Construcción de tensores antisimétricos

Conjunto de índices y permutaciones

Cuando tenemos un conjunto de índices {1,2,3, . . . , :} dar una permutación
f = {f(1),f(2), . . . ,f(:)} es dar los índices en un orden distinto, por ejemplo las
permutaciones de 3 índices {1,2,3} son:
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1 2 3
1 3 2
2 1 3
2 3 1
3 1 2
3 2 1

Toda permutación se puede descomponer en la composición de transposiciones
(permutación en la que solo se intercambian dos índices). Llamamos signo de una
permutación f a B6=(f) = (−1)= donde = es el número de transposiciones en las
que se puede descomponer f.

Definición 3.3. Sea ) ∈ M:+). Se llama antisimetrizado de ) y se escribe �=C ())
al tensor tal que

�=C ()) (E1, . . . , E: ) =
1
:!

∑
f∈P:

B6=(f)) (Ef (1) , . . . , Ef (:) ) (3.9)

donde P: es el conjunto de todas las permutaciones de los números 1,2, . . . , : y

B6=(f) =
{
+1 permutación par
−1 permutación impar

Ejemplos de antisimetrización

Sea ) ∈ M2 (+), el antisimetrizado �=C ()) de ) será el tensor tal que para
E1, E2 ∈ + toma el valor

�=C ()) (E1, E2) =
1
2
(
) (E1, E2) −) (E2, E1)

)
Sea ) ∈ M3 (+) el antisimetrizado �=C ()) de ) será le tensor tal que para

E1, E2, E3 ∈ + toma el valor

�=C ()) (E1, E2, E3) =
1
6
(
) (E1, E2, E3) +) (E2, E3, E1) +) (E3, E1, E2)

−) (E2, E1, E3) −) (E1, E3, E2) −) (E3, E2, E1)
)

Teorema 3.2. Se verifican las siguientes propiedades:

a) Si ) ∈M: (+) entonces �=C ()) ∈ Λ: (+).
b) Si l ∈ Λ: (+) entonces �=C (l) = l.
c) Si ) ∈M: (+) entonces �=C (�=C ())) = �=C ()).

Demostración:



3.1 Aplicaciones multilineales 97

a) Sea (8, 9) la permutación (transposición) que cambia los índices 8 y 9 y deja los
demás fijos. Si f ∈ P: llamaremos f′ = f ◦ (8, 9) a la permutación compuesta de
la transposición de (8, 9) con f. Es decir, si f(1), . . . ,f( 9), . . . ,f(8), . . . ,f(:)
es una permutación de los índices1, . . . , : entonces f se puede escribir como la
permutación f′(1), . . . ,f′(8), . . . ,f′( 9), . . . ,f′(:). Visto esto podemos escribir

�=C ()) (E1, . . . , E 9 , . . . , E8 , . . . , E: )

=
1
:!

∑
f∈P:

B6=(f)) (Ef (1) , . . . , Ef ( 9) , . . . , Ef (8) , . . . , Ef (:) )

=
1
:!

∑
f∈P:

B6=(f)) (Ef′ (1) , . . . , Ef′ (8) , . . . , Ef′ ( 9) , . . . , Ef′ (:) )

=
1
:!

∑
f′∈P:

−B6=(f′)) (Ef′ (1) , . . . , Ef′ (8) , . . . , Ef′ ( 9) , . . . , Ef′ (:) )

= −�=C ()) (E1, . . . , E8 , . . . , E 9 , . . . , E: )

b) Si l ∈ Λ: (+) y f = (8, 9) es una transposición entonces

l(Ef (1) , . . . , Ef (:) ) = B6=(f)l(E1, . . . , E: ) (3.10)

Como todaf es una composición de transposiciones, es decirf =f1◦f2◦· · ·◦f;
donde fA para A = 1, . . . , ; son ; transposiciones, para una tal permutación f
tendremos

l(Ef (1) , . . . , Ef (:) ) = l(Ef1 (f2 (...f;)) (1) , . . . , Ef1 (f2 (...f;)) (:) )
= B6=(f;)l(Ef1 (f2 (...f;−1)) (1) , . . . , Ef1 (f2 (...(f;−1)) (:) )
...

= B6=(f;)B6=(f;−1) . . . B6=(f1)l(E1, . . . , E: ) = B6=(f)l(E1, . . . , E: )

de donde la igualdad (3.10) es cierta para toda permutación f

�=C (l) (E1, . . . , E: ) =
1
:!

∑
f∈P:

B6=(f)l(Ef (1) , . . . , Ef (:) )

=
1
:!

∑
f∈P:

B6=(f)B6=(f)l(E1, . . . , E: )

= l(E1, . . . , E: )

c) La propiedad c) es consecuencia de las propiedades a) y b)

�
Como ilustración de f ◦ (8, 9) véase el ejercicio 3.2
Vamos a ver un útil ejemplo de antisimetrización para tensores que son parcial-

mente antisimétricos. Más precisamente podemos enunciar el siguiente teorema:
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Teorema 3.3. Sea ) ∈MA+:+; (+) tal que ) es antisimétrico por separado respecto
a los A primeros argumentos, respecto a los : segundos argumentos y respecto a los
; últimos argumentos. Entonces el antisimetrizado de ) viene dado por

�=C) (E1, . . . , EA+:+;) =
A!:!;!
(A + : + ;)!

∑
f∈CA,:,;

B6=(f)) (Ef (1) , . . . , Ef (A+:+;) ) (3.11)

donde CA ,:,; son las combinaciones de A + : + ; índices tomados de A en A , : en : y ;
en ; de manera que verifiquen

f(1) < . . . < f(A)
f(A +1) < . . . < f(A + :)

f(A + : +1) < . . . < f(A + : + ;)
(3.12)

Demostración:

Tenemos

�=C ()) (E1, . . . , EA+:+;) =
1

(A + : + ;)!
∑

f∈PA+:+;
B6=(f)) (Ef (1) , . . . , Ef (A+:+;) )

Identificamos las elecciones de las permutaciones de los A + : + ; índices con A + : + ;
bolas enumeradas desde 1 hasta A + : + ;. Construimos cada una de las permutaciones
f repartiendo estas bolas en 3 cajas. En la primera caja caben A bolas, en la segunda
caben : bolas y en la tercera caben ; bolas.

1. En la caja número 1 caben A bolas y tendremos(
A + : + ;
A

)
=

(
A + : + ;
: + ;

)
=
(A + : + ;)!
A!(: + ;)!

combinaciones diferentes.
2. Entre las : + ; bolas restantes escogemos : bolas para la caja número 2 y el

resto de ; bolas se colocan en la caja número 3. Tenemos
(:+;
:

)
=

(:+;
;

)
=
(:+;)!
:!;!

combinaciones diferentes.
3. En total tendremos

(A + : + ;)!
A!(: + ;)!

(: + ;)!
:!;!

=
(A + : + ;)!
A!:!;!

combinaciones posibles.

Obviamente el mismo resultado obtenemos empezando por cualquiera de las otras
dos cajas.

Ahora tendremos en cuenta las propiedades de antisimetría de ) : Calculamos

) (Ef (1) , . . . , Ef (A ) , Ef (A+1) , . . . , Ef (A+:) , Ef (A+:+1) , . . . , Ef (A+:+;) )
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Cada elección de la permutación f(1), . . . ,f(A + : + ;) la ordenamos de manera que
verifiquen

f(1) < . . . < f(A)
f(A +1) < . . . < f(A + :)

f(A + : +1) < . . . < f(A + : + ;)
de modo que para cada permutación d de los A primeros índices, para cada permuta-
ción g de los : segundos índices y para cada permutación _ de los ; últimos índices
tenemos teniendo en cuenta el número de permutaciones de A , : y ; elementos

∑
d∈PA ; g∈P: ; _∈P;

B6=(d).B6=(g).B6=(_)

) (Ed(f (1)) , . . . , Ed(f (A )) , Eg (f (A+1)) , . . . , Eg (f (A+:)) , E_(f (A+:+1)) , . . . , E_(f (A+:+;)) )
= A!:!;!) (Ef (1) , . . . , Ef (A ) , Ef (A+1) , . . . , Ef (A+:) , Ef (A+:+1) , . . . , Ef (A+:+;) )

Finalmente la suma extendida a todas las permutaciones f ∈ PA+:+; las descom-
ponemos en las (A+:+;)!

A !:!;! combinacionesCA ,:,; posibles junto con las A! permutaciones
d, las :! permutaciones g y las ;! permutaciones _ resultando

�=C ()) (E1, . . . , EA+:+;)

=
A!:!;!
(A + : + ;)!

∑
f∈CA,:,;

B6=(f)) (Ef (1) , . . . , Ef (A+:+;) )

donde
f(1) < . . . < f(A)

f(A +1) < . . . < f(A + :)
f(A + : +1) < . . . < f(A + : + ;)

�

3.1.5. Bases en el espacio de tensores antisimétricos

En general tenemos que si l ∈ Λ: (+) y [ ∈ Λ; (+) el producto tensorial
l⊗[ ∉ Λ:+; (+). Esto lleva a introducir un nuevo producto tensorial para los tensores
antisimétricos.

Definición 3.4. Producto exterior: Seanl ∈Λ: (+) y [ ∈Λ; (+) se define el producto
exterior de l y [ mediante

l∧[ = (: + ;)!
:!;!

�=C (l⊗ [)

Comentario 3.1. El producto exterior es entonces
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l∧[(E1, . . . , E:+;)

=
1
:!;!

∑
f∈P:+;

B6=(f)l(Ef (1) , . . . , Ef (:) )[(Ef (:+1) , . . . , Ef (:+;) ) (3.13)

Teorema 3.4. El producto exterior viene dado por

l∧[(E1, . . . , E:+;)

=
∑
f∈C:,;

B6=(f)l(Ef (1) , . . . , Ef (:) )[(Ef (:+1) , . . . , Ef (:+;) ) (3.14)

donde C:,; son las permutaciones de los : + ; índices de manera que verifiquen la
propiedad

f(1) < . . . < f(:)
f(: +1) < . . . < f(: + ;) (3.15)

es decir, son las combinaciones de : + ; elementos tomados de : en : (o de ; en ;)
que son un total de

(:+;
:

)
=

(:+;
;

)
=
(:+;)!
:!;! combinaciones.

Demostración:

Aplicamos el teorema 3.3. a la definición de producto exterior. Véase también el
ejercicio 3.3 al respecto.

�

Propiedades 3.2. Propiedades del producto exterior: Sean l,l1,l2 ∈ Λ: (+),
[,[1, [2 ∈ Λ; (+) y _ ∈ R.
a) (l1 +l2) ∧[ = l1∧[+l2∧[
b) l∧ ([1 +[2) = l∧[1 +l∧[2
c) _l∧[ = l∧_[ = _(l∧[)
d) l∧[ = (−1):;[∧l
e) Si 5 :+ →, es una aplicación lineal, l ∈ Λ: (,) y [ ∈ Λ; (,) entonces

5 ∗ (l∧[) = 5 ∗l∧ 5 ∗[

Demostración:

Se deja como ejercicio 3.4.
�

La propiedad (l∧ [) ∧ \ = l∧ ([∧ \)también es cierta pero requiere algunos
resultados previos.

Propiedades 3.3. Sean ( ∈M: (+) y ) ∈M; (+) tenemos
a)

�=C (�=C( ⊗)) = �=C (( ⊗)) (3.16)
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y
�=C (( ⊗ �=C)) = �=C (( ⊗)) (3.17)

b)
�=C (( ⊗)) = (−1):;�=C () ⊗ () (3.18)

c) Si �=C ( = 0
�=C (( ⊗)) = �=C () ⊗ () = 0 (3.19)

Demostración:

a)

�=C (�=C( ⊗)) (E1, . . . , E:+;)

=
1

(: + ;)!
∑

f∈P:+;
B6=(f)�=C((Ef (1) , . . . , Ef (:) )) (Ef (:+1) , . . . , Ef (:+;) )

=
1

(: + ;)!
∑

f∈P:+;
B6=(f) 1

:!

∑
g∈P:

B6=(g)((Eg (f (1)) , . . . , Eg (f (:)) )) (Ef (:+1) , . . . , Ef (:+;) )

=
1
:!

∑
g∈P:

1
(: + ;)!

∑
f∈P:+;

B6=(f)B6=(g)((Eg (f (1)) , . . . , Eg (f (:) )) (Ef (:+1) , . . . , Ef (:+;) )

Por extensión de la notación consideramos P: como el subgrupo de permutacio-
nes de : + ; índices que dejan invariantes los últimos ; índices. Cuando f ∈ P:+;
recorre todas las permutaciones de P:+; , para una g ∈ P: fija tenemos que gf
recorre también todas las permutaciones de P:+; . En efecto, sea g ∈ P: una
permutación fijada de antemano y sea f′ ∈ P:+; determinada. Entonces f′ = gf
para alguna f de P:+; pues basta elegir f = g−1f′.
Por tanto si para cada g y cada f llamamos f′ = gf podemos escribir

�=C (�=C( ⊗)) (E1, . . . , E:+;)

=
1
:!

∑
g∈P:

1
(: + ;)!

∑
f′∈P:+;

B6=(f′)((Ef′ (1) , . . . , Ef′ (:) )) (Ef′ (:+1) , . . . , Ef′ (:+;) )

=
1

(: + ;)!
∑

f′∈P:+;
B6=(f′)((Ef′ (1) , . . . , Ef′ (:) )) (Ef′ (:+1) , . . . , Ef′ (:+;) )

=
1

(: + ;)!
∑

f′∈P:+;
B6=(f′) (( ⊗)) (Ef′ (1) , . . . , Ef′ (:+;) )

= �=C (( ⊗)) (E1, . . . , E:+;)

y tenemos la propiedad (3.16). La propiedad (3.17) se demuestra de la misma
forma.

b) Sea g ∈ P:+; la permutación siguiente



102 3 Algebra Tensorial

1 2 . . . : : +1 : +2 . . . : + ;
: +1 : +2 . . . : + ; 1 2 . . . :

es decir la reordenación que lleva los ; últimos elementos a las ; primeras
posiciones y los : primeros elementos a las : últimas posiciones. Tenemos
entonces que B6=(g) = (−1):; pues para ello cada una de las ; últimas posi-
ciones realizan : transposiciones hasta colocarse en su lugar. De modo que
B6=(fg) = B6=(f)B6=(g) = (−1):;B6=(f). Entonces

�=C (( ⊗)) (E1, . . . , E:+;) =
1

(: + ;)!
∑

f∈P:+;
B6=(f)( ⊗) (Ef (1) , . . . , Ef (:+;) )

=
1

(: + ;)!
∑

f∈P:+;
B6=(f)((Ef (1) , . . . , Ef (:) )) (Ef (:+1) , . . . , Ef (:+;) )

=
1

(: + ;)!
∑

f∈P:+;
B6=(f)) (Ef (:+1) , . . . , Ef (:+;) )((Ef (1) , . . . , Ef (:) )

=
1

(: + ;)!
∑

f∈P:+;
B6=(f)) (Efg (1) , . . . , Efg (;) )((Efg (;+1) , . . . , Efg (;+:) )

Finalmente poniendo f′ = fg, tendremos B6=(f′) = (−1):;B6=(f) y podemos
escribir teniendo en cuenta que cuando f recorre todas las permutaciones P:+; ,
f′ = fg también las recorre.

�=C (( ⊗)) (E1, . . . , E:+;)

=
1

(: + ;)!
∑

f′∈P:+;
(−1):;B6=(f′) () ⊗ () (Ef′ (1) , . . . , Ef′ (;+:) )

= (−1):;�=C () ⊗ ()

c) Si �=C ( = 0 aplicando la propiedad (3.16) resulta inmediatamente

�=C (( ⊗)) = �=C (�=C( ⊗)) = 0

Aplicando (3.18) obtenemos

�=C () ⊗ () = (−1):;�=C (( ⊗)) = 0

�

Teorema 3.5. Sean l ∈ Λ: (+), [ ∈ Λ; (+) y \ ∈ Λ< (+), entonces

(l∧[) ∧ \ = l∧ ([∧ \) = (: + ; +<)!
:!;!<!

�=C (l⊗ [ ⊗ \) (3.20)

Demostración:
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Por definición de producto exterior podemos poner

(l∧[) ∧ \ = (: + ; +<)!(: + ;)!<!
�=C

(
(l∧[) ⊗ \

)
=
(: + ; +<)!
(: + ;)!<!

�=C
( (: + ;)!
:!;!

�=C (l⊗ [) ⊗ \
)

Aplicando la propiedad (3.16)

(l∧[) ∧ \ = (: + ; +<)!
:!;!<!

�=C (l⊗ [ ⊗ \)

Por otra parte

l∧ ([∧ \) = (: + ; +<)!
:!(< + ;)! �=C

(
l⊗ ([∧ \)

)
=
(: + ; +<)!
:!(< + ;)! �=C

(
l⊗ (; +<)!

;!<!
�=C ([ ⊗ \)

)
Aplicando la propiedad (3.17)

l∧ ([∧ \) = (: + ; +<)!
:!;!<!

�=C (l⊗ [ ⊗ \)

�

Corolario 3.1. Sean l1, . . . ,lA A formas diferenciales tales que l8 ∈ Λ:8 (+) para
todo 8 = 1, . . . , A entonces

l1∧ · · · ∧lA = (:1 + · · · + :A )!
:1! . . . :A !

�=C (l1 ⊗ · · · ⊗lA ) (3.21)

Demostración:

Procedemos por inducción. El resultado es cierto para A = 3 (véase teorema 3.5).
Supongamos que el resultado es cierto para A −1 y veamos que entonces es también
cierto para A:
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l1∧ · · · ∧lA = (l1∧ · · · ∧lA−1) ∧lA

=
(:1 + · · · + :A−1 + :A )!
(:1 + · · · + :A−1)!:A !

�=C
(
(l1∧ · · · ∧lA−1) ⊗lA

)
=
(:1 + · · · + :A−1 + :A )!
(:1 + · · · + :A−1)!:A !

�=C
( (:1 + · · · + :A−1)!

:1! . . . :A−1!
�=C (l1 ⊗ · · · ⊗lA−1) ⊗lA

)
=
(:1 + · · · + :A )!
:1! . . . :A !

�=C (l1 ⊗ · · · ⊗lA )

donde en el último paso hemos aplicado la propiedad (3.16).
�

Vamos a pasar a la construcción de bases del espacio de tensores antisimétricos.

Teorema 3.6. Sea {E1, . . . , E3} una base del espacio vectorial + y {i1, . . . , i3} la
correspondiente base del espacio dual+∗. Entonces el conjunto de todos los tensores

i81 ∧ · · · ∧i8: 1 ≤ 81 < 82 . . . < 8: ≤ 3

es una base de Λ: (+) que tiene por tanto dimensión(
3

:

)
=

3!
:!(3 − :)!

Demostración:

Sea l ∈ Λ: (+) ⊂ M: (+). l se puede escribir como

l =

3∑
81 ,...,8:=1

081 ,...,8:i
81 ⊗ · · · ⊗ i8:

de modo que

l = �=C l =

3∑
81 ,...,8:=1

081 ,...,8: �=C ( i81 ⊗ · · · ⊗ i8: )

puesto que cada término �=C (i81 ⊗ · · · ⊗ i8: ) es el producto de una constante por un
término de la forma i81 ∧ · · · ∧ i8: (véase propiedad 3.21) estos elemento generan
Λ: (+).

Pasemos a la independencia lineal: Primeramente observemos lo siguiente: Si
tenemos dos conjuntos de : índices ordenados extraídos de un total de 3 índices

81 < 82 < . . . < 8:

91 < 92 < . . . < 9:

pueden ocurrir dos cosas,
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Coinciden dos a dos todos ellos, es decir, 81 = 91, 82 = 92, . . . , 8: = 9: .
Alguno de los índices 9A no coincide con ninguno de los 8A , es decir ninguna
reordenación de los índices 9A los hará coincidir.

En consecuencia: Sean E 91 , . . . , E 9: : vectores de la base de + (dual de {i1 . . . , i3})
con
1 ≤ 91 < . . . < 9: ≤ 3

i81 ∧ · · · ∧i8: (E 91 , . . . , E 9: ) = :!�=Ci81 ⊗ · · · ⊗ i8: (E 91 , . . . , E 9: )

=
∑
f∈P:

B6=(f)i81 ⊗ · · · ⊗ i8: (Ef ( 91) , . . . , Ef ( 9: ) )

=
∑
f∈P:

B6=(f)X81
f ( 91) . . . X

8:
f ( 9: )

=

{
1 si 81 = f( 91), . . . , 8: = f( 9: )
0 en caso contrario

y por lo comentado anteriormente que ninguna ordenación de los : índices 9A los
hará coincidir con los índices 8A , salvo que f sea la permutación identidad, tenemos
también

i81 ∧ · · · ∧i8: (E 91 , . . . , E 9: ) =
{

1 si 81 = 91, . . . , 8: = 9:
0 en caso contrario

Consideramos una combinación lineal igual a cero,

3∑
81 ,...,8:=1

081 ,...,8:i
81 ∧ · · · ∧i8: = 0 (3.22)

Aplicando la expresión (3.22) a los vectores E 91 , . . . , E 9: : tendremos

3∑
81 ,...,8:=1

081 ,...,8:i
81 ∧ · · · ∧i8: (E 91 , . . . , E 9: ) = 0 91 ,..., 9: = 0

lo que prueba la independencia lineal.
Finalmente la dimensión del Λ: (+) será el número de tensores del tipo

i81 ∧ · · · ∧i8: 1 ≤ 81 < 82 . . . < 8: ≤ 3

es decir, el número de combinaciones que puedo formar a partir de un total de 3
índices tomados de : en : . El número de estas combinaciones es(

3

:

)
=

3!
:!(3 − :)!

�
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Ejemplos

1. Λ1 (R3): La dimensión es
(3
1
)
= 3. La base es {i1, i2, i3}.

2. Λ2 (R3): La dimensión es
(3
2
)
= 3. La base es

{i1∧i2, i1∧i3, i2∧i3}

aunque se suele utilizar

{i2∧i3, i3∧i1, i1∧i2}

3. Λ3 (R3): La dimensión es
(3
3
)
= 1. La base es {i1∧i2∧i3}.

4. Dados E,F ∈ R3 dejamos como ejercicio 3.5 el cálculo de

i2∧i3 (E,F)
i3∧i1 (E,F)
i1∧i2 (E,F)

3.1.6. Determinantes

Sea + un espacio vectorial de dimensión 3 y 5 : + → + un endomorfismo en
+ , es decir una aplicación lineal de + en sí mismo. Vamos a definir la noción de
determinante de 5 . A todo endomorfismo 5 de+ le corresponde un endomorfismo 5 ∗
en Λ3 (+), de modo que para l ∈ Λ3 (+) tenemos, (véase (3.5)) 5 ∗l(E1, . . . , E3) =
l( 5 E1, . . . , 5 E3) para todo E1, . . . , E3 ∈ + . El espacio de tensores antisimétricos
l ∈ Λ3 (+) es de dimensión 1. Si {41, . . . , 43} es una base de + y {i1, . . . , i3} es
la correspondiente base dual en +∗ entonces i1 ∧ · · · ∧ i3 es una base de Λ3 (+) y
podemos expresar 5 ∗ (i1∧ · · · ∧i3) en función de esta base de modo que

5 ∗ (i1∧ · · · ∧i3) = _i1∧ · · · ∧i3

Definición 3.5. Sea + un espacio vectorial y 5 : + → + un endomorfismo,
{41, . . . , 43} una base de + y {i1, . . . , i3} la correspondiente base dual en +∗.
Entonces i1∧ · · · ∧i3 es una base de Λ3 (+). El valor _ ∈ R tal que

5 ∗ (i1∧ · · · ∧i3) = _i1∧ · · · ∧i3

se llama determinante del endomorfismo 5 que escribiremos _ = 34C ( 5 ).

Veremos a continuación que 34C ( 5 ) no depende de la base i1∧ · · · ∧i3 elegida.
Para ello necesitamos un resultado previo.

Lema 3.1. Sea + un espacio de dimensión 1, sea 4 ≠ 0. Entonces {4} es una base
de + . Sea 5 un endomorfismo, de modo que
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5 :+ →+

4→ 5 (4) = U4

Al ser + de dimensión 1, el valor de U define de forma única el endomorfismo.
La matriz representando 5 en una base determinada es una matriz de 1 fila por 1
columna que es independiente de la base elegida.

Demostración:

La matriz " representando 5 en una base{4} es la matriz de 1 fila por 1 columna,
" = [U]. Elegimos ahora otra base en + , es decir cualquier otro vector D ≠ 0.
Escribiendo D en función de 4, tendremos D = B4 para algún B ∈ R no nulo. Por otra
parte

5 (4) = U4 = UB−1D

y
5 (D) = 5 (B4) = B 5 (4) = BUB−1D = UD

pues B y B−1 son escalares. De modo que la matriz # representando 5 en la base {D}
es # = [U] = " .

�

Teorema 3.7. El determinante de un endomorfismo 5 en + no depende de la base
elegida en la definición 3.5.

Demostración:

Aplicamos el lema 3.1 al espacio Λ3 (+) de dimensión 1 y al endomorfismo

5 ∗ :Λ3 (+) → Λ3 (+)
l→ 5 ∗l

definido por
5 ∗i1∧ · · · ∧i3 = 34C ( 5 )i1∧ · · · ∧i3

�

Comentario 3.2. Sean {41, . . . , 43} una base de+ y {i1, . . . , i2} la correspondiente
base dual en +∗. Entonces

5 ∗ (i1∧ · · · ∧i3) (41, . . . , 43) = 34C ( 5 ) (i1∧ · · · ∧i3) (41, . . . , 43) = 34C ( 5 )

Propiedad 3.3. Sea 5 :+ →+ un endomorfismo en + dado por

5 (48) =
3∑
9=1
0
9

8
4 9
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donde {48; 8 = 1, . . . , 3} es una base de + . Tenemos que

34C ( 5 ) =
∑
f∈P3

B6=(f)01
f (1) ...0

3
f (3) (3.23)

Demostración:

Se demuestra mediante un simple cálculo:

34C ( 5 ) = 5 ∗ (i1∧ · · · ∧i3) (41, . . . , 43) = (i1∧ · · · ∧i3) ( 5 (41), . . . , 5 (43))
= 3!�=C (i1 ⊗ · · · ⊗ i3) ( 5 (41), . . . , 5 (43))

=
∑
f∈P3

B6=(f) (i1 ⊗ · · · ⊗ i3) ( 5 (4f (1) ), . . . , 5 (4f (3) ))

=
∑
f∈P3

B6=(f)i1 ( 5 (4f (1) )...i3 ( 5 (4f (3) ))

ahora bien

i1 ( 5 (4f (1) )) = i1 ( 3∑
9=1
0
9

f (1)4 9
)
=

3∑
9=1
0
9

f (1)i1 (4 9 ) = 01
f (1)

...

i3 ( 5 (4f (3) )) = i3
( 3∑
9=1
0
9

f (3)4 9
)
=

3∑
9=1
0
9

f (3)i3 (4 9 ) = 0
3
f (3)

de donde
34C ( 5 ) =

∑
f∈P3

B6=(f)01
f (1) ...0

3
f (3)

�

Propiedades 3.4. -

a) Sean 5 y 6 endomorfismos en un espacio vectorial + , entonces
34C ( 5 ◦6) = 34C ( 5 ).34C (6)

b) 34C ( 5 ) ≠ 0 si y solo si 5 es biyectiva.
c) 34C (�3) = 1 siendo �3 la aplicación idéntica en + .
d) 34C ( 5 −1) = 1

34C ( 5 )

Demostración:

En las demostraciones {41, . . . , 43} será una base de + y {i1, . . . , i2} será la
correspondiente base dual en +∗.
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Demostración de a): Sean 5 y 6 endomorfismos en un espacio vectorial + y 5 ◦6
la aplicación compuesta. Tenemos ( 5 ◦6)∗ = 6∗ ◦ 5 ∗, en efecto para l ∈ Λ3 (+) y
E1, . . . , E3 ∈ +

( 5 ◦6)∗l(E1, . . . , E3) = l
(
( 5 ◦6) (E1), . . . , ( 5 ◦6) (E3)

)
= l

(
5 (6(E1)), . . . , 5 (6(E3))

)
= 5 ∗l

(
6(E1), . . . , 6(E3)

)
= (6∗ ◦ 5 ∗)l(E1, . . . , E3)

en consecuencia para una base i1∧ · · · ∧i3 en Λ3 (+)

34C ( 5 ◦6) = ( 5 ◦6)∗i1∧ · · · ∧i3 (41, . . . , 43)
= (6∗ ◦ 5 ∗)i1∧ · · · ∧i3 (41, . . . , 43) = 6∗

(
5 ∗ (i1∧ · · · ∧i3)

)
(41, . . . , 43)

= 6∗
(
34C ( 5 )i1∧ · · · ∧i3

)
(41, . . . , 43) = 34C ( 5 )6∗ (i1∧ · · · ∧i3) (41, . . . , 43)

= 34C ( 5 ).34C (6)

Demostración de b): Demostraremos que 34C ( 5 ) ≠ 0 si y solo si 5 (41), . . . , 5 (43)
son linealmente independientes, por lo tanto forman una base de+ lo que equivale
a que 5 es biyectiva.

34C ( 5 ) = 5 ∗ (i1∧ · · · ∧i3) (41, . . . , 43) = i1∧ · · · ∧i3
(
5 (41), . . . , 5 (43)

)
de donde si 34C ( 5 ) ≠ 0 entonces 5 (41), . . . , 5 (43) son linealmente independien-
tes pues si fuesen linealmente dependientes i1 ∧ · · · ∧ i3

(
5 (41), . . . , 5 (43)

)
= 0

(véase propiedad 3.2).
Recíprocamente si 5 (41), . . . , 5 (43) son linealmente independientes entonces
i1∧· · ·∧i3

(
5 (41), . . . , 5 (43)

)
≠ 0, en efecto: Si son linealmente independientes

{ 5 (41), . . . , 5 (43)} es una base de+ y sea q1, . . . , q3 su base dual, tendremos que
existe un escalar _ ≠ 0 tal que

1 = q1∧ · · · ∧q3 ( 5 (41), . . . , 5 (43)) = _i1∧ · · · ∧i3 ( 5 (41), . . . , 5 (43)) = _ 34C ( 5 )

por lo que 34C ( 5 ) = 1
_
≠ 0.

Demostración de c):

34C (�3) = (�3)∗i1∧ · · · ∧i3 (41, . . . , 43) = i1∧ · · · ∧i3 (�3 (41), . . . , �3 (43))
= i1∧ · · · ∧i3 (41, . . . , 43) = 1

Demostración de d): Tenemos �3 = 5 ◦ 5 −1. Por las propiedades (a) y (c)
1 = 34C (�3) = 34C ( 5 ◦ 5 −1) = 34C ( 5 ).34C ( 5 −1). De donde

34C ( 5 −1) = 1
34C ( 5 )

�
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Determinante de una matriz

Dado un endomorfismo 5 : + → + y dada {41, . . . , 43} una base en + , el en-
domorfismo 5 se expresará en esta base mediante 5 (48) =

∑3
9=1 0

9

8
4 9 y la matriz

� = [0 9
8
] 8, 9 = 1, . . . , 3 es la matriz que representa a 5 en esta base. Definimos el

determinante de � mediante
34C (�) = 34C ( 5 )

Las siguientes propiedades son consecuencia directa de las propiedades del deter-
minante de un endomorfismo.

Propiedades 3.5. -

a) 34C (�.�) = 34C (�).34C (�)
b) 34C (�) = 1

34C (�−1)
c) 34C (�) = 34C (�C )
d) Si intercambiamos dos columnas en � el 34C (�) cambia de signo.
e) Si intercambiamos dos filas en � el 34C (�) cambia de signo.

Demostración:

(a) es una consecuencia directa de la propiedad (a) en 3.4: Sean 5 y 6 dos
endomorfismos en + , � y � las matrices correspondientes respecto a una base
{41, . . . , 43}, entonces la matriz correspondiente a 5 ◦ 6 es �.� y aplicando la
propiedad (a) de 3.4 tenemos 34C (�.�) = 34C (�).34C (�).
(b) es una consecuencia directa de la propiedad (d) en 3.4.
La propiedad (c) se deja como ejercicio 3.6.
La propiedad (d) es una consecuencia del caracter antisimétrico de la función
determinante:

34C � = 34C 5 = (i1∧ · · · ∧i3) ( 5 (41), . . . , 5 (43))

Si intercambiamos dos columnas resulta

(i1∧ · · · ∧i3) ( 5 (41), . . . , 5 (48), . . . , 5 (4 9 ) . . . , 5 (43))
= −(i1∧ · · · ∧i3) ( 5 (41), . . . , 5 (4 9 , ) . . . , 5 (48 , ) . . . , 5 (43))

La propiedad (e) es consecuencia de la propiedad (d) aplicada a la matriz trans-
puesta.

�
Sabemos que el determinante de 5 no depende de la base elegida. Si cambiamos

a otra base de + , la matriz que representa 5 en la nueva base cambia pero no cambia
su determinante. De forma más precisa tenemos el siguiente
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Teorema 3.8. Sea 5 : + → + un endomorfismo y {41, . . . , 43} una base en + , el
endomorfismo 5 se expresará en esta base mediante 5 (48) =

∑3
9=1 0

9

8
4 9 . Sea ahora

otra base {D1, . . . , D3} en + y sea ( = [B8
9
] la matriz del cambio de base, es decir

D8 =

3∑
;=1
B
9

8
4 9

Entonces la aplicación 5 en la nueva base viene representada por la matriz

� = (−1�(

y en consecuencia
34C (�) = 34C ((−1�() = 34C (�)

Demostración:

Queremos encontrar � = [1;
8
] tal que

5 (D8) =
3∑
;=1
1;8D;

Tenemos

5 (48) =
3∑
9=1
0
9

8
4 9

y

D8 =

3∑
:=1

B:8 4: y 4 9 =

3∑
;=1
(B−1);9D;

donde designamos los términos de la matriz (−1 mediante (B−1);
9
, de modo que

5 (48) =
3∑
9=1

3∑
;=1
0
9

8
(B−1);9D;

y por otra parte

5 (D8) = 5 (
3∑
:=1

B:8 4: ) =
3∑
:=1

B:8 5 (4: )

Expresando todo en función de la nueva base
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5 (D8) =
3∑
:=1

3∑
9=1

3∑
;=1
B:8 0

9

:
(B−1);9D;

=

3∑
;=1

3∑
:=1

3∑
9=1
(B−1);90

9

:
B:8 D;

identificando los coeficientes de D;

1;8 =

3∑
:=1

3∑
9=1
(B−1);90

9

:
B:8

que con notación matricial se escribe

� = (−1�(

Aplicando las propiedades (a) y (b) en 3.5 tendremos

34C (�) = 34C ((−1).34C (�).34C (() = 34C (�)

�

Observación 3.1. En la demostración anterior hemos considerado implícitamente
el cambio de base como la composición de tres aplicaciones, a saber

B :+ →+

48→ D8 = B(48) 8 = 1, . . . , 3

cuya matriz asociada respecto a la base {41, . . . , 43} es (,

5 :+ →+

48→ 5 (48) 8 = 1, . . . , 3

cuya matriz asociada respecto a la base {41, . . . , 43} es � y

B−1 :+ →+

D8→ 48 = B
−1 (D8) 8 = 1, . . . , 3

cuya matriz asociada respecto a la base {D1, . . . , D3} es (−1. De modo que

B−1 ◦ 5 ◦ B :+ B−→+
5
−→+

B−1

−→+

48 −→ D8 = B(48) −→ 5 (B(48)) −→ B−1 ( 5 (B(48))) 8 = 1, . . . , 3

y la matriz asociada a la aplicación compuesta B−1 ◦ 5 ◦ B respecto a la base
{D1, . . . , D3} es � = (−1�(.



3.1 Aplicaciones multilineales 113

Determinante de d vectores

Sea + un espacio vectorial de dimensión 3. Dados 3 vectores E1, . . . , E3 en + y
una base {41, . . . , 43} de+ sabemos que existe una única aplicación lineal 5 :+→+

tal que
5 (48) = E8 ∀8 = 1, . . . , 3

Por definición pondremos

34C (E1, . . . , E3) = 34C 5

Dada la base {41, . . . , 43} cada E8 se podrá escribir como combinación lineal de los
elementos de esta base , es decir,

E8 =

3∑
8=1
0
9

8
4 9 ∀8 = 1, . . . , 3

Por lo tanto la matriz � que representa a la aplicación 5 en dicha base es

� =


01

1 ... 0
1
3

...

031 ... 0
3
3


de modo que

34C (E1, . . . , E3) =
∑
f∈P3

B6=(f)01
f (1) ...0

3
f (3)

Observemos que 5 depende de la base {41, . . . , 43} elegida.

3.1.7. Tensores y conceptos geométricos

Los tensores van a representar conceptos geométricos.

Elemento de volumen

Veamos un ejemplo: Sea R3 el espacio vectorial euclídeo de dimensión 3 y sea
{41, . . . , 43} una base ortonormal de vectores, es decir tal que el producto escalar
(48 , 4 9 ) = X8 9 para todo 8, 9 = 1, . . . , 3. Sea {i1, . . . , i3} la base dual.

Definición 3.6. Al único tensor l ∈ Λ3 (R3) tal que l(41, . . . , 43) = 1 se le llama
elemento de volumen de R3 .

Comentario 3.3. El elemento de volumen se expresa en la base dual como
l = i1∧ · · · ∧i3
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Propiedad 3.4. Sean E1, . . . , E3 3 vectores de R3 tenemos que

|l(E1, . . . , E3) | = |34C (E1, . . . , E3) |

es el volumen del politopo (que llamaremos también 3-paralelepípedo) formado por
los vectores E1, . . . , E3 .

Demostración:

Sea Q el cubo unidad en R3 . Hagamos el cambio de variable

) :R3→ R3

48→ E8

Volumen de ) (Q) =
∫
) (Q)

1 =
∫

Q
|34C ()) |

= | det()) |
∫

Q
1 = | det()) | = |l(E1, . . . , E3) |

�

Q

T T(Q)

Figura 3.1 Elemento de volúmen en R3

Vamos a expresar el elemento de volumen en otra base cualquiera.

Teorema 3.9. Sea {D1, . . . , D3} una base de R3 y {q1, . . . , q3} la base dual con
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D8 =

3∑
9=1
B
9

8
48

Entonces el elemento de volumen

l = i1∧ · · · ∧i3 = 34C (()q1∧ · · · ∧q3

donde ( es la matriz de cambio de base ( = [B 9
8
]3
8, 9=1

Demostración:

Tenemos
l = i1∧ · · · ∧i3 = _q1∧ · · · ∧q3

Aplicando l a los vectores D1, . . . , D3 de donde

34C (() = i1∧ · · · ∧i3 (D1, . . . , D3) = _q1∧ · · · ∧q3 (D1, . . . , D3) = _

�

Producto vectorial

Dados E1, . . . , E3−1 vectores de R3 , sea i ∈ Λ3 (R3) el tensor de orden 1 (forma
lineal) definida por

i(F) = 34C
[
E1 . . . E3−1 F

]
Sabemos que existe un único I ∈ R3 tal que

(I,F) = i(F) ∀F ∈ R3

(véase ejercicio 3.7). Entonces I recibe el nombre de producto vectorial de los
vectores E1, . . . , E3−1 y se escribe

I = E1× E2× · · · × E3−1

Ejemplos

Sean E1 y E2 dos vectores en R3, entonces el producto vectorial

I = E1× E2

viene dado por
(I,F) = 34C [E1 E2 F]

pasando a componentes
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I1F1 + I2F2 + I3F3 = 34C


E1

1 E
1
2 F

1

E2
1 E

2
2 F

2

E3
1 E

3
2 F

3


desarrollando el determinante por la última columna (véase ejercicio 3.8)

I1F1 + I2F2 + I3F3 = F134C

[
E2

1 E
2
2

E3
1 E

3
2

]
−F234C

[
E1

1 E
1
2

E3
1 E

3
2

]
+F334C

[
E1

1 E
1
2

E2
1 E

2
2

]
Tomando sucesivamente F = 41 = (1,0,0)C , 42 = (0,1,0)C , 43 = (0,0,1)C resulta
I = (I1, I2, I3)C donde

I1 = 34C

[
E2

1 E
2
2

E3
1 E

3
2

]
I2 = −34C

[
E1

1 E
1
2

E3
1 E

3
2

]
I3 = 34C

[
E1

1 E
1
2

E2
1 E

2
2

]
Formalmente se suele escribir el producto vectorial como

I = E1× E2 = 34C


E1

1 E
1
2 41

E2
1 E

2
2 42

E3
1 E

3
2 43


y se desarrolla el determinante por la última columna.
Sea E ∈ R2. Vamos a calcular en I = E×. Observemos que en R2 el producto
vectorial solo tiene un factor. Pongamos

E =

[
E1

E2

]
Para todo F ∈ R2

(I,F) = 34C (E,F)

I1 = 34C

[
E1 1
E2 0

]
= −E2

y

I2 = 34C

[
E1 0
E2 1

]
= E1

de modo que

E× =
[
−E2

E1

]
Sean E1, E2, E3 ∈ R4. El producto vectorial de estos 3 vectores lo podemos escribir
formalmente en función de la base ortonormal {41, 42, 43, 44} como
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I = E1× E2× E3 = 34C


E1

1 E
1
2 E

1
3 41

E2
1 E

2
2 E

2
3 42

E3
1 E

3
2 E

3
3 43

E4
1 E

4
2 E

4
3 44


El producto vectorial proporciona siempre un vector ortogonal a cada uno de los

factores. En efecto, veamos el ejemplo de '3. Sean E1, E2 ∈ R3 y sea I = E1 × E2,
tenemos

(I,F) = 34C [E1, E2,F] ∀F ∈ R3

eligiendo F = E1
(I, E1) = 34C [E1, E2, E1] = 0

pues se repite el vector E1. Eligiendo F = E2 obtenemos anĺogamente

(I, E2) = 34C [E1, E2, E2] = 0

Utilizando el mismo razonamiento obtenemos el resultado en general para R3 . Por
ejemplo si E ∈ '2, E× es un vector ortogonal a E.

Otras aplicaciones de los tensores y determinantes

En el ejercicio (3.9 se deduce la regla de Cramer para resolver un sistema lineal de
ecuaciones y y en el ejercicio (3.10 se aplica para obtener una fórmula para calcular
la inversa de una matriz.

Comentario 3.4. La fórmula 3.23 solo es utilizable en la práctica para matrices de
orden reducido (digamos 3 = 2,3) pues el número de operaciones resulta inabordable
incluso con la ayuda de ordenadores para ordenes de la matriz altos. Por este motivo
la regla de Cramer (ejercicio 3.9) para resolver sistemas o el cálculo de la inversa
de la matriz con la fórmula del ejercicio 3.10 es también inutilizable en la práctica
para valores de 3 > 3,

En los siguientes ejercicios (3.11, 3.12 y 3.13 se estudian otras propiedades
geométricas de los tensores.

En particular en el ejercicio 3.11 se demuestra que en R3 dados 3 vectores
F1, . . . ,F3 si � es la matriz de términos 68 9 = (F8 ,F 9 ) 8, 9 = 1, . . . , 3 entonces para
el elemento de volumen l en R3 resulta

|l(F1, . . . ,F3) | =
√
34C (�)

y concluimos que
√
34C (�) es el volumen del 3-paralelepípedo formado por los

vectores F1, . . . ,F3 .
Por otra parte en el ejercicio 3.12 dados 3−1 vectores de R3 , F1, . . . ,F3−1 ∈ R3 ,

obtenemos
| |F1× . . . ,×F3−1 | | =

√
34C (�)
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donde � es la matriz de términos 68 9 = (F8 ,F 9 ); 8, 9 = 1, . . . , 3 − 1. Considerando
estos vectores como vectores de R3−1, podemos interpretar | |F1 × . . . ,×F3−1 | | =√
34C (�) como el volumen del (3 − 1)-paralelepípedo formado por los vectores

F1, . . . ,F3−1. En el ejercicio 3.13 consideramos el caso particular de dos vectores
E,F en R3: La matriz � es una matriz de dos filas por dos columnas

� =

[
(E, E) (E,F)
(F,E) (F,F)

]
y resulta

‖E×F‖ =
√
34C (�)

que es área del paralelógramo formado por E y F

Elemento de área

Vamos a relacionar el área de un paralelógramo formado por dos vectores E y F
en R3 con los tensores. Es decir vamos a construir un tensor antisimétrico enΛ2 (R3)
que al aplicarlo a dos vectores nos da el área del paralelógramo formado por ellos.

En R3 consideremos dos vectores E y F, {41, 42, 43} una base ortonormal y sea
{i1, i2, i3} la correspondiente base dual. Dado un vector @ = (@1, @2, @3)C de R3

consideramos el tensor antisimétrico l ∈ Λ2 (R3) definido por

l = @1i2∧i3 + @2i3∧i1 + @3i1∧i2 (3.24)

Propiedad 3.5. Dado un vector @ = (@1, @2, @3)C ∈ R3, sea l ∈ Λ2 (R3) definida por
(3.24). Para todo E,F ∈ R3 se verifica

l(E,F) = (@, E×F)

Demostración:

Tenemos

i2∧i3 (E,F) = i2 (E)i3 (F) −i2 (F)i3 (E) = E2F3−F2E3

i3∧i1 (E,F) = i3 (E)i1 (F) −i1 (F)i3 (E) = E3F1−F3E1

i1∧i2 (E,F) = i1 (E)i2 (F) −i2 (F)i1 (E) = E1F2−F1E2

de donde

l(E,F) = @1 (E2F3−F2E3) + @2 (E3F1−F3E1) + @3 (E1F2−F1E2)
= (@, E×F)
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�
Vamos a elegir el vector @ de manera que l(E,F) represente el área del parale-

logramo formado por E y F: Tomando

@ = = =
E×F
| |E×F | |

es decir tomando el vector normal unitario al plano formado por E y F

l(E,F) = (=, E×F) = ‖E×F‖

que es el área del paralelogramo (véase el ejercicio 3.13). El tensor l recibe el
nombre de elemento de área. Tenemos la siguiente definición:

Definición 3.7. Sea = el vector normal unitario a un plano Π. Es decir ‖=‖ = 1 y
(=, E) = 0 para todo E ∈ Π. El tensor l ∈ Λ2 (R3)

l = =1i2∧i3 +=2i3∧i1 +=3i1∧i2 (3.25)

se llama elemento de área asociado al plano Π.

Comentario 3.5. Según lo visto anteriormente el elemento de área aplicado a dos
vectores E yF nos da el área del paralelógramo formado por estos vectores. Tenemos
además

l(E,F) = (=, E×F)

W

n

V

⇧
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Figura 3.2 Elemento de área en R3

Propiedad 3.6. En un plano normal al vector unitario = = (=1, =2, =3)C se verifica
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=1l = i2∧i3

=2l = i3∧i1

=3l = i1∧i2

Demostración:

Sea @ ∈ R3 y sea = = E×F
‖E×F ‖ . Poniendo U = ‖E×F‖

(@,=)l(E,F) = (@,=) (=, E×F)
= (@,=)U = (@,U=) = (@, E×F)

Tomamos sucesivamente @ = 41, 42, 43. Para @ = 41 tenemos (41, =) = =1 y

=1l(E,F) = (41, E×F) = (E×F)1 = E2F3−F2E3 = i2∧i3 (E,F)

para todo E,F ∈ R3 por lo tanto =1l = i2 ∧ i3. Para 42 y 43 se procede de igual
modo.

�

Elemento de flujo de un vector a través de una superficie

Como en la sección anterior, dado un vector @ ∈ R3 consideramos el tensor
q ∈ Λ2 (R3) definido por

q = @1i2∧i3 + @2i3∧i1 + @3i1∧i2

Vamos a interpretar físicamente este tensor: Aplicando la propiedad anterior (3.6)

q = @1i2∧i3 + @2i3∧i1 + @3i1∧i2

= @1=1l+ @2=2l+ @3=3l

= (@1=1 + @2=2 + @3=3)l = (@,=)l

siendo l el elemento de área. De modo que

q(E,F) = (@,=)l(E,F)

representa el flujo del vector @ en la dirección normal al plano determinado por E y
F que atraviesa el paralelógramo formado por E y F.
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Elemento de línea

En R3 consideremos un vector C de norma ‖C‖ = 1. Sea {41, 42, 43} una base
ortonormal, en esta base C = (C1, C2, C3)C . Sea {i1, i2, i3} la correspondiente base
dual. Tenemos i1, i2, i3 ∈ Λ1 (R3).

Definición 3.8. El tensor
g = C1i1 + C2i2 + C3i3

se llama elemento de línea asociada a la recta A : {_C ;_ ∈ R}.

Dado un vector en la dirección de la recta A , E = ‖E‖C, tenemos

g(E) = C1i1 (E) + C2i2 (E) + C3i3 (E) = C1E1 + C2E2 + C3E3 = ‖E‖

Es decir g(E) es la longitud del vector E.

Ejercicios del Capítulo 3

3.1. Demostrar la propiedad 3.1.

3.2. Sea f la permutación de los indices 1,2,3,4 dada por f(1) = 2 ,f(2) =
3 ,f(3) = 1 ,f(4) = 4. Calcular f′ = f ◦ (1,2) y verificar que f es la permuta-
ción f′(2) ,f′(1) ,f′(3) ,f′(4)

3.3. Demostrar la expresión 3.14 para el producto exterior

3.4. Demostrar las propiedades 3.2.

3.5. Sean E,F ∈ R3 con coordenadas en una determinada base E = (E1, E2, E3)C y
F = (F1, F2, F3)C . Calcular

a) i2∧i3 (E,F)
b) i3∧i1 (E,F)
c) i1∧i2 (E,F)

donde {i1, i2, i3} es la correspondiente base dual de R3

3.6. Demostrar que 34C (�) = 34C (�C )

3.7. Sea i una la forma lineal en R3 . Demostrar que existe un I ∈ R3 único tal que

(I,F) = i(F) ∀F ∈ R3

Demostrar además que
‖I‖ = ‖i‖
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3.8. Desarrollar el cálculo del determinante de una matriz por columnas: Demostrar
que el determinante de una matriz � = [0 9

8
]3
8, 9=1 se puede calcular mediante el

desarrollo por los elementos de la última columna:

34C (�) =
3∑
9=1
(−1)3+ 90 9

3
34C (� 9̂

3̂
)

donde � 9̂
3̂
es la matriz obtenida a partir de la matriz � suprimiendo la fila 9 y la

columna 3.

3.9. Sea 5 :R3→R3 una aplicación lineal y considerar el siguiente problema: Dado
H ∈ R3 hallar G ∈ R3 tal que

5 (G) = H

Sea {41, . . . 43} una base de R3 . Sea � la matriz representando 5 en esta base dada
por

� = [01, . . . , 03] =

01

1 ... 0
1
3

...

031 ... 0
3
3


A su vez escribimos G =

∑3
8=1 G

848 e H =
∑3
8=1 H

848 en función de sus componentes en
la base. El sistema de ecuaciones a resolver se escribe

� =


01

1 ... 0
1
3

...

031 ... 0
3
3



G1

...

G3

 =

H1

...

H3


Demostrar que la solución G del sistema de ecuaciones viene dada por

G8 =
34C (01, . . . ,

posición i
H , . . . , 03)

34C �
∀ 8 = 1, . . . , 3

3.10. Con las mismas notaciones que en el ejercicio anterior demostrar que la inversa
de � se puede calcular mediante la fórmula

�−1 =
34C �03 9

34C �

donde �03 9 es la matriz adjunta de �. La matriz adjunta de � es la matriz de cofac-
tores de la matriz traspuesta de �. La matriz de cofactores se obtiene sustituyendo
cada término 08

9
por el determinante de la matriz obtenida suprimiendo la fila 8 y la

columna 9 multiplicado por (−1)8+ 9 .
3.11. Sea l ∈ Λ3 (R3) el elemento de volumen determinado por la base ortonor-
mal {41, . . . , 43}, es decir verificando (48 , 4 9 ) = X8 9 para todo 8, 9 = 1, . . . , 3. Sean
F1, . . . ,F3 ∈ R3 y llamemos

68 9 = (F8 ,F 9 ) ∀8, 9 = 1, . . . , 3
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Demostrar que
|l(F1, . . . ,F3) | =

√
34C (�)

donde � es la matriz de términos 68 9 ; 8, 9 = 1, . . . , 3 y concluir que
√
34C (�) es el

volumen del 3-paralelepípedo formado por los vectores F1, . . . ,F3 .

3.12. Sean F1, . . . ,F3−1 ∈ R3 , demostrar que

| |F1× · · · ×F3−1 | | =
√
34C (�)

donde � es la matriz de términos 68 9 = (F8 ,F 9 ); 8, 9 = 1, . . . , 3−1

3.13. Este ejercicio consiste en aplicar el anterior ejercicio 3.12 enR3: Sean E,F ∈R3

y

� =

[
(E, E) (E,F)
(F,E) (F,F)

]
Demostrar que

√
34C (�) es el área del paralelógramo formado por E y F y concluir

‖E×F‖ =
√
(E, E) (F,F) − (E,F)2





Capítulo 4
Espacio Tangente en Rd

Resumen

En este capítulo se introduce la noción de espacio tangente en R3 . Aquí se ha
introducido el espacio tangente como espacio de derivaciones, uno de los métodos
habituales en geometría diferencial (véase por ejemplo [4]) pues esto nos permite
introducir de una forma inmediata los cambios de base utilizando las herramientas
propias del álgebra lineal. En la última sección se introduce la noción de forma
diferencial en un punto ? ∈ R3 . Las referencias básicas son [6] y [3].

4.1. Vectores tangentes

EnR3 sea* (?) un entorno de ? ∈R3 . SeaF? el espacio vectorial de las funciones
de clase �∞ definidas en* (?) y a valores reales,

5 ∈ F? 5 :* (?) → R

Definición 4.1. Se llama vector tangente en un punto ? ∈* (?) ⊂ R3 a toda aplica-
ción

-? : F?→ R

tal que -? es lineal, es decir

-? ( 5 +6) = -? ( 5 ) + -? (6) ∀ 5 , 6 ∈ F? (4.1)
-? (_ 5 ) = _-? ( 5 ) ∀ 5 ∈ F? ∀_ ∈ R (4.2)

y además verifica la siguiente propiedad de Leibnitz

-? ( 5 .6) = 6(?)-? ( 5 ) + 5 (?)-? (6) ∀ 5 , 6 ∈ F? (4.3)

125
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El conjunto de vectores tangentes en ? ∈* (?) se llama espacio tangente en ? y
lo designamos mediante T?
Comentario 4.1. A las aplicaciones que verifican la propiedad (4.3) se les llama
derivaciones.

Veamos una propiedad esencial de las derivaciones:

Propiedad 4.1. Sea -? un vector tangente en ?. Si 2 es la función constante entonces
-? (2) = 0

Demostración:

Basta probar que -? ( 51) = 0 para la función constante 51 (G) = 1 para todo
G ∈* (?). En efecto para 5 (G) = 2 para todo G ∈* (?) tendremos

-? ( 5 ) = -? (2. 51) = 2-? ( 51)

y bastará probar que -? ( 51) = 0: Como 51 = 51. 51 tenemos

-? ( 51) = -? ( 51. 51) = 51 (?).-? ( 51) + 51 (?).-? ( 51) = 2-? ( 51)

de donde -? ( 51) = 0.
�

La siguiente propiedad de los vectores tangentes es también una consecuencia de
la propiedad de Leibnitz (4.3)

Propiedad 4.2. Si 5 (?) = 6(?) = 0 entonces -? ( 5 .6) = 0

Demostración:

De la propiedad del producto (4.3) tenemos

-? ( 5 .6) = 5 (?)-? (6) +6(?)-? ( 5 ) = 0

�

Teorema 4.1. T? tiene estructura de espacio vectorial sobre R con la operación
suma

(-? +.?) ( 5 ) = -? ( 5 ) +.? ( 5 ) ∀ 5 ∈ F? (4.4)

y la operación producto por un escalar

(_-?) ( 5 ) = _-? ( 5 ) ∀ 5 ∈ F? ∀_ ∈ R (4.5)

Demostración:
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Con las definiciones anteriores de suma de vectores tangentes y producto de
un escalar por un vector tangente se prueba inmediatamente que -? +.? es una
aplicación lineal de F?→ R. Probemos la propiedad de Leibnitz (4.3) para la suma:

(-? +.?) ( 5 .6) = -? ( 5 .6) +.? ( 5 .6)
= 5 (?)-? (6) +6(?)-? ( 5 ) + 5 (?).? (6) +6(?).? ( 5 )
= 5 (?) (-? +.?) (6) +6(?) (-? +.?) ( 5 )

y para el producto por un escalar:

(_-?) ( 5 .6) = _-? ( 5 .6)
= _

(
5 (?)-? (6) +6(?)-? ( 5 )

)
= _ 5 (?)-? (6) +_6(?)-? ( 5 )
= 5 (?) (_-?) (6) +6(?) (_-?) ( 5 )

�
Vamos a ver algunos ejemplos de vectores tangentes. En particular veremos

los vectores tangentes asociados a un sistema de coordenadas. Consideremos un
sistema de funciones coordenadas enR3: Sean {G1, . . . , G3} un conjunto de funciones
coordenadas independientes de clase �∞, es decir un conjunto de 3 aplicaciones

G8 :* (?) → R
@→ G8 (@)

de modo que a cada punto @ ∈ R3 le corresponde un único valor de sus coordenadas
(G1 (@), . . . , G3 (@)). Sea ? ∈ R3 y * (?) un entorno de ?. La derivada parcial en el
punto ? con respecto a cada función coordenada G8( m

mG8

)
?

:F?→ R

5 → m 5

mG8
(?)

es un vector tangente pues es una aplicación lineal ya que verifica las propiedades
(4.1) y (4.2 y también la propiedad de Leibnitz (4.3).

Propiedad 4.3. El conjunto

{
( m

mG1

)
?
, . . . ,

( m

mG3

)
?
}

forman un sistema de vectores tangentes linealmente independientes.

Demostración:
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Sea -? = _1
(
m

mG1

)
?
+ ...+_3

(
m

mG3

)
?
= 0. Evaluemos -? (G8). Tendremos

-? (G8) = _1 mG
8

mG1 (?) + ...+_
8 mG

8

mG8
(?) + ...+_3 mG

8

mG3
(?) = _8 = 0

�

Teorema 4.2. El conjunto de vectores tangentes

{
( m

mG1

)
?
, . . . ,

( m

mG3

)
?
}

engendra T? , es decir teniendo en cuenta la propiedad anterior, es una base de T?
que tiene por lo tanto dimensión 3.

Demostración:

Utilizando la formula de Taylor con resto integral (véase teorema 1.11) podemos
poner para G ∈* (?)

5 (G) = 5 (?) +� 5 (?) (G− ?) +
∫ 1

0
(1− C)

(
�2 5 (? + Cℎ) (G− ?,G− ?)

)
3C

Expresando las diferenciales en coordenadas

5 (G) = 5 (?) +
∑

8=1,...,3

m 5

mG8
(?) (G8 − ?8)

+
∑

8, 9=1,...,3
(G8 − ?8) (G 9 − ? 9 )

∫ 1

0
(1− C) m2 5

mG8mG 9
(? + Cℎ) 3C

Entonces aplicado -? al desarrollo anterior de la función 5 , obtenemos

-? ( 5 ) = -?
(
5 (?)

)
+

∑
8=1,...,3

m 5

mG8
(?) (-? (G8) − -? (?8))

+
∑

8, 9=1,...,3
-?

(
(G8 − ?8) (G 9 − ? 9 )

) ∫ 1

0
(1− C) m2 5

mG8mG 9
(? + Cℎ) 3C

donde observamos que -?
(
5 (?)

)
= 0 porque 5 (?) es una función constante de

G ∈* (?). Por el mismomotivo -? (?8) = 0. Por otra parte el último sumando también
se anula en virtud de la propiedad (4.2) ya que cada término de este sumando es el
producto de dos funciones de G que se anulan en G = ?.

Así pues para toda función 5 ∈ F? podemos escribir
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-? 5 =
∑

8=1,...,3

m 5

mG8
(?)-? (G8)

de donde
-? =

∑
8=1,...,3

_8
( m
mG8

)
?

siendo _8 = -? (G8).
�

Comentario 4.2. De manera equivalente se puede definir el espacio tangente en un
punto ? ∈ R3 como el conjunto

?×R3 = R3? = {(?, E); E ∈ R3}

con la suma
(?, E) + (?,F) = (?, E +F)

y el producto por un escalar

_(?, E) = (?,_E)

Si {48; 8 = 1, . . . , 3} es una base de R3 está claro que {(?, 48); 8 = 1, . . . , 3} es una
base de R3? .

Finalmente podemos identificar el espacio tangente de las derivaciones T? con
el anterior R3? identificando dos bases, así por ejemplo si {48; 8 = 1, . . . , 3} es
una base ortonormal y {G1, . . . , G3} es un sistema de coordendas cartesianas, el
vector tangente -? =

∑3
8=1_

8
(
m
mG8

)
?
lo identificamos con el vector de R3? dado por

(?, E) =∑3
8=1_

8 (?, 48). En definitiva un vector tangente en ? es un vector de R3 cuyo
origen se ha trasladado al punto ?.

Esta es la definición de vector tangente utilizada en [6].

4.1.1. Ejemplos de vectores tangentes

Vector tangente a una curva

SeaR3 el espacio vectorial de dimensión 3 sobreR. Y sea {G1, . . . , G3} un sistema
de coordenadas en R3 . Una curva en R3 es una aplicación (que consideraremos
diferenciable)

2 :]0, 1[⊂ R→ R3

C→ 2(C) = (G1 (C), . . . , G3 (C))
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donde hemos simplificado la notación poniendo 2(C) = (21 (C), . . . , 23 (C)) y
G8 (C) = (G8 ◦ 28) (C).

Sea ? ∈ R3 un punto de la curva, es decir, existe un C0 ∈]0, 1[ tal que ? = 2(C0).
Consideremos un entorno de ?,* (?) en R3 . Llamaremos vector tangente a la curva
2 en el punto ? a:

-? :F?→ R
5 → -? ( 5 ) = ( 5 ◦ 2) ′(C>)

Expresando en coordenadas ( 5 ◦ 2) ′(C>)

-? ( 5 ) =
3∑
8

m 5

mG8

(
2(C0)

) 3G8
3C
(C0)

para toda 5 ∈ F? por lo que

-? =

3∑
8

3G8

3C
(C0)

( m
mG8

)
?

En las aplicaciones mientras no tengamos problemas de definción en los puntos
extremos (frontera de ]0, 1[) o a la hora de calcular los vectores tangentes en es-
tos puntos extremos, podemos sustituir el intervalo abierto ]0, 1[ por el intervalo
cerrados [0, 1] o los intervalos semiabiertos [0, 1[ o [0, 1[.

Superficies en R3

Sea R3 el espacio vectorial de dimensión 3 sobre R con el sistema de coordenadas
{G1, G2, G3}. Sea un conjunto abierto � ⊂ R2. Definimos una superficie en R3 como
una aplicación

q :�→ R3

(D, E) → q(D, E) = (q1 (D, E), q2 (D, E), q3 (D, E))

donde q8 (D, E) = (G8 ◦q) (D, E) 8 = 1,2,3. Sea ? = q(D0, E0) un punto de la superficie.
Dada la función 5 ∈ F? la función compuesta 5 ◦ q es una función definida en
� ⊂ R2 a valores en R

5 ◦q : � ⊂ R2 q
−→ * (?) ⊂ R3 5

−→ R
(D, E) −→ q(D, E) −→ 5 (q(D, E))

Con el sistema de coordenadas {D, E} en R2 y {G1, G2, G3} en R3 la matriz jacobiana
( 5 ◦q) ′((D0, E0) es una matriz de 1 fila × 2 columnas que es el producto de matrices
jacobianas

(
5 ′(q(D0, E0)

)
.q′(D0, E0). Desarrollando este producto tenemos
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Figura 4.1 Definición de superficie en R3

( 5 ◦q) ′(?) =
[
m 5

mG1
(
q(?)

)
,
m 5

mG2
(
q(?)

)
,
m 5

mG3
(
q(?)

) ]
.


mq1

mD
(?) mq

1

mE
(?)

mq2

mD
(?) mq

2

mE
(?)

mq3

mD
(?) mq

3

mE
(?)

 .
de modo que

( 5 ◦q) ′(?) =
[∑3

8=1
m 5

mG8

(
q(?)

) mq8
mD
(?) ∑3

8=1
m 5

mG8

(
q(?)

) mq8
mE
(?)

]
A las 2 columnas de ( 5 ◦q) ′((?) las llamamos

(
)D

)
?
( 5 ) y

(
)E

)
?
( 5 ) y asociados

a ? y a la superficie. Consideramos los siguientes vectores tangentes(
)D

)
?

:F?→ R

5 → m ( 5 ◦q)
mD

(?) =
∑

8=1,...,3

m 5

mG8

(
q(?)

) mq8
mD
(?)

(
)E

)
?

:F?→ R

5 → m ( 5 ◦q)
mE

(?) =
∑

8=1,...,3

m 5

mG8

(
q(?)

) mq8
mE
(?)
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de modo que (
)D

)
?
=

∑
8=1,...,3

mq8

mD
(?)

( m
mG8

)
?=q (?)

(
)E

)
?
=

∑
8=1,...,3

mq8

mE
(?)

( m
mG8

)
?=q (?)

4.1.2. Cambios de base

Sea ? ∈ R3 , * (?) un entorno de ? y dos sistemas de funciones coordenadas
{G1, . . . , G3} y {H1, . . . , H3} relacionados algebraicamente por el sistema de ecuacio-
nes

G1 = G1 (H1, H2, . . . , H3)
...

G3 = G3 (H1, H2, . . . , H3)

Sea T? el espacio tangente en ?. Asociados a estos dos sistemas de coordenadas
tendremos dos bases en T?:

{
( m
mG8

)
?
; 8 = 1, . . . , 3} ; {

( m

mH8

)
?
; 8 = 1, . . . , 3}

Vamos a deducir la relación entre las respectivas bases de T?: Un vector tangente
-? se podrá expresar en cada una de las bases,

-? =

3∑
8=1
_8

( m
mG8

)
?
=

3∑
9=1
` 9

( m

mH 9

)
?

(4.6)

Expresando los vectores de la base {
(
m
mH8

)
?
; 8 = 1, . . . , 3} en función de la base

{
(
m
mG8

)
?
; 8 = 1, . . . , 3}, es decir

( m

mH 9

)
?
=

3∑
8=1
089

( m
mG8

)
?

(4.7)

donde
089 =

mG8

mH 9
(?) (4.8)
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con expresión matricial la ley de transformación de las bases se escribe[( m

mH1

)
?
, . . . ,

( m

mH3

)
?

]
=

[( m

mG1

)
?
, . . . ,

( m

mG3

)
?

]
.


01

1 ... 0
1
3

...

031 ... 0
3
3


La matriz del cambio � es

� =


01

1 ... 0
1
3

...

031 ... 0
3
3

 =

mG1

mH1 (?) ... mG
1

mH3
(?)

...
mG3

mH1 (?) ... mG
3

mH3
(?)


Sustituyendo en la expresión (4.6)

-? =

3∑
8=1
_8

( m
mG8

)
?
=

3∑
9=1

3∑
8=1

` 9089

( m
mG8

)
?

identificando los coeficientes de
(
m
mG8

)
?

_8 =

3∑
8=1

` 9089 =

3∑
8=1
089`

9

obtenemos los coeficientes correspondientes al vector -? en la base
{
(
m
mG8

)
?
; 8 = 1, ..., 3} en función de los coeficientes del vector -? en la base

{
(
m
mH8

)
?
; 8 = 1, ..., 3}. Matricialmente la ley de transformación de las componen-

tes se escribe 
_1

...

_3

 =

01

1 ... 0
1
3

...

031 ... 0
3
3

 .

`1

...

`3


Comentario 4.3. Sustituyendo el valor de 08

9
dado por (4.8) en (4.7)

( m

mH 9

)
?
=

3∑
8=1

mG8

mH 9
(?)

( m
mG8

)
?

Con la notación G = (G1, ..., G3) para las coordenadas de un punto en el sistema
{G1, . . . , G3} e H = (H1, . . . , H3) para las coordenadas de un punto en el sistema
{H1, . . . , H3} las ecuaciones del cambio de coordenadas la expresaremos como G =
G(H) (resp. H = H(G)). Dada una función 5 ∈ F? llamemos 5H (resp. 5G) a la función
5 cuando utilizamos el sistema de coordenadas {H} ( resp. {G}). Podemos poner
entonces 5H (H) = 5G

(
G(H)

)
, es decir 5H = ( 5G ◦ G) De modo que en un punto ? de

coordenadas H(?) en el sistema de coordendas{H} (resp. de coordenadas G(?) en



134 4 Espacio Tangente en R3

el sistema de coordenadas {G}) el valor de m 5H

mH8

(
H(?)

)
es

m 5H

mH 9

(
H(?)

)
=

3∑
8=1

mG8

mH 9

(
H(?)

) m 5G
mG8

(
G(?)

)
que es la regla de la cadena.

Ejemplos de cambios de base

Ejemplo 1: Coordenadas polares

EnR2 consideremos dos sistemas de coordenadas. El sistema de coordenadas car-
tesianas {G, H} y el sistema de coordenadas polares {A, \} en un entorno de un punto
? = (G0, H0)G,H = (A0, \0)A , \ . Los dos sistemas de coordenadas están relacionadas por

P

X

r

Y

✓

<latexit sha1_base64="D5ZiWPGyt3eifXf7TUf/ArCe/VI=">AAAB6HicbVC7TsNAEFyHVwivACWNRYREFdkIBHSRaCiDRB5SYkXnyzo5cn7obo0UWfkHqBDQ8T38AH/DObiAhKlmd2a1O+snUmhynC+rtLK6tr5R3qxsbe/s7lX3D9o6ThXHFo9lrLo+0yhFhC0SJLGbKGShL7HjT25yvfOISos4uqdpgl7IRpEIBGdkWp0+jZFYZVCtOXVnDnuZuAWpQYHmoPrZH8Y8DTEiLpnWPddJyMuYIsElzir9VGPC+ISNsGdoxELUXjY/d2afBLGyzWJ7Xv/2ZizUehr6xhMyGutFLW/+p/VSCq68TERJShhxYzFakEqbYjtPbQ+FQk5yagjjSpgrbT5minEyv8nju4thl0n7rO6e1y/uzmuN6+IRZTiCYzgFFy6hAbfQhBZwmMAzvMG79WA9WS/W64+1ZBUzh/AH1sc3wyaM0A==</latexit>

Figura 4.2 Coordenadas polares en R2

la ecuaciones

G = A cos\
H = A sin\

En T? consideraremos las dos bases asociadas

{
( m
mG

)
?
,

( m
mH

)
?
} y {

( m
mA

)
?
,

( m
m\

)
?
}

La matriz del cambio de base de un vector tangente dado en coordenadas polares a
coordenadas cartesianas será:



4.1 Vectores tangentes 135

� =

[
mG
mA
(?) mG

m\
(?)

mH

mA
(?) mH

m\
(?)

]
=

[
cos\0 −A0 sin\0
sin\0 A0 cos\0

]
La matriz � relaciona la base correspondiente a coordenadas polares en función de
la base correspondiente a coordenadas cartesianas,[( m

mA

)
?
,

( m
m\

)
?

]
=

[( m
mG

)
?
,

( m
mH

)
?

]
.

[
mG
mA
(?) mG

m\
(?)

mH

mA
(?) mH

m\
(?)

]
y permite calcular las coordenadas cartesianas de un vector tangente dado en coor-
denadas polares, [

_1

_2

]
=

[
mG
mA
(?) mG

m\
(?)

mH

mA
(?) mH

m\
(?)

]
.

[
`1

`2

]
De modo que( m

mA

)
?
=
mG

mA
(?)

( m
mG

)
?
+ mH
mA
(?)

( m
mH

)
?
= cos\0

( m
mG

)
?
+ sin\0

( m
mH

)
?( m

m\

)
?
=
mG

m\
(?)

( m
mG

)
?
+ mH
m\
(?)

( m
mH

)
?
= −A0 sin\0

( m
mG

)
?
+ A0 cos\0

( m
mH

)
?

Por ejemplo un vector tangente dado en coordenadas polares

-? = 3
( m
mA

)
?
+5

( m
m\

)
?

En la base cartesiana se expresará

-? = _
1
( m
mG

)
?
+_2

( m
mH

)
?

donde [
_1

_2

]
=

[
cos\0 −A0 sin\0
sin\0 A0 cos\0

]
.

[
3
5

]
es decir

_1 = 3cos\0−5A0 sin\0

_2 = 3sin\0−5A0 cos\0

Recíprocamente consideremos el paso de un vector dado en coordenadas carte-
sianas a coordenadas polares:

A =

√
G2 + H2

\ = arctan
H

G

La matriz del cambio de base es
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� =

[
mA
mG
(?) mA

mH
(?)

m\
mG
(?) m\

mH
(?)

]
=


G0√
G2

0+H
2
0

H0√
H2

0+H
2
0

− H0
G2

0+H
2
0

G0
G2

0+H
2
0


La matriz � = �−1 (véase ejercicio 4.1) relaciona la base correspondiente a coorde-
nadas cartesianas en función de la base correspondiente a coordenadas polares:[( m

mG

)
?
,

( m
mH

)
?

]
=

[( m
mA

)
?
,

( m
m\

)
?

]
.

[
mA
mG
(?) mA

mH
(?)

m\
mG
(?) m\

mH
(?)

]
de modo que( m

mG

)
?
=
mA

mG
(?)

( m
mA

)
?
+ m\
mG
(?)

( m
m\

)
?
=

G0√
G2

0 + H
2
0

( m
mA

)
?
− H0

G2
0 + H

2
0

( m
m\

)
?( m

mH

)
?
=
mA

mH
(?)

( m
mA

)
?
+ m\
mH
(?)

( m
m\

)
?
=

H0√
G2

0 + H
2
0

( m
mA

)
?
+ G0

G2
0 + H

2
0

( m
m\

)
?

Un vector tangente dado en coordenadas cartesianas, por ejemplo

-? =

( m
mG

)
?
+8

( m
mH

)
?

se escribirá en coordenadas polares como

-? = `
1
( m
mA

)
?
+ `2

( m
m\

)
?

donde [
`1

`2

]
=


G0√
G2

0+H
2
0

H0√
H2

0+H
2
0

− H0
G2

0+H
2
0

G0
G2

0+H
2
0

 .
[

1
8

]
=


G0√
G2

0+H
2
0

+ 8H0√
H2

0+H
2
0

− H0
G2

0+H
2
0
+ 8G0
G2

0+H
2
0


Ejemplo 2: Coordenadas cilíndricas

El sistema de coordenadas cartesianas en R3 viene dado en función del sistema
de coordenadas cilíndricas mediante:

G = A cos\
H = A sin\

I = I

La matriz para el paso de un vector dado en coordenadas polares a sus coordenadas
cartesianas en un punto ? = (G0, H0, I0)GHI = (A0, \0, I0)A , \ ,I es
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P

X

r
Y

Z

✓

<latexit sha1_base64="D5ZiWPGyt3eifXf7TUf/ArCe/VI=">AAAB6HicbVC7TsNAEFyHVwivACWNRYREFdkIBHSRaCiDRB5SYkXnyzo5cn7obo0UWfkHqBDQ8T38AH/DObiAhKlmd2a1O+snUmhynC+rtLK6tr5R3qxsbe/s7lX3D9o6ThXHFo9lrLo+0yhFhC0SJLGbKGShL7HjT25yvfOISos4uqdpgl7IRpEIBGdkWp0+jZFYZVCtOXVnDnuZuAWpQYHmoPrZH8Y8DTEiLpnWPddJyMuYIsElzir9VGPC+ISNsGdoxELUXjY/d2afBLGyzWJ7Xv/2ZizUehr6xhMyGutFLW/+p/VSCq68TERJShhxYzFakEqbYjtPbQ+FQk5yagjjSpgrbT5minEyv8nju4thl0n7rO6e1y/uzmuN6+IRZTiCYzgFFy6hAbfQhBZwmMAzvMG79WA9WS/W64+1ZBUzh/AH1sc3wyaM0A==</latexit>

.

Figura 4.3 Coordenadas cilíndricas en R3


mG
mA
(?) mG

m\
(?) mG

mI
(?)

mH

mA
(?) mH

m\
(?) mH

mI
(?)

mI
mA
(?) mI

m\
(?) mI

mI
(?)

 =


cos\0 −A0 sin\0 0
sin\0 A0 cos\0 0

0 0 1


Ejemplo 3: Coordenadas esféricas

El sistema de coordenadas cartesianas en R3 viene dado en función del sistema
de coordenadas esféricas mediante:

G = A cos\ sini
H = A sin\ sini
I = A cosi

La matriz del cambio de base de un vector tangente dado en coordenadas esféricas
a coordenadas cartesianas en un punto ? = (G0, H0, I0)G,H,I = (A0, \0, i0)A , \ ,i es:

� =


mG
mA
(?) mG

m\
(?) mG

mi
(?)

mH

mA
(?) mH

m\
(?) mH

mi
(?)

mI
mA
(?) mI

m\
(?) mI

mi
(?)

 =


cos\0 sini0 −A0 sin\0 sini0 A0 cos\0 cosi0
sin\0 sini0 A0 cos\0 sini0 A0 sin\0 cosi0

cosi0 0 −A0 sini0


Por ejemplo en el punto ? = (1,1,1)GHI = (

√
3, c/4, c/4)A , \ ,i la matriz de cambio

de base � es

� =


1
2 −

√
3

2

√
3

2
1
2

√
3

2

√
3

2√
2

2 0 −
√

6
2


Sea ahora el vector tangente
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X

r

Y
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.

Figura 4.4 Coordenadas esféricas en R3

-? = 2
( m
mA

)
?
+ 1
√

3

( m
m\

)
?
+ 1
√

3

( m
mi

)
?

dado en coordenadas esféricas. Sus coordenadas cartesianas serán:
_1

_2

_3

 =


1
2 −

√
3

2

√
3

2
1
2

√
3

2

√
3

2√
2

2 0 −
√

6
2

 .


2
1√
3

1√
3

 =


1
2√
2

2


y finalmente -? en coordenadas cartesianas es

-? =

( m
mG

)
?
+2

( m
mH

)
?
+
√

2
2

( m
mI

)
?

Véanse los ejercicios 4.2, 4.3, 4.4, 4.5 y 4.6 patra otros ejemplos de cambios de
base y vectores tangentes.

4.1.3. Aplicaciones entre espacios tangentes

Sea* (?) un entorno de ? ∈ R< y q una aplicación de* (?) en R3 diferenciable:

q :* (?) ⊂ R<→ R3

La aplicación q induce una aplicación q∗ entre los espacios tangentes T? y Tq (?)
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q∗ :T?→Tq (?)
-?→ q∗ (-?)

definida por la relación

q∗ (-?) ( 5 ) = -? ( 5 ◦q) ∀ 5 ∈ Fq (?) (4.9)

La aplicación q∗ así definida es lineal. (La demostración se deja como ejercicio 4.7)
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Figura 4.5 Aplicación entre espacios tangentes

Cálculo de la matriz asociada

Sean {Ĝ1, . . . , Ĝ<} un sistema de coordendas en* (?) ⊂ R< y sea {G1, . . . , G3} un
sistema de coordenadas en un entorno de q(?), + (q(?)) ⊂ R3 , y las correspondien-
tes bases {

(
m

mĜ1

)
?
, . . . ,

(
m
mĜ<

)
?
} de T? y {

(
m

mG1

)
q (?)

, . . . ,

(
m

mG3

)
q (?)
} de Tq (?) . La

matriz � = (0 9
8
) 9=1,...,3
8=1,...,< representativa de q∗ asociada a estas bases es la matriz de

3 filas × < columnas donde la i-ésima columna son las componentes de q∗
(
m
mĜ8

)
?

en la base de Tq (?) :

q∗
( m
mĜ8

)
?
= 01

8

( m

mG1

)
q (?)
+ · · · + 038

( m

mG3

)
q (?)

0
9

8
viene dada por

0
9

8
= q∗

( m
mĜ8

)
?
(G 9 ) =

( m
mĜ8

)
?
(G 9 ◦q) =

( m (G 9 ◦q)
mĜ8

)
(?)

Comentario 4.4. Abusando del lenguaje, la notación habitual es poniendo

(G8 ◦q) (Ĝ1, . . . , Ĝ<) = G8 (Ĝ1, . . . , Ĝ<) ∀8 = 1, . . . , 3



140 4 Espacio Tangente en R3

q :* (?) ⊂ R<→ R3

(Ĝ1, . . . , Ĝ<) →
(
G1 (Ĝ1, . . . , Ĝ<), . . . , G3 (Ĝ1, . . . , Ĝ<)

)
y escribimos simplificando la notación

0
9

8
=
mG8

mĜ 9
(?) ∀8 = 1, . . . , 3; 9 = 1, . . . ,<

Comentario 4.5. Si identificamos T? con R< y Tq (?) con R3 entonces q∗ es la
diferencial de q en el punto ?:

q∗ = �q(?)

En el ejercicio 4.8 se propone calcular q∗-? para un vector tangente -? de T? .

Ejemplos

Sea

2 :]0, 1[→ R3

C→ 2(C) = (G1 (C), . . . , G3 (C))

una curva en R3 . Para ? ∈]0, 1[ vamos a calcular 2∗
(
3
3 C

)
?
: Tenemos

2∗
( 3
3 C

)
?
= 01

( m

mG1

)
2 (?)
+ · · · + 03

( m

mG3

)
2 (?)

08 = 2∗
( 3
3 C

)
?
(G8) =

( 3
3 C

)
?
(G8 ◦ 2) = 3 G

8

3 C
(?)

donde hemos simplificado la notación poniendo G8 en lugar de (G8 ◦2). Finalmente
concluimos que

2∗
( 3
3 C

)
?
=
3 G1

3 C
(?)

( m

mG1

)
2 (?)
+ · · · + 3 G

3

3 C
(?)

( m

mG3

)
2 (?)

es el vector tangente a la curva en el punto 2(?)
Sea

q :]0,1[2→ R3

D, E→ (G1, G2, G3)

una superficie en R3 y ? ∈]0,1[2. Vamos a calcular q∗
(
m
mD

)
?
y q∗

(
m
mE

)
?
:
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q∗
( m
mD

)
?
= 01

D

( m

mG1

)
q (?)
+ 02

D

( m

mG2

)
q (?)
+ 03

D

( m

mG3

)
q (?)

q∗
( m
mE

)
?
= 01

E

( m

mG1

)
q (?)
+ 02

E

( m

mG2

)
q (?)
+ 03

E

( m

mG3

)
q (?)

y tendremos

08D =
mG8

mD
(?)

y

08E =
mG8

mE
(?)

es decir q∗
(
m
mD

)
?
es el vector tangente ()D)q (?) y q∗

(
m
mE

)
?
es el vector tangente

()E )q (?) que son los vectores tangentes asociados a la superficie.

4.2. Formas diferenciales en Rd

4.2.1. Noción de forma diferencial

En R3 sea* (?) un entorno de un punto ?, sea T? el espacio tangente en ? y T ∗?
su espacio dual .

A los elementos l? de T ∗? les llamamos formas diferenciales en el punto ?. Es
decir, una forma diferencial l? es una aplicación lineal de T? en R

l? :T?→ R
-?→ l? (-?)

de modo que

l? (-? +.?) = l? (-?) +l? (.?) ∀-? ,.? ∈ T?
l? (_-?) = _l? (-?) ∀_ ∈ R ∀-? ∈ T?

Ejemplo de forma diferencial

Dada una función 5 :* (?) → R de clase �∞, es decir 5 ∈ F? , definiremos una
forma diferencial asociada que llamaremos diferencial de 5 en ? y la escribiremos
como 35? , de modo que

35? (-?) = -? ( 5 ) ∀-? ∈ T?

Veamos que efectivamente 35? es una forma diferencial en ?:
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35? (-? +.?) = (-? +.?) ( 5 ) = -? ( 5 ) +.? ( 5 ) = 35? (-?) + 35? (.?) ∀-? ,.? ∈ T?
35? (_-?) = -? (_-?) = _-? ( 5 ) = _35? ( 5 ) ∀_ ∈ R ∀-? ∈ T?

Veamos la relación con el concepto de diferencial de una función en un punto
introducido en el capítulo 1: Con la notación del capítulo 1 para la diferencial de una
función en un punto, observemos que

35? = �� (?)

En efecto, consideremos el sistema de coordenadas cartesiano y tomemos un vector
tangente en ?,

-? = _
1
( m

mG1

)
?
+ ...+_3

( m

mG3

)
?

tendremos
35? (-?) = -? ( 5 ) = _1 m 5

mG1 (?) + ...+_
3 m 5

mG3
(?)

Por otra parte según el concepto de diferencial en el punto ? introducido en el
capítulo 1 según el cual

�� (?) : R3→ R

es una aplicación lineal, tendremos que para un vector E ∈ R3 de componentes
_1

. . .

_3


resulta

� 5 (?) (E) =
[
m 5

mG1 (?) . . .
m 5

mG3
(?)

]
.


_1

. . .

_3

 = _1 m 5

mG1 (?) + ...+_
3 m 5

mG3
(?)

4.2.2. Bases en el espacio de formas diferenciales

Sea* (?) ∈ R3 un entorno de un punto ?. {G1, . . . , G3} un sistema de coordenadas
en * (?) ⊂ R3 . Las coordenadas G8 : * (?) → R son funciones de F? . Podemos
considerar sus formas diferenciales asociadas, es decir {3G8? , . . . , 3G3?} de modo que
para un vector tangente -? = _1

(
m

mG1

)
?
+ ...+_3

(
m

mG3

)
?

3G
9
? (-?) = 3G 9?

( 3∑
8=1
_8

( m
mG8

)
?

)
=

3∑
8=1
_8
mG 9

mG8
(?) = _ 9
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nos da la 9-ésima componente de -? . Veamos que este conjunto de 3 formas
diferenciales es precisamente la base dual de la base {

(
m

mG1

)
?
, . . . ,

(
m

mG3

)
?
} de T? ,

en efecto
3G8?

(( m

mG 9

)
?

)
=
mG8

mG 9
(?) = X89

Tenemos pues que toda forma diferencial F? ∈ T ∗? se podrá expresar como combi-
nación lineal de las formas {3G8?; 8 = 1, . . . , 3},

l? =

3∑
8=1
_83G

8
?

donde
_ 9 = l?

( m

mG 9

)
?

en efecto,

l?

( m

mG 9

)
?
=

3∑
8=1
_83G

8
?

(( m

mG 9

)
?

)
=

3∑
8=1
_8
mG8

mG 9
(?) = _ 9

4.2.3. Cambios de base en el espacio de formas diferenciales

Sea ? ∈ R3 , * (?) un entorno de ? y dos sistemas de funciones coordenadas
{G1, . . . , G3} y {H1, . . . , H3} en * (?). Sean {3G8? , . . . , 3G3?} y {3H8? , . . . , 3H3?} las res-
pectivas bases asociadas en T ∗? . Dada l? ∈ T ∗? podemos expresarla en cada una de
las dos bases

l? =

3∑
9=1
_ 93G

9
? =

3∑
8=1

`83H
8
?

Expresando cada una de las 3H8? , 8 = 1, ..., 3 en función de las formas diferenciales
3G

9
? , 9 = 1, . . . , 3 ponemos

3H8? =

3∑
9=1
1893G

9
?

donde
189 = 3H

8
?

(( m

mG 9

)
?

)
=
mH8

mG 9
(?)

sustituyendo

l? =

3∑
9=1
_ 93G

9
? =

3∑
8=1

3∑
9=1
`81

8
93G

9
?

de modo que
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_ 9 =

3∑
8=1

`81
8
9

Matricialmente la ley de transformación de coordenadas de una forma diferencial se
escribe,

[_1 . . ._3] = [`1 . . . `3] .

11

1 ... 1
1
3

...

131 ... 1
3
3


La matriz del cambio de base � es

� =


11

1 ... 1
1
3

...

131 ... 1
3
3

 =

mH1

mG1 (?) ... mH
1

mG3
(?)

...
mH3

mG1 (?) ... mH
3

mG3
(?)


Por otra parte la ley de transfromación de las bases se escribe :


3H1

?

. . .

3H3?

 =

mH1

mG1 (?) ... mH
1

mG3
(?)

...
mH3

mG1 (?) ... mH
3

mG3
(?)

 .

3G1
?

. . .

3G3?


Véase el ejercicio 4.9 para la relación entre la matriz de cambio de base en el espacio
tangente y la matriz de cambio de base en el espacio dual de las formas diferenciales.

Ejemplos de cambios de base

Ejemplo1: Cambio de polares a cartesianas

La relación entre las coordenadas cartesianas y coordenadas polares es

G = A cos\
H = A sin\

La base de T ∗? en cartesianas es

{3G? , 3H?}

y la base en polares es
{3A? , 3\?}

La relación entre las dos bases es

3G? =
mG

mA
(?)3A? +

mG

m\
(?)3\? = cos\03A? − A0 sin\03\?

3H? =
mH

mA
(?)3A? +

mH

m\
(?)3\? = sin\03A? + A0 cos\03\?
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para un punto ? = (A0, \0) dado en coordenadas polares.
Se deja como ejercicio 4.10 calcular la relación entre las bases de formas dife-

renciales correspondientes a coordenadas esféricas y cartesianas.

Ejercicios del Capítulo 4

4.1. Verificar que las matrices de cambio de base � y � en el ejemplo 1 verifican
� = �−1.

4.2. Sea un punto ? ∈ R2 de coordenadas ? = (1,1) en coordenadas cartesianas y
? = (
√

2, c/4) en coordenadas polares. Sea el vector tangente en el punto ? dado en
coordenada cartesianas por

-? =

( m
mG

)
?
+2

( m
mH

)
?

expresar -? en coordenadas polares.

P

X0

r0
Y0

✓
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Figura 4.6 Vector tangente en R2
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4.3. Hallar la expresión de un vector tangente en el punto ? de una curva que se
apoya en un cilindro de radio unidad.

Indicación: Una curva en R3 se escribe,

2 :]0, 1[→ R3

C→ (G(C), H(C), I(C))

La ecuación del cilindro es
G2 + H2 = 1

por lo tanto los puntos de la curva dada verificarán

G2 (C) + H2 (C) = 1 ∀ C ∈ (0, 1)

o trabajando con coordenadas cilíndricas, la ecuación del cilindro es A = 1 y los
puntos de la curva verificarán A (C) = 1 para todo C ∈]0, 1[.

P

X

Y

z

.

Figura 4.7 Curva sobre un cilindro
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4.4. Hallar la expresión de un vector tangente en el punto ? de una curva trazada
sobre una superficie de revolución.

Indicación: Tomamos el eje de revolución el eje I y trabajando con coordenadas
cilíndricas la ecuación de la superficie se puede poner de la forma A = A (I).

P

X

Y

z

.

Figura 4.8 Curva sobre una superficie de revolución
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4.5. Hallar la expresión de un vector tangente en el punto ? de una curva trazada
sobre un toro de ecuación, en coordenadas cilíndricas, A = A (I) donde A (I) está
definido implicitamente por la ecuación

(A −')2 + I2 = 1

despejando A = A (I) tenemos que la parte exterior del toro es

A = ' +
√

1− I2

y la parte interior del toro es
A = '−

√
1− I2

Considerar lor tres casos siguientes:

P

X

Y

z

.
R 1

Figura 4.9 Curvas sobre un toro

a) La curva es la circunferencia de radio '+1 y centro el origen de coordenadas, es
decir

2 : [0,2c[→ R3

C→ (A (C), \ (C), I(C))

donde A (C) = ' +1, \ (C) = C y I(C) = 0.
b) Circunferencia que es la sección transversal según el plano G− I, es decir

2 : [0,2c[→ R3

C→ (A (C), \ (C), I(C))

donde A (C) = ' + cos C, \ (C) = 0 y I(C) = sin C.
c) La curva (una helicoide que se apoya sobre la superficie del toro) viene dada por
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2 : [0,2c[→ R3

C→ (A (C), \ (C), I(C))

donde A (C) = ' + cos C, \ (C) = C y I(C) = sin C.

4.6. Hallar el vector tangente en un punto ? de la hélice

2 : [0,2c] → R3

C→ (G = cos C, H = sin C, I = C)

Dar el resultado en coordenadas cartesianas y en coordenadas cilíndricas.

4.7. Demostrar que la aplicación q∗ definida por (4.9) es una aplicación lineal entre
los espacios tangentes T? y T5 (?) .

4.8. Sea* (?) un entorno de ? ∈ R< y q una aplicación de* (?) enR3 diferenciable:

q :* (?) ⊂ R<→ R3

Dado un vector tangente en T? ,

-? = _
1
( m

mĜ1

)
?
+ · · · +_3

( m

mĜ1

)
?

calcular q∗-? .

4.9. Establecer la relación entre la matriz de cambio de base en el espacio tangente
y la matriz de cambio de base en el espacio dual de las formas diferenciales.

4.10. En R3 hallar en un entorno* (?) de ? = (A0, \0, i0) la relación entre las bases
de formas diferenciales en coordenadas esféricas y en coordenadas cartesianas.





Capítulo 5
Campos y Formas

En este capítulo construimos primero los tensores sobre el espacio tangente intro-
ducimos la noción de campo vectorial, formas y más en general campos tensoriales.
Un campo vectorial es una aplicación definida en un abierto de R3 que asigna a cada
punto un vector del espacio tangente en este punto. Una forma es una aplicación que
en cada punto asigna una forma diferencial del espacio de formas diferenciales en el
punto. Del mismo modo un campo tensorial será una aplicación que asigna a cada
punto un tensor en el espacio de tensores construido a partir del espacio tangente y
el espacio de formas diferenciales en este punto.

La referencias básicas son [6] y [3]. Véase también [5] para un desarrollo más
sencillo.

5.1. Tensores sobre el espacio tangente y el espacio de formas
diferenciales

En R3 sea* (?) un entorno de un punto ? ∈ R3 y sea T? el espacio tangente en ?.
Por otra parte sea T ∗? el espacio dual del espacio tangente de las formas diferenciales
en el punto ?. A partir de estos dos espacios se construyen los respectivos espacios
de tensores, covariantes, contravariantes y mixtos.

A continuación en cada punto ? ∈ R3 consideraremos los espacios de tensores
covariantes de orden : ,M: (T?) y los correspondientes espacios de tensores anti-
simétricos de orden : , Λ: (T?). En particular los tensores de orden : = 1 son las
formas diferenciales. A los elementos de Λ: (T?) se les llama formas diferenciales
de orden : .

151
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Ejemplos de espacios de tensores diferenciales y bases respectivas

Recordemos las bases deT?: Sean G1, ..., G3 un conjunto de funciones coordenadas
independientes. Sea ? ∈ R3 y * (?) un entorno de ? y las derivadas parciales en el
punto ? con respecto a cada función coordenada G8( m

mG8

)
?

:F?→ R

5 → m 5

mG8
(?)

Según vimos en el capítulo 4 el conjunto de derivadas parciales en el punto ?

{
( m
mG8

)
?
; 8 = 1, . . . , 3}

es una base de T? . Por otra parte el conjunto de las diferenciales en el punto ?

{3G8?; 8 = 1, . . . , 3}

es una base de T ∗? .

Tensores de orden 2

El espacioM2 (T?) de tensores de orden 2 tiene dimensión 32. Una base es

{3G8? ⊗ 3G
9
?; 8, 9 = 1,2,3}

Un ejemplo de tensor de orden 2 es el producto escalar de dos vectores, o tensor
métrico fundamental. Su expresión en un sistema de coordenadas cartesianas {G, H, I}
es

)? = 3G? ⊗ 3G? + 3H? ⊗ 3H? + 3I? ⊗ 3I?
Aplicando este tensor a dos vectores tangentes

-? = _
1 ( m
mG

)
?
+_2 ( m

mH

)
?
+_3 ( m

mI

)
?

.? = `
1 ( m
mG

)
?
+ `2 ( m

mH

)
?
+ `3 ( m

mI

)
?

resulta
)? (-? ,.?) = _1`1 +_2`2 +_3`3

Sea ahora {H1, . . . , H3} otro sistema de coordenadas y {3H1
? , . . . , 3H

3
?} la base del

espacio dual T ∗? asociada a este sistema de coordendas. Veamos como expresar el
tensor )? en esta otra base, es decir queremos hallar los ()8 9 )38, 9=1 tales que
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)? =

3∑
8, 9=1

)8 93H
8
? ⊗ 3H

9
?

Vamos a ver que

)8 9 = )?

(( m

mH8

)
?
,

( m

mH 9

)
?

)
∀8, 9 = 1, . . . , 3

En efecto aplicando )? a estos vectores

)?

(( m

mH8

)
?
,

( m

mH 9

)
?

)
=

3∑
:,;=1

):; 3H
:
? ⊗ 3H;?

(( m

mH8

)
?
,

( m

mH 9

)
?

)
=

3∑
:,;=1

):; X
:
8 X
;
9 = )8 9

En el ejercicio 5.1 se propone calcular el tensormétrico en coordenadas cilíndricas
y en el ejercicio 5.2 en coordenadas esféricas.

Tensores antisimétricos

Sea {G1, . . . , G3} el sistema de coordendas cartesiano en R3 y {3G8?; 8 = 1, . . . , 3}
la base correspondiente T ∗? . La base de Λ: (T?) es el conjunto

{3G81? ∧ · · · ∧ 3G8:? ; 1 ≤ 81 < 82 < . . . < 8: ≤ 3}

de modo que Λ: (T?) tiene dimensión
(3
:

)
= 3!
:!(3−:)! . Un tensor l? ∈ Λ: (T?) se

escribirá de la forma

l? =
∑

1≤81<82<...<8: ≤3
_81 ,82 ,...,8: 3G

81
? ∧ · · · ∧ 3G8:?

Por ejemplo el elemento de volumen en un punto ? de R3 es el tensor
l? ∈ Λ3 (T?) tal que l?

((
m

mG1

)
?
, . . . ,

(
m

mG3

)
?

)
= 1 donde {G1, . . . , G3} son la coor-

denadas cartesianas. Es decir

l? = 3G
1
? ∧ · · · ∧ 3G3?

Sean ahora otro sistema de coordenadas {H1 . . . , H3}. En este nuevo sistema de
coordenadas el elemento de volumen se expresará como

l? = 3G
1
? ∧ · · · ∧ 3G3? = _ 3H1

? ∧ · · · ∧ 3H3?

donde _ = 34C (�) siendo � = [ mG8
mH 9
(?)]: En efecto, poniendo
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_ = _ 3H1
? ∧ · · · ∧ 3H3?

(( m

mH1

)
?
, . . . ,

( m

mH3

)
?

)
= 3G1

? ∧ · · · ∧ 3G3? (
( m

mH1

)
?
, . . . ,

( m

mH3

)
?

)
= 34C (�)

donde � es la matriz de cambio de base

� =


mG1

mH1 (?) . . . mG1

mH3
(?)

. . .
mG3

mH1 (?) . . . mG
3

mH3
(?)


En el ejercicio 3.11 se relaciona el elemento de volumen con la matriz asociada al

tensor métrico)? = 3G? ⊗ 3G? +3H? ⊗ 3H? +3I? ⊗ 3I?: El elemento de volumenl?
en coordenadas cartesianas esl? = 3G1

?∧· · ·∧3G3? y en las coordenadas {H1, . . . , H3}
es l? = _ 3H1

? ∧ · · · ∧ 3H3? donde _ =
√
34C (�) siendo � = ()8 9 )38, 9=1.

Ejemplos

Por ejemplo el elemento de volumen en R3 en coordenadas cartesianas G, H, I es

l? = 3G? ∧ 3H? ∧ 3I?

En coordenadas cilíndricas, en un punto ? de coordenadas (A, \, I) es

l? = A 3A? ∧ 3\? ∧ 3I?

y en coordenadas esféricas

l? = A
2 sini3A? ∧ 3i? ∧ 3\?

(véanse ejercicios 5.3 y 5.4)
Nota:Para simplificar la notación y mientras no de lugar a confusión omitiremos

el punto ? en el que se evaluan los coeficientes. Por ejemplo ponemos A en lugar de
A (?).

Producto vectorial

Sea {H1, H2, H3} un sistema ortogonal de coordenadas (no necesariamente el sis-
tema cartesiano) con el tensor métrico

)? = �13H
1
? ⊗ 3H1

? +�23H
2
? ⊗ 3H2

? +�13H
3
? ⊗ 3H3

?

y sean dos vectores en el espacio tangente T?
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-? = _
1
( m

mH1

)
?
+_2

( m

mH2

)
?
+_3

( m

mH3

)
?

.? = `
1
( m

mH1

)
?
+ `2

( m

mH2

)
?
+ `3

( m

mH3

)
?

Vamos a calcular el producto vectorial -? ×.? en este sistema de coordenadas:
Pongamos

/? = -? ×.? = I1
( m

mH1

)
?
+ I2

( m

mH2

)
?
+ I3

( m

mH3

)
?

Por la definición de producto vectorial

)? (/? ,,?) = l? (-? ,.? ,,?) ∀,? ∈ T?

La coordenada 8-ésima de /? , I8 la obtenemos de

)?

(
/? ,

( m

mH8

)
?

)
= l?

(
-? ,.? ,

( m

mH8

)
?

)
En las coordenadas {H1, H2, H3} el elemento de volumen es (teorema 3.9 y ejercicio
3.11)

l? = _ 3H
1
? ∧ · · · ∧ 3H3? =

√
34C (�) 3H1

? ∧ · · · ∧ 3H3? =
√
�1�2�3 3H

1
? ∧ · · · ∧ 3H3?

de modo

Para 8 = 1:

�1I
1 =

√
�1�2�3 34C


_1 `1 1
_2 `2 0
_3 `3 0

 ; I1 =

√
�1�2�3
�1

34C


_1 `1 1
_2 `2 0
_3 `3 0


Para 8 = 2:

�2I
2 =

√
�1�2�3 34C


_1 `1 0
_2 `2 1
_3 `3 0

 ; I2 =

√
�1�2�3
�2

34C


_1 `1 0
_2 `2 1
_3 `3 0


Para 8 = 3

�3I
3 =

√
�1�2�3 34C


_1 `1 0
_2 `2 0
_3 `3 1

 ; I3 =

√
�1�2�3
�3

34C


_1 `1 0
_2 `2 0
_3 `3 1


y formalmente podemos escribir
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-? ×.? =
√
�1�2�3 34C


_1 `1 1

�1

(
m

mH1

)
?

_2 `2 1
�2

(
m

mH2

)
?

_3 `3 1
�3

(
m

mH3

)
?


5.2. Campos vectoriales y tensoriales

Sea Ω un abierto de R3 y en cada punto ? ∈ Ω consideremos el campo tangente
T? . Designamos mediante T =⋃

?∈ΩT? . A esta unión de espacios tangentes se le
llama fibrado tangente.

Definición 5.1. Sea Ω un abierto de R3 . Un campo vectorial definido en el abierto
Ω es una aplicación que asigna a los puntos de Ω un elemento del fibrado tangente
T , más precisamente:

� :Ω→T
?→ � (?) = �?

donde �? ∈ T? . Es decir la imagen de ? por �, � (?) = �? es un vector del espacio
tangente en ?.

Cada operación posible en un espacio vectorial tangente se puede traducir en
una operación de campos vectoriales. Por ejemplo, sean �1, �2, . . . , . . . �3−1 cam-
pos vectoriales en Ω ⊂ R3 podemos definir el producto vectorial de 3 − 1 campos
mediante

(�1× · · · ×�3−1) (?) = �1 (?) × · · · ×�3−1 (?) ∀ ? ∈ Ω

Del mismo modo se definen el producto escalar de dos campos � y �,

(�,�) (?) = (� (?),� (?)) ∀ ? ∈ Ω

Comentario 5.1. Recordemos que en el contexto en que estamos trabajando el
espacio tangente en un punto ? se identifica con el espacio ? ×R3 = R3? (véase el
comentario 4.2). Los vectores E? de R3? son los pares (?, E) con E ∈ R3 . Cada vector
de R3? se compone de un punto ? ∈ Ω ⊂ R3 y un vector E ∈ R3 . Un campo vectorial
asigna a cada punto ? ∈ Ω ⊂ R3 un vector en R3? y por tanto las imágenes de un
campo � pertenecen a espacios vectoriales diferentes.

De manera más general definimos la noción de campo tensorial:

Definición 5.2. Sea Ω un abierto de R3 . En cada punto ? consideramos el espacio
tangente T? . A partir de este espacio tangente podemos construir los espacios de
tensoresM: (T?). Un campo tensorial covariante de orden : definido en el abierto
Ω es una aplicación que asigna a cada punto ? ∈ Ω un tensor deM: (T?):
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) :Ω→
⋃
?∈Ω
M: (T?)

?→ ) (?) = )?

donde )? ∈ M: (T?). Del mismo modo se definen los campos tensoriales contrava-
riantes y mixtos. En particular llamaremos forma de orden : en Ω o simplemente
:-forma sobre Ω a una aplicación l que asigna a cada punto ? ∈ Ω una forma
diferencial l? en Λ: (T?):

l :Ω→
⋃
?∈Ω

Λ: (T?)

?→ l(?) = l?

donde l? ∈ Λ: (T?).

Comentario 5.2. En [3] se introduce la noción de forma diferencial como una
aplicación de un abiertoΩ ⊂ R3 en Λ: (R3) sin hacer referencia al punto origen del
espacio tangente R3? = T? .

Comentario 5.3. En el abiertoΩ ⊂ R3 sea un sistema de coordendas {G1, . . . , G3} y
en cada punto ? ∈Ω consideremos la base del espacio T ∗? asociada {3G1

? , . . . , 3G
3
?}.

Sea Λ: (T?), la correspondiente base es {3G81? ∧ · · · ∧ 3G8:? ; 1 ≤ 81 < . . . < 8: ≤ 3}.
Sobre Ω definimos las 1-formas

3G1 : ? ∈ Ω→ 3G1
? ∈ Λ: (T?)

. . .

3G3 : ? ∈ Ω→ 3G3? ∈ Λ: (T?)

de modo que para todo ? ∈ Ω

l? =
∑

1≤81<...<8: ≤3
l81...8: (?)3G81? ∧ · · · ∧ 3G8:?

y toda :- forma l definida sobre Ω se podrá expresar como

l =
∑

≤81<...<8: ≤3
l81...8: 3G

81 ∧ · · · ∧ 3G8:

que queda determinada por la funciones

l81...8: :Ω→ R
?→ l81...8: (?)

Definición 5.3. Sean l y [ :-formas definidas en un abierto Ω de R3 y sea 5 una
función de Ω en R, definimos la suma de dos :-formas l+[ mediante
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(l+[) (?) = l(?) +[(?) ∀ ? ∈ Ω (5.1)

y definimos el producto de una :-forma l por una función 5 mediante

( 5 l) (?) = 5 (?)l(?) ∀ ? ∈ Ω (5.2)

Como el conjunto de funciones es un anillo (y no un cuerpo) el conjunto de
formas con la suma de formas y el producto por una función es un A-módulo (y no
un espacio vectorial).

Ejemplo de una 1-forma

Sea 5 :Ω ⊂ R3→R una función diferenciable definida en un abiertoΩ, entonces
� 5 (?) : R3 → R es una aplicación lineal, es decir � 5 (?) ⊂ Λ1 (R3). Un vector
tangente -? en ? lo podemos representar de la forma -? = (?, E) con E ∈ R3 .
Definimos entonces una 1-forma en los puntos ? de Ω mediante

35 (?) (-?) = � 5 (?) (E)

donde -? = (?, E) ∈ R3? = T? , es decir

35 :Ω ⊂ R3→
⋃
?∈Ω

Λ1 (T?)

?→ 35 (?)

En particular si tomamos como función 5 las funciones coordenadas{G1, . . . , G3} ob-
tenemos las 1-formas 3G8 , 8 = 1, . . . , 3. Observemos que con las notaciones anteriores
3G8 (?) = 3G8? . Vamos a expresar la 35 en función de las formas 3G8 8 = 1, . . . , 3.

Teorema 5.1. Si 5 :Ω ⊂ R3→ R es una función diferenciable

35 =
m 5

mG1 3G
1 + · · · + m 5

mG3
3G3

Demostración:

Para todo ? ∈ Ω y para todo E? = (?, E) ∈ T?

35 (?) (E?) = � 5 (?) (E) =
m 5

mG1 (?)E
1 + · · · + m 5

mG3
(?)E3

=
m 5

mG1 (?)3G
1
? (E?) + · · · +

m 5

mG3
(?)3G3? (E?)

De modo que en todo punto ?
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35 (?) = m 5

mG1 (?)3G
1
? + · · · +

m 5

mG3
(?)3G3?

y por lo tanto

35 =
m 5

mG1 3G
1 + · · · + m 5

mG3
3G3

�

Ejemplos de formas

Sea Ω un abierto de R3

1. Una 0-forma la identificamos con una función 5 : Ω→ R. La dimensión del
espacio de 0 formas es 0.

2. Una 1-forma en Ω en un sistema de coordendas {G1, . . . , G3}:

l =

3∑
8=1
l8 3G

8

La dimensión del espacio de 1-formas en R3 es
(3

1
)
= 3. En R3 tomando las

coordenadas cartesianas G, H, I se escribe

l = 0 3G + 1 3H + 2 3I

que se puede identificar con un campo en R3

� :Ω→T
?→ � (?) = (0(?), 1(?), 2(?))C

3. Una 2-forma en R3 se escribe en las coordenadas cartesianas {G, H, I}

l = 0 3H∧ 3I+ 1 3I∧ 3G + 2 3G∧ 3H

que se puede identificar con un campo vectorial en R3

� :Ω→T
?→ � (?) = (0(?), 1(?), 2(?))C

La dimensión del espacio de 2-formas en R3 es
(3
2
)
= 3.

4. Una 3-forma en R3 se escribe en las coordenadas cartesianas {G, H, I}

l = 0 3G∧ 3H∧ 3I

que se puede identificar con la función
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0 :Ω→ R3

?→ 0(?)

La dimensión del espacio de 3-formas en R3 es
(3
3
)
= 1.

Comentario 5.4. En el apartado 5.2.2 veremos con más generalidad la correspon-
dencia entre campos y formas.

5.2.1. Aplicaciones entre campos tangentes y espacios de formas

Aplicaciones entre campos vectoriales

Recordemos la aplicación entre espacios tangentes inducida por una función q
diferenciable en un abierto Ω de R< a valores en R3 .

Sea Ω ⊂ R< un abierto y q una aplicación de Ω en R3 diferenciable

q :Ω→ R3

?→ q(?)

En cada punto ? ∈ Ω la aplicación q induce una aplicación q∗ entre los espacios
tangentes T? y Tq (?)

q∗ :T?→Tq (?)
-?→ q∗ (-?)

definida por la relación

q∗ (-?) ( 5 ) = -? ( 5 ◦q) ∀ 5 ∈ Fq (?) (5.3)

La aplicación q∗ así definida es lineal (Véase ejercicio 4.7 del capítulo 4).

Observación 5.1. Identificando T? con R< y Tq (?) con R3 entonces q∗ es la
diferencial de q en el punto ?:

q∗ = �q(?)

En efecto dado ? ∈ Ω se tiene una transformación lineal

�q(?) : R<→ R3

que nos lleva a la aplicación entre espacios tangentes

q∗ :T?→Tq (?)
E?→ q∗ (E?) = (�q(?) (E))q (?)

donde E? = (?, E) ∈ '3? = T? .



5.2 Campos vectoriales y tensoriales 161

Sean {Ĝ1, . . . , Ĝ<} un sistema de coordendas enΩ ⊂ R< y sea {G1, . . . , G3} un sis-
tema de coordenadas en q(Ω), y las correspondientes bases {

(
m

mĜ1

)
?
, . . . ,

(
m
mĜ<

)
?
}

de T? y {
(
m

mG1

)
q (?)

, . . . ,

(
m

mG3

)
q (?)
} de Tq (?) . La matriz � = (0 9

8
) 9=1,...,3
8=1,...,< represen-

tando q∗ asociada a estas bases es la matriz de 3 filas y< columnas (véase el capítulo
4, subsección 4.1.3) dada por

0
9

8
= q∗

( m
mĜ8

)
?
(G 9 ) =

( m
mĜ8

)
?
(G 9 ◦q) =

( m (G 9 ◦q)
mĜ8

)
(?)

Pasemos a campos: Sea - un campo en Ω es decir una aplicación que a cada ? ∈ Ω
le asigna un vector tangente -? en T? . Definimos ahora q∗- como como el campo
en q(Ω) tal que

(q∗-)q (?) = q∗-?
Observemos que en la anterior definición estamos utilizando la notación q∗ para dos
conceptos distintos: El primer miembro es la definición de q∗ aplicada a un campo
y el segundo miembro es la aplicación a un vector tangente.

Ejemplos

1. Campo tangente a una curva: Sea una curva enR3 y sean {G1, . . . , G3} un sistema
de coordenadas.

2 :]0, 1[⊂ R→ R3

C→ 2(C) = (G1 (C), ..., G3 (C))

donde abusando del lenguaje hemos escrito G8 (C) = (G8 ◦2) (C). Vamos a calcular
2∗

3
3C
. Para cada punto 2(C) de la curva(

2∗
3

3C

)
2 (C)

= 2∗
( 3
3C

)
C

2∗
( 3
3C

)
C
= 01 (C)

( m

mG1

)
2 (C)
+ · · · + 03 (C)

( m

mG3

)
2 (C)

Para 8 = 1, . . . , 3 resulta

08 (C) =
(
2∗
3

3C

)
C
(G8) =

( 3
3C

)
C
(G8 ◦ 2) = 3G

8

3C
(C)

de modo que

2∗
3

3C
= (G1) ′ m

mG1 + · · · + (G
3) ′ m

mG3

2. Campos tangentes a una superficie: Sea
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q :]0,1[2⊂ R2→ R3

D, E→ (G1 (D, E), G2 (D, E), G3 (D, E))

una superficie en R3. Vamos a calcular la imagen por q∗ de los campos de la
base { m

mD
, m
mD
}, es decir q∗ mmD y q∗ mmE : Para cada punto q(?) de la superficie(

q∗
m

mD

)
q (?)

= q∗
( m
mD

)
?

y (
q∗

m

mE

)
q (?)

= q∗
( m
mE

)
?

Para los campos resulta,

q∗
m

mD
= 01

D

m

mG1 + 0
2
D

m

mG2 + 0
3
D

m

mG3

q∗
m

mE
= 01

E

m

mG1 + 0
2
E

m

mG2 + 0
3
E

m

mG3

donde los coeficientes son las funciones para 8 = 1,2,3

08D =

(
q∗

m

mD

)
(G8) = m (G

8 ◦q)
mD

=
mG8

mD

y

08E =

(
q∗

m

mD

)
(G8) = m (G

8 ◦q)
mE

=
mG8

mE

Aplicaciones entre formas

La aplicación q :Ω→ R3 induce la aplicación entre tensores

q∗ : Λ: (Tq (?) ) → Λ: (T?)

y vamos a ver que ésta a su vez induce una aplicación que a cada :-forma l de R3
le hace corresponder una :-forma q∗l de R<. En efecto basta poner

(q∗l) (?) = q∗
(
l(q(?))

)
que escribiremos

(q∗l)? = q∗
(
lq (?)

)
Observemos que en la anterior definición estamos utilizando la notación q∗ para
dos conceptos distintos: El primer miembro es la definición de una aplicación entre
formas y en el segundo miembro q∗ es una aplicación entre tensores antisimétricos.
Esto significa que si E1, . . . , E: son vectores tangentes en T? se tiene
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(q∗l)? (E1, . . . , E: ) = lq (?) (q∗ (E1), . . . , q∗ (E: ))

Para las formas de orden 0, es decir las funciones, convenimos q∗6 = 6 ◦q.
En el siguiente teorema se dan las propiedades más importantes de la aplicación

q∗ entre formas.

Teorema 5.2. Sean Ω un abierto de R< y q : Ω ⊂ R<→ R3 una aplicación dife-
renciable, entonces

a)

q∗3G8 =
<∑
9=1

mq8

mĜ 9
3Ĝ 9 ∀8 = 1, . . . , 3

b)
q∗ (l1 +l2) = q∗ (l1) +q∗ (l2)

c)
q∗ (6.l) = (6 ◦q).q∗l

d)
q∗ (l∧[) = q∗l∧q∗[

Demostración:

a) Tenemos

q :Ω ⊂ R<→ R3

?→ q(?)

y sean {Ĝ1, . . . , Ĝ<} el sistema de coordenadas en R< y {G1, . . . , G3} el sistema de
coordenadas en R3 y

q∗ : lq (?) ∈ Λ: (Tq (?) ) → q∗ (lq (?) ) = (q∗l)? ∈ Λ: (T?)

Para todo ? ∈ Ω y para todo E? = (?, E) ∈ T? = R<? :

(q∗3G8)? (E?) = q∗
(
3G8
q (?)

)
(E?) = 3G8q (?) (q∗E?)

= 3G8
q (?) (�q(?) (E)) = 3G

8
q (?)

(
�q1 (?)E, . . . , �q3 (?)E

)
= 3G8

q (?)

( <∑
9=1

mq1

mĜ 9
(?)E 9 , . . . ,

<∑
9=1

mq3

mĜ 9
(?)E 9

)
=

<∑
9=1

mq8

mĜ 9
(?)E 9 =

<∑
9=1

mq8

mĜ 9
(?) 3Ĝ 9? (E?)

b) Para todo ? ∈ Ω:
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q∗ (l1 +l2)

)
?
= q∗

(
(l1 +l2)q (?)

)
= q∗

(
(l1)q (?) + (l2)q (?)

)
= q∗

(
(l1)q (?)

)
+q∗

(
(l2)q (?)

)
= (q∗l1)? + (q∗l2)?

=
(
q∗ (l1) +q∗ (l2)

)
?

c) Para todo ? ∈ Ω:(
q∗ (6.l)

)
?
= q∗

(
6(q(?))lq (?)

)
= 6

(
q(?)

)
q∗

(
lq (?)

)
= (6 ◦q) (?) (q∗l)?

d) Para todo ? ∈ Ω: Aplicamos la propiedad 3.2 (4) del producto exterior.(
q∗ (l∧[)

)
?
= q∗

(
(l∧[)q (?)

)
= q∗

(
lq (?) ∧[q (?)

)
= q∗lq (?) ∧q∗[q (?) = (q∗l)? ∧ (q∗[)?

�
Como aplicación de las anteriores propiedades véase el ejercicio 5.5.

Teorema 5.3. Sea Ω ⊂ R3 un abierto y q una aplicación de Ω en R3 diferenciable
entonces

q∗ (ℎ 3G1∧ · · · ∧ 3G3) = (ℎ ◦q)34C (q′) (3G1∧ · · · ∧ 3G3)

Demostración:

Puesto que

q∗ (ℎ 3G1∧ · · · ∧ 3G3) = (ℎ ◦q)q∗ (3G1∧ · · · ∧ 3G3)

basta probar que

q∗ (3G1∧ · · · ∧ 3G3) = 34C (q′) (3G1∧ · · · ∧ 3G3)

Vamos a dar dos demostraciones :

Primera demostración: Sea ? ∈ Ω y sea {41, . . . , 43} la base en T? dada por
48 =

(
m
mG8

)
?
y respectivamente 48 =

(
m
mG8

)
q (?)

la base en Tq (?) . Sea (0 98 )38, 9=1 la
matriz correspondiente a q∗ : T? → Tq (?) . Las columnas de esta matriz son las
componentes de q∗

(
m
mG8

)
?
en la base de Tq (?) . De modo que 0 9

8
=
mq 9

mG8
(?). En

definitiva la matriz (0 9
8
)3
8, 9=1 es la matriz jacobiana q′(?). Tendremos

q∗ (3G1∧ · · · ∧ 3G3) = _ 3G1∧ · · · ∧ 3G3

Evaluemos _:
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q∗

(
3G1∧ · · · ∧ 3G3

) )
?
(41, . . . , 43) = (3G1

q (?) ∧ · · · ∧ 3G
3
q (?) ) (q∗41, . . . , q∗43)

= (3G1
q (?) ∧ · · · ∧ 3G

3
q (?) ) (

3∑
9=1
0
9

14 9 , . . . ,

3∑
9=1
0
9

3
4 9 )

= 34C
(
0
9

8
(?)

)
= 34C q′(?)

Segunda demostración: Utilizaremos las propiedades (a) y (d) del teorema 5.2.

q∗ (3G1∧ · · · ∧ 3G3) = q∗3G1∧ · · · ∧q∗3G3

=

( 3∑
9=1

mq1

mG 9
3G 9

)
∧ · · · ∧

( 3∑
9=1

mq3

mG 9
3G 9

)
=

∑
f∈P3

B6=(f) mq
f (1)

mG1 . . .
mqf (3)

mG3
3G1∧ · · · ∧ 3G3 = 34C (q′) (3G1∧ · · · ∧ 3G3)

donde hemos tenido en cuenta la antisimetría del producto exterior.
�

En el ejercicio 5.6 se proponen distintos cálculos donde se aplican las propiedades
anteriores.

5.2.2. Relación entre campos y formas

Vamos a estudiar en un contexto general la relación entre campos y formas.
Más precisamente, en un abierto Ω de R3 asignaremos a cada forma un campo y
recíprocamente.

Nos situamos enR3 con un sistema de coordenadas {G1, . . . , G3} ortogonal aunque
no necesariamente el sistema ortonormal cartesiano. Sea { m

mG1 , . . . ,
m

mG3
} la base de

campos vectoriales y {3G1, . . . , 3G3} la correspondiente base dual. Sea ) el producto
escalar euclídeo en R3 que en el sistema de coordenadas ortogonal anterior tendrá
la expresión

) = �1 3G
1 ⊗ 3G1 + · · · +�3 3G3 ⊗ 3G3

La norma de los vectores de la base del campo vectorial es

‖ m
mG8
‖ =

√
) ( m
mG8

,
m

mG8
) =

√
�8

Eligiendo

48 =
1
‖ m
mG8
‖
m

mG8
=

1
√
�8

m

mG8
∀8 = 1, . . . , 3

obtenemos la base ortonormal {41, . . . , 43}. Tendremos la relación 3G8 (4 9 ) = 1√
�8
X8
9
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Campo asociado a una 1-forma

Habitualmente y mientras no de lugar a confusión escribiremos (�,+) en lugar
de ) (�,+) para designar el valor del tensor métrico aplicado a dos campos � y + .
Dado un campo en � le asociamos una forma l� mediante la siguiente relación

l� (+) = (�,+) ∀+ ∈ T =
⋃
?∈Ω
T?

Sea el campo � = �141 + · · · + �343 , vamos a calcular la 1-forma asociada
l� = _1 3G

1 + . . ._3 3G3: Tomando + = 48 para 8 = 1, . . . , 3

l� (48) = (�, 48)

Por una parte

l� (48) = _1 3G
1 ( 1
√
�8

m

mG8
) + · · · +_3 3G3 (

1
√
�8

m

mG8
) = _8√

�8

por otra parte
(�, 48) = �8

de modo que _8 = �8
√
�8 . Es decir finalmente la 1-forma asociada al campo � es

l� = �
1
√
�1 3G

1 + · · · +�3
√
�3 3G

3

Ejemplo

Sea 5 : Ω → R una función diferenciable y sea 35 la 1-forma dada por
35 =

m 5

mG1 3G
1 + · · · + m 5

mG3
3G3 en el sistema de coordenadas ortogonal {G1, . . . , G3}.

El campo asociado se llama gradiente de 5 y se escribe ∇ 5 que en la base ortonor-
mal {41, . . . , 43}, donde 48 = 1√

�8

m
mG8

, se escribirá

∇ 5 = 1
√
�1

m 5

mG1 41 + · · · +
1
√
�3

m 5

mG3
43

Por ejemplo en coordenadas cilíndricas

G = A cos\
H = A sin\

I = I

El campo tensorial métrico fundamental en coordenadas cilíndricas es (véase ejer-
cicio 5.1).

) = 3A × 3A + A23\ ⊗ 3\ + 3I ⊗ 3I

Tendremos
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4A =
m

mA

4\ =
1
A

m

m\

4I =
m

mI

Sea

5 :Ω→ R3

(A, i, I) → 5 (A, \, I)

la diferencial de 5 es

35 =
m 5

mA
3A + m 5

m\
3\ + m 5

mI
3I

el campo asociado es

∇ 5 = m 5
mA
4A +

1
A

m 5

m\
4\ +

m 5

mI
4I

Dejamos como ejercicio 5.7 el cálculo ∇ 5 en coordenadas esféricas. Abusando del
lenguaje nos referiremos al campo tensorial asociado al tensor métrico fundamental
también como tensor métrico fundamental cuando el contexto no lleve a confusión.
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.
ez

<latexit sha1_base64="YMsAvVbD7hoBQp/UNCio63Y6/Q8=">AAAB5HicbZDLTgIxFIZP8YZ4Q126aSQmrsiMweiS6MYlRrkkMCGdcgYaOpe0HROc8Aa6MurOJ/IFfBsLzkLBf/X1/H+T8x8/kUIbx/kihZXVtfWN4mZpa3tnd6+8f9DScao4NnksY9XxmUYpImwaYSR2EoUs9CW2/fH1zG8/oNIiju7NJEEvZMNIBIIzY0d32H/slytO1ZmLLoObQwVyNfrlz94g5mmIkeGSad11ncR4GVNGcInTUi/VmDA+ZkPsWoxYiNrL5qtO6UkQK2pGSOfv39mMhVpPQt9mQmZGetGbDf/zuqkJLr1MRElqMOI2Yr0gldTEdNaYDoRCbuTEAuNK2C0pHzHFuLF3Kdn67mLZZWidVd1a9fy2Vqlf5YcowhEcwym4cAF1uIEGNIHDEJ7hDd5JQJ7IC3n9iRZI/ucQ/oh8fANQSotz</latexit>

e✓

<latexit sha1_base64="iP24uVdTW9IeRHwH9eLjSkTpxIU=">AAAB6XicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHYNRo9ELx4xkUcCGzI79MKE2Udmek0I4SP0ZNSbv+MP+DcOuAcF61TdVZ3u6iBV0pDrfjmFtfWNza3idmlnd2//oHx41DJJpgU2RaIS3Qm4QSVjbJIkhZ1UI48Che1gfDvX24+ojUziB5qk6Ed8GMtQCk621cF+j0ZIvF+uuFV3AbZKvJxUIEejX/7sDRKRRRiTUNyYruem5E+5JikUzkq9zGDKxZgPsWtpzCM0/nRx74ydhYlmdi9b1L+9Ux4ZM4kC64k4jcyyNm/+p3UzCq/9qYzTjDAW1mK1MFOMEjaPzQZSoyA1sYQLLe2VTIy45oLsc0o2vrccdpW0LqperXp5X6vUb/JHFOEETuEcPLiCOtxBA5ogQMEzvMG7M3aenBfn9cdacPKZY/gD5+MbAvqNnQ==</latexit>

er

<latexit sha1_base64="b1Dbiem0f6Qy5M5NN0+tUwtjPA0=">AAAB5HicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZo9El0Y1LjPJIYEJ6mhro0PNId40JIfyBroy684v8Af/GBmeh4F2drns7qVtBqqQh1/1yCiura+sbxc3S1vbO7l55/6BpkkwLbIhEJbodcINKxtggSQrbqUYeBQpbwehm5rceURuZxA80TtGP+CCWoRSc7Ogee7pXrrhVdy62DF4OFchV75U/u/1EZBHGJBQ3puO5KfkTrkkKhdNSNzOYcjHiA+xYjHmExp/MV52ykzDRjIbI5u/f2QmPjBlHgc1EnIZm0ZsN//M6GYVX/kTGaUYYCxuxXpgpRgmbNWZ9qVGQGlvgQku7JRNDrrkge5eSre8tll2G5lnVO69e3J1Xatf5IYpwBMdwCh5cQg1uoQ4NEDCAZ3iDdyd0npwX5/UnWnDyP4fwR87HN0Rai2s=</latexit>

Figura 5.1 Base ortonormal en coordenadas cilindricas
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X

r

Y

✓

<latexit sha1_base64="D5ZiWPGyt3eifXf7TUf/ArCe/VI=">AAAB6HicbVC7TsNAEFyHVwivACWNRYREFdkIBHSRaCiDRB5SYkXnyzo5cn7obo0UWfkHqBDQ8T38AH/DObiAhKlmd2a1O+snUmhynC+rtLK6tr5R3qxsbe/s7lX3D9o6ThXHFo9lrLo+0yhFhC0SJLGbKGShL7HjT25yvfOISos4uqdpgl7IRpEIBGdkWp0+jZFYZVCtOXVnDnuZuAWpQYHmoPrZH8Y8DTEiLpnWPddJyMuYIsElzir9VGPC+ISNsGdoxELUXjY/d2afBLGyzWJ7Xv/2ZizUehr6xhMyGutFLW/+p/VSCq68TERJShhxYzFakEqbYjtPbQ+FQk5yagjjSpgrbT5minEyv8nju4thl0n7rO6e1y/uzmuN6+IRZTiCYzgFFy6hAbfQhBZwmMAzvMG79WA9WS/W64+1ZBUzh/AH1sc3wyaM0A==</latexit>

Z

'

<latexit sha1_base64="//fZRaWSEJZiY3juzlhy4Z4RbF0=">AAAB6HicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJVNRdwY3LCvYCbSiT6UkzdnJhZlIooe+gK1F3Po8v4Ns4jVlo67/65vz/wPmPlwiutG1/WaW19Y3NrfJ2ZWd3b/+genjUUXEqGbZZLGLZ86hCwSNsa64F9hKJNPQEdr3J7cLvTlEqHkcPepagG9JxxH3OqDaj7mBKZRLwYbVm1+1cZBWcAmpQqDWsfg5GMUtDjDQTVKm+YyfazajUnAmcVwapwoSyCR1j32BEQ1Rulq87J2d+LIkOkOTv39mMhkrNQs9kQqoDtewthv95/VT7127GoyTVGDETMZ6fCqJjsmhNRlwi02JmgDLJzZaEBVRSps1tKqa+s1x2FToXdadRv7xv1Jo3xSHKcAKncA4OXEET7qAFbWAwgWd4g3fr0XqyXqzXn2jJKv4cwx9ZH99hdY06</latexit>

. er

<latexit sha1_base64="b1Dbiem0f6Qy5M5NN0+tUwtjPA0=">AAAB5HicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZo9El0Y1LjPJIYEJ6mhro0PNId40JIfyBroy684v8Af/GBmeh4F2drns7qVtBqqQh1/1yCiura+sbxc3S1vbO7l55/6BpkkwLbIhEJbodcINKxtggSQrbqUYeBQpbwehm5rceURuZxA80TtGP+CCWoRSc7Ogee7pXrrhVdy62DF4OFchV75U/u/1EZBHGJBQ3puO5KfkTrkkKhdNSNzOYcjHiA+xYjHmExp/MV52ykzDRjIbI5u/f2QmPjBlHgc1EnIZm0ZsN//M6GYVX/kTGaUYYCxuxXpgpRgmbNWZ9qVGQGlvgQku7JRNDrrkge5eSre8tll2G5lnVO69e3J1Xatf5IYpwBMdwCh5cQg1uoQ4NEDCAZ3iDdyd0npwX5/UnWnDyP4fwR87HN0Rai2s=</latexit>

e'

<latexit sha1_base64="TQ4tT7uPhD4UZFoX6ciZHkxt97I=">AAAB63icbZC9TsMwFIWd8lfKX4GRxaJCYqoSVARjBQtjkeiPaKPKcW8aq7YT2U6lKupTwISAjbfhBXgbnJIBWs70+Z5j6Z4bJJxp47pfTmltfWNzq7xd2dnd2z+oHh51dJwqCm0a81j1AqKBMwltwwyHXqKAiIBDN5jc5n53CkqzWD6YWQK+IGPJQkaJsaNHGA6mRCURqwyrNbfuLoRXwSughgq1htXPwSimqQBpKCda9z03MX5GlGGUw7wySDUkhE7IGPoWJRGg/Wyx8RyfhbHCJgK8eP/OZkRoPROBzQhiIr3s5cP/vH5qwms/YzJJDUhqI9YLU45NjPPieMQUUMNnFghVzG6JaUQUocaeJ6/vLZddhc5F3WvUL+8bteZNcYgyOkGn6Bx56Ao10R1qoTaiSKJn9IbeHeE8OS/O60+05BR/jtEfOR/fD9uOLw==</latexit>

e✓

<latexit sha1_base64="Q+Rlh034PDUDF4ExjdUpWeV5yAI=">AAAB6nicbVDLTsMwENyUVymvAkcuFhUSpypBIDhWcOFYJPpAbVQ57qa1aieR7SBVUX8CTgi48Tn8AH+DU3KAljnN7sxqdzZIBNfGdb+c0srq2vpGebOytb2zu1fdP2jrOFUMWywWseoGVKPgEbYMNwK7iUIqA4GdYHKT651HVJrH0b2ZJuhLOop4yBk1tvWAg74Zo6GVQbXm1t05yDLxClKDAs1B9bM/jFkqMTJMUK17npsYP6PKcCZwVumnGhPKJnSEPUsjKlH72fzgGTkJY0XsYjKvf3szKrWeysB6JDVjvajlzf+0XmrCKz/jUZIajJi1WC1MBTExyXOTIVfIjJhaQpni9krCxlRRZux38vjeYthl0j6re+f1i7vzWuO6eEQZjuAYTsGDS2jALTShBQwkPMMbvDvCeXJenNcfa8kpZg7hD5yPbzoIjbE=</latexit>

Figura 5.2 Base ortonormal en coordenadas esfericas

Campo asociado a una 2-forma en R3

Nos limitamos aquí al caso Ω ⊂ R3. Dado un campo vectorial � en T =⋃
?∈ΩT?

le asociaremos una 2-forma l� definida por

l� (+,,) = (�,+ ×,) ∀+,, ∈ T =
⋃
?∈Ω
T?

Tendremos
l� = U1 3G

2∧ 3G3 +U2 3G
3∧ 3G1 +U3 3G

1∧ 3G2

Tomando sucesivamente en el lugar de + y de, los campos de la base ortonormal
41, 42, 43 tenemos

l� (41, 42) = (�, 41× 42) = (�, 43) = �3

l� (42, 43) = (�, 42× 43) = (�, 41) = �1

l� (43, 41) = (�, 43× 41) = (�, 42) = �2

y
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l� (41, 42) = U3 (3G1∧ 3G2) (41, 42) = U3
1
√
�1

1
√
�2

= �3

l� (42, 43) = U1 (3G2∧ 3G3) (42, 43) = U1
1
√
�2

1
√
�3

= �1

l� (43, 41) = U2 (3G3∧ 3G1) (43, 41) = U2
1
√
�3

1
√
�1

= �2

de donde

l� = �
1
√
�2

√
�3 3G

2∧ 3G3 +�2
√
�3

√
�1 3G

3∧ 3G1 +�3
√
�1

√
�2 3G

1∧ 3G2

Comentario 5.5. En el caso de un abierto Ω ⊂ R3 dado un campo vectorial �
podemos asociarle siempre una (3 −1)-forma l� de la siguiente manera:

l� (+1, . . . ,+3−1) = (�,+1× · · · ×+3−1) ∀+1, . . . ,+3−1 ∈ T =
⋃
?∈Ω
T?

Función asociada a una d-forma en Rd

Sea la 3-forma l = _ 3G1∧ · · · ∧ 3G3 le asociamos la función 5 :Ω→ R definida
por

5 = l(41, . . . , 43) = _ 3G1∧ · · · ∧ 3G3 (41, . . . , 43) =
_

√
�1 . . . �3

5.3. Diferencial exterior

Vamos a definir la diferencial exterior de una :-forma a partir de su expresión en
coordenadas.

Definición 5.4. Sea l =
∑
81<...<8: l81...8: 3G

81 ∧ · · · ∧ 3G8: una :-forma.
Se define una (: +1)-forma 3l que llamaremos diferencial exterior delmediante

3l =
∑

81<...<8:

3l81...8: ∧ · · · ∧ 3G8:

=
∑

81<...<8:

3∑
U=1

ml81...8:

mGU
3GU ∧ 3G1 · · · ∧ 3G8:

Observación 5.2. Observemos que si l es una 0-forma, es decir una función la
definición anterior coincide con la diferencial de una función dada anteriormente
(teorema 5.1).

Las principales propiedades de la diferencial exterior se recogen en el siguiente
teorema:
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Teorema 5.4. -

a) 3 (l+[) = 3l+ 3[
b) Si l es una :-forma y [ es una ;-forma entonces

3 (l∧[) = 3l∧[+ (−1):l∧ 3[

c)
3 (3l) = 0

d) Si l es una :-forma en R3 y 5 : Ω ⊂ R<→ R3 diferenciable en el abierto Ω de
R<, entonces

5 ∗ (3l) = 3 ( 5 ∗l)

Demostración:

a) Sean

l =
∑

81<...<8:

l81...8: 3G
81 ∧ · · · ∧ 3G8:

[ =
∑

81<...<8:

[81...8: 3G
81 ∧ · · · ∧ 3G8:

entonces

3l =
∑

81<...<8:

3∑
U=1

ml81...8:

mGU
3G81 ∧ · · · ∧ 3G8:

3[ =
∑

81<...<8:

3∑
U=1

m[81...8:

mGU
3G81 ∧ · · · ∧ 3G8:

y por otra parte

3 (l+[) = 3
∑

81<...<8:

(l81...8: +[81...8: )3G81 ∧ · · · ∧ 3G8:

=
∑

81<...<8:

3∑
U=1
(
ml81...8:

mGU
+
m[81...8:

mGU
)3G81 ∧ · · · ∧ 3G8:

de donde el resultado.
b) Sean

l =
∑

81<...<8:

l81...8: 3G
81 ∧ · · · ∧ 3G8:

[ =
∑

91<...< 9;

[ 91... 9;3G
91 ∧ · · · ∧ 3G 9;
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l∧[ =
∑

81<...<8:

∑
91<...< 9;

l81...8:[ 91... 9;3G
81 ∧ · · · ∧ 3G8: ∧ 3G 91 ∧ · · · ∧ 3G 9;

Ahora bien

3 (l81...8:[ 91... 9; ) = 3l81...8: .[ 91... 9; +l81...8: . 3[ 91... 9;

entonces

3 (l∧[) =
∑

81<...<8:

∑
91<...< 9;

3l81...8: ∧ 3G81 ∧ · · · ∧ 3G8: ∧[ 91... 9;3G 91 ∧ · · · ∧ 3G 9;

+l81...8: 3[ 91... 9; ∧ 3G81 ∧ · · · ∧ 3G8: ∧ 3G 91 ∧ · · · ∧ 3G 9;

=
∑

81<...<8:

∑
91<...< 9;

3l81...8: ∧ 3G81 ∧ · · · ∧ 3G8: ∧[ 91... 9;3G 91 ∧ · · · ∧ 3G 9;

+ (−1):l81...8: 3G81 ∧ · · · ∧ 3G8: ∧ 3[ 91... 9; ∧ 3G 91 ∧ · · · ∧ 3G 9;

= 3l∧[+ (−1):l∧ 3[

c) Sea l =
∑
81<...<8: l81...8: 3G

81 ∧ · · · ∧ 3G8: y

3l =
∑

81<...<8:

3∑
U=1

ml81...8:

mGU
3GU ∧ 3G81 ∧ · · · ∧ 3G8:

Tomando la diferencial exterior de esta última

3 (3l) =
∑

81<...<8:

3∑
U=1

3∑
V=1

m2l81...8:
mGUmGV

3GV ∧ 3GU ∧ 3G81 ∧ · · · ∧ 3G8: = 0

pues los términos m2

mGUmGV
y m2

mGVmGU
se anulan dos a dos.

d) Razonamos por inducción: Si l es una 0-forma, es decir una función, llamé-
mosla 6. Por definición 5 ∗6 = 6 ◦ 5 , entonces para todo ? ∈ Ω ⊂ R< y todo
(?, E) ∈ T? = R<?

3 ( 5 ∗6)? (E?) = 3 (6 ◦ 5 )? (E?) = � (6 ◦ 5 ) (?) (E) =
(
�6( 5 (?)) ◦� 5 (?)

)
(E)

= �6( 5 (?)) ( 5∗E?) = (36) 5 (?) ( 5∗E?) = ( 5 ∗36)? (E?)

esto demuestra 5 ∗ (3l) = 3 ( 5 ∗l) para una 0-forma l.
Supongamos ahora cierta la propiedad para :-formas, demostraremos que es
válida para (: + 1)-formas del tipo l ∧ 3G8 , en efecto teniendo en cuenta las
propiedades (a), (b) y (c) y la hipótesis de inducción

5 ∗3 (l∧ 3G8) = 5 ∗ (3l∧ 3G8 + (−1):l∧ 3 (3G8) = 5 ∗ (3l∧ 3G8)
= 5 ∗3l∧ 5 ∗3G8 = 3 ( 5 ∗l) ∧ 5 ∗3G8

Ahora bien
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3 ( 5 ∗l) ∧ 5 ∗3G8 = 3 ( 5 ∗l∧ 5 ∗3G8)

pues

3 ( 5 ∗l∧ 5 ∗3G8) = 3 ( 5 ∗l) ∧ 5 ∗3G8 + (−1): 5 ∗l∧ 3 ( 5 ∗3G8) = 3 ( 5 ∗l) ∧ 5 ∗3G8

ya que 3 ( 5 ∗3G8) = 3
(∑3

9=1
m 5 8

mG 9
3G 9

)
=

∑3
U=1

∑3
9=1

m2 5 8

mGUmG 9
3GU ∧ 3G 9 = 0 por lo

que finalmente

5 ∗3 (l∧ 3G8) = 3 ( 5 ∗l∧ 5 ∗3G8) = 3 ( 5 ∗ (l∧ 3G8))

�
El siguiente es un recíproco del anterior teorema.

Teorema 5.5. Seal una :-forma definida en un abiertoΩ ⊂ R3 y sea 3 un operador
que a l le asigna una (: + 1)-forma 3l definida en Ω que verifica las siguientes
propiedades:

a) Si 5 es una 0-forma, es decir una función, entonces

35 =

3∑
8=1

m 5

mG8
3G8 (5.4)

b) Si l y [ son :-formas
3 (l+[) = 3l+ 3[ (5.5)

c) Si l es una :-forma y [ es ;-formas

3 (l∧[) = 3l∧[+ (−1):l∧ 3[ (5.6)

En particular si 5 es una 0-forma y l una :-forma, convenimos

5 l = 5 ∧l

y en este caso la propiedad 5.6 se escribe

3 ( 5 l) = 35 ∧l+ (−1)0 5 ∧ 3l = 35 ∧l+ 5 3l (5.7)

d) Si l es una :-forma
3 (3l) = 0 (5.8)

Entonces para toda :-forma l =
∑
81<...<8: l81...8: 3G

81 ∧ · · · ∧ 3G8:

3l =
∑

81<...<8:

3l81...8: ∧ 3G81 ∧ · · · ∧ 3G8:

=
∑

81<...<8:

3∑
U=1

ml81...8:

mGU
3GU ∧ 3G81 · · · ∧ 3G8:
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Demostración:

Por la propiedad (5.5) basta probar la fórmula para una :-forma
l = 5 3G1∧ · · · ∧ 3G: .

Primeramente observamos que por la propiedad (5.8) 3 (3G8) = 0 para todo
8 = 1, . . . , 3. Entonces por la propiedad (5.6) 3 (3G1∧3G2) = 3 (3G1)∧3G2+(−1)13G1∧
3 (3G2) = 0. Recursivamente probamos 3 (3G1∧ · · · ∧ 3G: ) = 0.

Aplicando (5.7) al producto de la 0-forma 5 y de la :-forma 3G1 ∧ · · · ∧ 3G:
tenemos

3l = 35 ∧ 3G1∧ · · · ∧ 3G: + (−1)0 5 ∧ 3 (3G1∧ · · · ∧ 3G: )

= 35 ∧ 3G1∧ · · · ∧ 3G: =
( 3∑
U=1

m 5

mGU
3GU

)
∧ 3G1∧ · · · ∧ 3G:

�

Comentario 5.6. Podemos dar una definición intrínseca de la diferencial exterior
(consultar el libro de Cartan [3]) como se indica a continuación.

Para ello vamos a considerar una forma como aplicación de un abierto Ω ⊂ R3
en Λ: (R3),

l :Ω→ Λ: (R3)
?→ l(?) = l?

de la siguiente manera: Si ? ∈ Ω, el espacio tangente T? lo identificamos con R3?
de la forma indicada en el capítulo 4, es decir E? ∈ T? se identifica con (?, E)
donde E ∈ R3 . Podemos de esa forma considerar l? como un elemento de Λ: (R3)
poniendo para E1, . . . , E: ∈ R3

l? (E1, . . . , E: ) = l? (E1? , . . . , E: ?)

donde E8 ? = (?, E8) para 8 = 1, . . . , : . Una k-forma es una expresión de la forma

l =

:∑
8=1
l81 ,...,8: 3G

81 ∧ 3G8:

donde l81 ,...,8: son funciones diferenciables en Ω a valores reales. Podemos calcular
la diferencial en ? (en el sentido definido en el capítulo 1)

�l(?) : R3→ Λ: (R3)

que es una aplicación lineal, es decir

�l(?) ∈ L
(
R3;Λ: (R3)

)
de modo que
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�l :Ω→L
(
R3;Λ: (R3)

)
⊂M:+1 (R3)

Definimos entonces la diferencial exterior 3l como la aplicación que a todo ? ∈ Ω
le hace corresponder el tensor antisimetrizado de �l(?) multiplicado por el factor
de normalización : +1. Para verificar que esta definición coincide con la definición
5.4 vamos a dar una expresión explícita de la misma y en el teorema 5.6 se verifica
que esta expresión de la diferencial exterior verifica las propiedades del teorema 5.5.

La diferencial �l(?) es una aplicación lineal en su primer argumento y mul-
tilineal alternada en sus : últimos argumentos. Al antisimetrizado de este tensor,
multiplicado por (: +1), le llamamos (3l)?

(3l)? (E0, E1, . . . , E: ) = (: +1)�=C (�l(?)) (E0) (E1, . . . , E: ) (5.9)

Las permutaciones de los : +1 índices las separamos en : +1 grupos, donde en cada
uno de los grupos el término del primer argumento permanece fijo:

(3l)? (E0, E1, . . . , E: ) =
1
:!

∑
f∈P:+1

B6=(f)�l(?) (Ef (0) ) (Ef (1) , . . . , Ef (:) )

=
1
:!

∑
f∈P:+1;f (0)=0

B6=(f)�l(?) (E0) (Ef (1) , . . . , Ef (:) )

+ 1
:!

∑
f∈P:+1;f (0)=1

B6=(f)�l(?) (E1) (Ef (1) , . . . , Ef (:) )

+ ...+ 1
:!

∑
f∈P:+1;f (0)=:

B6=(f)�l(?) (E: ) (Ef (1) , . . . , Ef (:) )

Como el tensor es antisimétrico con respecto a los : últimos argumentos los :!
sumandos de cada grupo son iguales por lo tanto resulta eligiendo f(0) = 8 y
f(1) < . . . < f(:) en la siguiente expresión

(3l)? (E0, E1, . . . , E: ) =
:∑
8=0
B6=(f)�l(?) (Ef (0)=8) (Ef (1) , . . . , Ef (:) )

=

:∑
8=0
(−1)8�l(?) (E8) (E0, . . . , Ê8 , . . . , E: ) (5.10)

y definimos la diferencial exterior de una : forma l como la aplicación

3l :Ω→ Λ:+1 (R3)
?→ 3l(?) = (3l)?

donde (3l)? está definida por la expresión (5.10) y donde el término Ê8 indica que
éste se ha suprimido de la secuencia.

Teorema 5.6. Sea (3l) la (: +1)-forma
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3l :Ω→ Λ:+1 (R3)
?→ 3l(?) = (3l)?

donde (3l)? viene dada por la expresión 5.10. Entonces 3l verifica las propiedades
(5.4), (5.5), (5.6), (5.7) y (5.8) del teorema 5.5.

Demostración:

Propiedad (5.4): Si l = 5 es una 0-forma, es decir una función, la definición de
3l dada por (5.10) (que en este caso se reduce a (35 )? (E0) = � 5 (?) (E0)) es
justamente el ejemplo de una 1-forma dada en 5.2 y el teorema 5.1 nos da la
propiedad (5.4).
Propiedad (5.5): Esta propiedad es inmediata pues� (l+[) (?) =�l(?) +�[(?)
de donde(
3 (l+[)

)
?
(E0, E1, . . . , E: ) =

:∑
8=0
(−1)8� (l+[) (?) (E8) (E0, . . . , Ê8 , . . . , E: )

=

:∑
8=0
(−1)8

(
� (l(?) +�[(?)

)
(E8) (E0, . . . , Ê8 , . . . , E: )

=

:∑
8=0
(−1)8

(
� (l(?)

)
(E8) (E0, . . . , Ê8 , . . . , E: ) +

:∑
8=0
(−1)8

(
� ([(?)

)
(E8) (E0, . . . , Ê8 , . . . , E: )

= (3l)? (E0, E1, . . . , E: ) + (3[)? (E0, E1, . . . , E: )

Propiedad (5.6): Consideramos las aplicaciones

i :Ω ⊂ R3→ Λ: (R3) ×Λ; (R3)
?→ (l? , [?)

y la aplicación

Λ :Λ: (R3) ×Λ; (R3) → Λ:+; (R3)
(l? , [?) → l? ∧[?

la aplicación compuesta Λ◦i = l∧[ es

l∧[ :Ω ⊂ R3
i
−→ Λ: (R3) ×Λ; (R3)

Λ−→ Λ:+; (R3)
? →

(
l? , [?

)
→ l? ∧[?

Aplicamos la regla de la cadena para calcular � (l∧[) (?) ∈ L
(
R3; Λ:+; (R3)

)
:

La aplicación Λ es bilineal, por lo tanto

� (l∧[) (?) = � (Λ◦i) (?) = �Λ
(
i(?)

)
◦�i(?)
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y para E0 ∈ R3 tendremos (véase ejercicio 1.6 del capítulo 1)

� (l∧[) (?) (E0) = �Λ
(
l(?), [(?)

) (
�l(?), �[(?)

)
(E0)

= �Λ
(
l(?), [(?)

)
(�l(?) (E0), �[(?) (E0)

)
= Λ

(
�l(?) (E0), [(?)

)
+Λ

(
l(?), �[(?) (E0)

)
= �l(?) (E0) ∧[(?) +l(?) ∧�[(?) (E0)

que también podemos escribir por la propiedad (3) en 3.2 del producto exterior

� (l∧[) (?) (E0) = �l(?) (E0) ∧[? + (−1):;�[(?) (E0) ∧l?

y según la definición intrínseca 5.9

3 (l∧[)? = (: + ; +1)�=C
(
� (l∧[) (?)

)
Tenemos pues las aplicaciones (: + ; +1) multilineales

) :(E0, E1, . . . , E:+;) → � (l∧[) (?) (E0) (E1, . . . , E:+;)
' :(E0, E1, . . . , E:+;) →

(
�l(?) (E0) ∧[?

)
(E1, . . . , E:+;)

( :(E0, E1, . . . , E:+;) →
(
�[(?) (E0) ∧l?

)
(E1, . . . , E:+;)

relacionadas por
) = ' + (−1):;(

y vamos a calcular
�=C) = �=C ' + (−1):;�=C (

Primero observemos que �l(?) ∈ L
(
R3; Λ: (R3)

)
, por tanto es una aplicación

(: +1)-multilineal y podemos escribirla como

�l(?) (E0, E1, . . . , E: ) = �l(?) (E0) (E1, . . . , E: )

�=C ' (E0, E1, . . . , E:+;) = �=C
(
�l (?) (E0) ∧ [?

)
(E1, . . . , E:+;)

=
1

(: + ; +1)!
∑

f∈P:+;+1
B6=(f)�l (?) (Ef (0) ) (Ef (1) , . . . , Ef (:) ) .[? (Ef (:+1) , . . . , Ef (:+;) )

Vamos ahora a simplificar la anterior expresión de �=C' teniendo en cuenta la
antisimetría de �l(?) (·) (obvia pues solo tiene un argumento), la antisimetría
de �l(?) (Ef (0) ) y la antisimetría de [?: Aplicando el teorema 3.3 resulta
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�=C '(E0, E1, . . . , E:+;)

=
∑

f∈C1,:,;

B6=(f)'(Ef (0) , . . . , Ef (A+:+;) )

=
∑

f∈C1,:,;

B6=(f)�l(?) (Ef (0) ) (Ef (1) , . . . , Ef (:) ).[? (Ef (:+1) , . . . , Ef (:+;) )

(5.11)

donde C1,:,; son las combinaciones de : + ; +1 índices tomados de 1 en 1, : en :
y ; en ; de manera que verifiquen

f(0)
f(1) < . . . < f(:)

f(: +1) < . . . < f(: + ;)

El número total de combinaciones posibles es

(: + ; +1) (: + ;)!
:!;!

=
(: + ; +1)!
:!;!

Por otra parte aplicando de nuevo el teorema 3.3 podemos escribir para una
permutación f verificando f(0) < . . . < f(:)

(3l)? (Ef (0) , Ef (1) , . . . , Ef (:) )

=
∑
g∈C1,:

B6=(g)�l(?) (Eg (f (0)) ) (Eg (f (1)) , . . . , Eg (f (:) ) (5.12)

donde C1,: corresponden a la elección de

g(f(0)) = f(8); 8 = 0, . . . , :

g(f(1)) < . . . < g(f(:))

por tanto el sumatorio tiene : +1 sumandos.
Calculamos ahora (3l)? ∧[?: Aplicando el teorema 3.3 a

((3l)? ∧[?) =
(: + ; +1)!
(: +1)!;! �=C ((3l)? ⊗ [?)

obtenemos

((3l)? ∧[?) (E0, . . . , E: , E:+1, . . . , E:+;)

=
∑

f∈C:+1,;
B6=(f) (3l)? (Ef (0) , . . . , Ef (:) ).[? (Ef (:+1) , . . . , Ef (:+;) )

donde C:+1,; son las combinaciones de : + ; + 1 elementos tomadas de : + 1 en
: +1 y de ; en ; tales que
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f(0) < f(1) < . . . < f(;)

f(; +1) < f(; +2) < . . . < f(: + ;)

Sustituyendo el valor de (3l)? dado por la ecuación (5.12) resulta

((3l)? ∧[?) (E0, . . . , E: , E:+1, . . . , E:+;)

=
∑

f∈C:+1,;
B6=(f)

( ∑
g∈C1,:

B6=(g)�l(?) (Eg (f (0)) ) (Eg (f (1)) , . . . , Eg (f (:))
)
.

[? (Ef (:+1) , . . . , Ef (:+;) )

Consideramos g extendida a los : + ; +1 índices de modo que deja invariante los
índices correspondientes a los ; últimos argumentos, es decir,

g(f(: +1) = f(: +1), . . . , g(f(: + ;) = f(: + ;)

Llamando ahora f′ = g◦f, tenemos B6=(f′) = B6=(g).B6=(f). El sumatorio ex-
terior (

∑
f∈C:+1,; ) corresponde a las combinaciones de : + ;+1 elementos tomados

de : +1 en : +1 (o de ; en ;) que son (:+;+1)!(:+1)!;! . El sumatorio interior corresponde
a la elección de : +1 elementos tomados de 1 en 1. Por lo tanto cuando f recorre
las combinaciones C:+1,; y g recorre las combinaciones C1,: entonces f′ recorre
las combinaciones C1,:,; . En total nos dan las

(: +1). (: + ; +1)!
(: +1)!;! =

(: + ; +1)!
:!;!

combinación de sumandos en el sumatorio
∑
f∈C1,:,; de la expresión (5.11). Por

tanto

((3l)? ∧[?) (E0, . . . , E: , E:+1, . . . , E:+;)

=
∑

f′∈C1,:,;

B6=(f′)�l(?) (Ef′ (0) ) (Ef′ (1) , . . . , Ef′ (:) )[? (Ef′ (:+1) , . . . , Ef′ (:+1) )

que coincide con la expresión (5.11) cambiando f por f′. Hemos demostrado

�=C ' = (3l)? ∧[?

Análogamente se demuestra

�=C ( = (3[)? ∧l? = (−1);l? ∧ 3[?

y finalmente obtenemos

(3 (l∧[))? = (3l)? ∧[? + (−1):l? ∧ (3[)?

La propiedad (5.7) es un caso particular de la propiedad (5.6) considerando las
funciones como 0-formas.
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Propiedad (5.8): Tenemos

3l : ? ∈ Ω ⊂ R3→ (3l)? ∈ Λ:+1 (R3)

que se construye mediante la antisimetrización de la diferencial �l(?) de la
función

l : ? ∈ Ω ⊂ R3→ l? ∈ Λ: (R3)

de modo que �l(?) ∈ L(R3; Λ: (R3). Entonces

(3l)? (E1, . . . , E:+1) = (: +1)�=C (�l(?)) (E1) (E2, . . . , E:+1)

=
∑
f∈C1,:

B6=(f)�l(?) (Ef (1) ) (Ef (2) , . . . , Ef (:+1) )

donde C1,: son las combinaciones f de los índices 1, . . . , : + 1 tal que
f(1) = 8; 8 = 1, . . . : +1 y f(2) < ... < f(: +1) y

3l :Ω→ Λ:+1 (R3)
?→ 3l(?) = (3l)?

Ahora para calcular 3 (3l), se calcula primero
(
� (3l)

)
(?) que es una aplicación

lineal deR3 enΛ:+1 (R3), es decir,
(
� (3l)

)
(?) ∈ L(R3; Λ:+1 (R3). El siguiente

paso es antisimetrizar(
3 (3l)

)
?
(E0, . . . , E:+1) = (: +2)�=C

(
� (3l)

)
(?) (E0) (E1, . . . , E:+1)

Ahora identificando L(R3 ;L(R3; Λ: (R3)) con el espacio de aplicaciones bili-
neales
B(R3 ×R3; Λ: (R3)) podemos escribir (véase el comentario 5.7)(

� (3l)
)
(?) (E0) (E1, . . . , E:+1)

=
∑
f∈C1,:

B6=(f)
(
� (�l)

)
(?) (E0) (Ef (1) ) (Ef (2) , . . . , Ef (:+1) )

=
∑
f∈C1,:

B6=(f)
(
�2l

)
(?) (E0, Ef (1) ) (Ef (2) , . . . , Ef (:+1) )

y finalmente antisimetrizando(
3 (3l)

)
(?) (E0, . . . , E:+1) = (: +2)�=C

(
� (3l)

)
(?) (E0) (E1, . . . , E:+1)

=
∑

g∈C1,:+1

B6=(g)
(
� (3l)

)
(?) (Eg (0) ) (Eg (1) , . . . , Eg (:+1) )

=
∑

g∈C1,:+1

B6=(g)
( ∑
f∈C1,:

B6=(f)
(
�2l

)
(?) (Eg (0) , Eg (f (1)) ) (Eg (f (2)) , . . . , Eg (f (:+1)) )

)
El número de sumandos totales es

(:+2
1

)
×

(:+1
1

)
= (: +2) (: +1).
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Extendiendo las permutaciones f a : +2 índices, poniendo f(0) = 0 y llamando
f′ = g ◦f podemos escribir(

3 (3l)
)
(?) (E0, . . . , E:+1)

=
∑

f′∈C1,1,:

B6=(f′)
(
�2l

)
(?) (Ef′ (0) , Ef′ (1)) ) (Ef′ (2) , . . . , Ef′ (:+1) )

donde en la última expresión C1,1,: son las combinaciones f′ de los índices
0, . . . , : +1 tales que f′(0) = 8; 8 = 0, . . . : +1, f′(1)) = 8; 8 = 0, . . . : +1 y f′(2) <
... < f′(: +1). Comprobemos el número de sumandos; el número de sumandos
es (:+2)!

:!1!1! = (: +2) (: +1). Se trata pues de los mismos sumandos reordenados de
distinta forma.
Finalmente observemos que para f′(2), . . . ,f′(: +1) fijados tenemos los suman-
dos

(
�2l

)
(?) (Ef′ (0) , Ef′ (1)) ) (Ef′ (2) , . . . , Ef′ (:+1) )

−
(
�2l

)
(?) (Ef′ (1) , Ef′ (0)) ) (Ef′ (2) , . . . , Ef′ (:+1) ) = 0

puesto que la diferencial segunda
(
�2l

)
(?) es una aplicación bilineal simétrica

(véase el capítulo 1). En el ejercicio 5.8 se propone realizar estos cálculos con
detalle en el caso : = 2.

�

Comentario 5.7. Para calcular � (3l) (?) se ha tenido en cuenta la siguiente
propiedad: Introducimos la función

5 :Ω ⊂ R3→ R
?→ 3l(?) (E1, . . . , E:+1)

Tenemos � 5 (?) (E0) =
(
� (3l)

)
(?) (E0) (E1, . . . , E:+1). En efecto

‖ 5 (? + E0) − 5 (?) −� 5 (?) (E0)‖
‖E0‖

=
‖3l(? + E0) (E1, . . . , E:+1) − 3l(?) (E1, . . . , E:+1) −

(
� (3l)

)
(?) (E0) (E1, . . . , E:+1)‖

‖E0‖

≤
‖3l(? + E0) − 3l(?) −

(
� (3l)

)
(?) (E0)‖.‖E1‖. . . . .‖E:+1‖

‖E0‖

y la última expresión tiende a cero cuando ‖E0‖ → 0
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Ejemplos

1. Sea una forma de orden 0, es decir una función 5 :Ω ⊂ R3→ R. La diferencial
35 en coordenadas cartesianas {G1, . . . , G3} es

35 =
m 5

mG1 3G
1 + m 5

mG2 3G
2 + · · · + m 5

mG3
3G3

A esta diferencial le hacemos corresponder el campo vectorial

∇ 5 = ( m 5
mG1 , . . . ,

m 5

mG3
)C

al que llamamos gradiente de 5 .
2. Sea l una 1-forma en R3

l = �13G +�23H +�33I

en coordenadas cartesianas {G, H, I}. A esta diferencial le asociamos el campo
vectorial

� = (�1, �1, �3)C

donde �1 = �1, �
2 = �2, �

3 = �3. La diferencial 3l será la 2-forma

3l = 3�1∧ 3G + 3�2∧ 3H + 3�3∧ 3I

donde

3�1 =
m�1
mG

3G + m�1
mH

3H + m�1
mI

3I

3�2 =
m�2
mG

3G + m�2
mH

3H + m�2
mI

3I

3�3 =
m�3
mG

3G + m�3
mH

3H + m�3
mI

3I

Tendremos

3�1∧ 3G =
m�1
mI

3I∧ 3G− m�1
mH

3G∧ 3H

3�2∧ 3G =
m�2
mG

3G∧ 3H− m�2
mI

3H∧ 3I

3�3∧ 3G =
m�3
mH

3H∧ 3I− m�1
mG

3I∧ 3G

y finalmente
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3l =
( m�3
mH
− m�2
mI

)
3H∧ 3I+

( m�1
mI
− m�3
mG

)
3I∧ 3G +

( m�2
mG
− m�1
mH

)
3G∧ 3H

El campo asociado a 3l se llama rotacional de �

A>C� = ∇×� =
( m�3

mH
− m�

2

mI
,
m�1

mI
− m�

3

mG
,
m�2

mG
− m�

1

mH

) C
3. Sea l una 2-forma en R3

l = �13H∧ 3I+�23I∧ 3G +�33G∧ 3H

el campo asociado es
� = (�1, �1, �3)C

donde �1 = �1, �
2 = �2, �

3 = �3 y 3l es la 3-forma en R3

3l = 3�1∧ 3H∧ 3I+ 3�2∧ 3I∧ 3G + 3�3∧ 3G∧ 3H

=
m�1
mG

3G∧ 3H∧ 3I+ m�2
mH

3H∧ 3I∧ 3G + m�3
mI

3I∧ 3G∧ 3H

= ( m�1
mG
+ m�2
mH
+ m�3
mI
)3G∧ 3H∧ 3I

al que se le asocia la función divergencia de �,

38E� =
m�1

mG
+ m�

2

mH
+ m�

3

mI

Ejemplos en coordenadas generales ortogonales

Como en la subsección 5.2.2 nos situamos en R3 con un sistema de coordenadas
{G1, G2, G3} ortogonal aunque no necesariamente el sistema ortonormal cartesiano.
Sea { m

mG1 ,
m

mG2 ,
m

mG3 } la base de campos vectoriales y {3G1, 3G2, 3G3} la correspon-
diente base dual. Sea ) el producto escalar euclídeo en R3 que en el sistema de
coordenadas ortogonal anterior tendrá la expresión

) = �1 3G
1 ⊗ 3G1 +�2 3G

2 ⊗ 3G2 +�3 3G
3 ⊗ 3G3

La norma de los vectores de la base del campo vectorial es

‖ m
mG8
‖ =

√
) ( m
mG8

,
m

mG8
) =

√
�8 , 8 = 1,2,3

Eligiendo
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48 =
1
‖ m
mG8
‖
m

mG8
=

1
√
�8

m

mG8
∀8 = 1,2,3

obtenemos la base ortonormal {41, 42, 43}. Dado un campo � = �141 +�242 +�343
de coordendas �1, �2, �3 en la base 41, 42, 43. La 1-forma asociada es

l� = �
1
√
�13G

1 +�2
√
�23G

2 +�3
√
�33G

3

1. Operador gradiente: Sea 5 :Ω→R una función diferenciable y sea 35 la 1-forma
dada por

35 =
m 5

mG1 3G
1 + m 5

mG2 3G
2 + m 5

mG3 3G
3

en el sistema de coordenadas ortogonal {G1, G2, G3}. Llamamos gradiente de 5
al campo ∇ 5 definido por

l∇ 5 = 35

En la base ortonormal {41, 42, 43}, donde 48 = 1√
�8

m
mG8
, 8 = 1,2,3 se escribirá

∇ 5 = 1
√
�1

m 5

mG1 41 +
1
√
�2

m 5

mG2 43 +
1
√
�3

m 5

mG3 43

2. Operador rotacional: Definimos el campo A>C� como el campo asociado a la
forma 3l� . Es decir

lA>C� = 3l�

Tendremos pues

3l� =
( m�3√�3

mG2 − m�
2√�2

mG3
)
3G2∧ 3G3

+
( m�1√�1

mG3 − m�
3√�3

mG1
)
3G3∧ 3G1

+
( m�2√�2

mG1 − m�
1√�1

mG2
)
3G1∧ 3G2 = lA>C�

de donde

A>C� =
1

√
�2�3

( m�3√�3

mG2 − m�
2√�2

mG3
)
41

+ 1
√
�3�1

( m�1√�1

mG3 − m�
3√�3

mG1
)
42

+ 1
√
�1�2

( m�2√�2

mG1 − m�
1√�1

mG2
)
43

simbólicamente escribiremos
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A>C� =
1

√
�1�2�3

34C


m

mG1 �
1√�1

√
�141

m

mG2 �
2√�2

√
�242

m

mG3 �
3√�3

√
�243


3. Operador divergencia: Sea el campo � = �141 +�242 +�343. La 2-forma aso-

ciada es

l� = �
1
√
�2�33G

2∧ 3G3 +�2
√
�3�13G

3∧ 3G1 +�3
√
�1�23G

1∧ 3G2

Definimos la divergencia de � como la función tal que

l38E� = 3l�

Es decir,

38E� =
1

√
�1�2�3

( m�1√�2�3

mG1 + m�
2√�3�1

mG2 + m�
3√�1�2

mG3
)

4. Operador Laplaciano: El operador Laplaciano, Δ, de una función 5 es
Δ 5 = 38E

(
6A03 ( 5 )

)
. De modo que en coordenadas generales ortogonales se

escribe

Δ 5 =
1

√
�1�2�3

( m

mG1
(√�2�3

�1

m 5

mG1
)

+ m

mG2
(√�3�1

�2

m 5

mG2
)
+ m

mG3
(√�1�2

�3

m 5

mG3
) )

Resumiendo, en un abierto del espacio tridimensional a cada campo vectorial
� le corresponde una 1-forma, l1

�
y una 2-forma l2

�
. Por lo tanto la diferen-

cial exterior se traslada a una operación sobre campos. La diferencial exterior de
0-formas (funciones), de 1-formas y de 2-formas se corresponde con las operadores
de gradiente, rotacional y divergencia, definidas por las relaciones:

35 = l1
∇ 5 , 3l

1
� = l

2
A>C� , 3l

2
� = 38E(�)l3

donde l3 es el elemento de volumen.
A modo de ejemplo calcular el operador Laplaciano en coordendas cilíndricas y

en coordenadas esféricas (ejercicio 5.9).

5.4. Formas cerradas y exactas

Definición 5.5. Una forma l se llama cerrada si 3l = 0 y una :-forma se llama
exacta si existe una : −1-forma [ ta que l = 3[.
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En la sección anterior hemos definido los operadores gradiente de una función,
rotacional de un campo y la divergencia de un campo y asociado a cada uno de ellos
la forma correspondiente. Consecuencias de la propiedad de la diferencial exterior
3 (3l) = 0 son las siguientes propiedades de estos operadores.

Propiedades 5.1. -

a) En un abierto Ω ⊂ R3 sea 5 :Ω ⊂ R3→ R una función diferenciable, tenemos

A>C (∇ 5 ) = 0 (5.13)

b) En un abierto Ω ⊂ R3 sea un campo vectorial � en T =⋃
?∈ΩT?

38E(A>C�) = 0 (5.14)

Demostración:

a) A>C (∇ 5 ) es el campo asociado a la 0-forma 3 (3l0) donde l0 = 5 .
b) 38E(A>C (�) es la función asociada a la 3-forma 3 (3l1

�
) donde l1

�
es la 1-forma

asociada al campo �.

�
Hemos visto que toda forma exacta es cerrada pues si l = 3[ entonces

3l = 3 (3[) = 0. Nos preguntamos ahora si toda forma cerrada es exacta. Vamos a
ver que haciendo algunas hipótesis suplementarias esto es cierto. Veamos en primer
lugar un ejemplo sencillo:

Sea l = %3G+&3H una forma de orden 1 en un abiertoΩ ⊂ R2. Supongamos que
l es cerrada es decir

0 = 3l = 3%∧ 3G + 3&∧ 3H = m%
mH
3H∧ 3G + m&

mG
3G∧ 3H

=
( m&
mG
− m%
mH

)
3G∧ 3H

tenemos pues
m&

mG
=
m%

mH

Veamos que l es exacta, es decir que existe una función 5 tal que l = 35 . En efecto
basta poner

5 (G, H) =
∫ G

0
%(C,0) 3C +

∫ H

0
&(G, C) 3C

y verifiquemos que 35 = l
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m 5

mG
= %(G,0) +

∫ H

0

m&

mG
(G, C) 3C

= %(G,0) +
∫ H

0

m%

mH
(G, C) 3C

= %(G,0) +%(G, H) −%(G,0) = %(G, H)

y por otra parte
m 5

mH
=
m

mH

∫ H

0
&(G, C) 3C =&(G, H)

Se deja como ejercicio 5.10 el caso de 1-formas en R3. Veamos el caso general
conocido como lema de Poincaré. El cálculo anterior presupone que l y por tanto
las funciones % y & están definidas en todo el segmento que va del origen al punto
(G, H). Una manera de asegurar esto es que el conjunto Ω sea un conjunto con forma
de estrella, noción que precisamos a continuación.

Definición 5.6. Un conjunto Ω ⊂ R3 diremos que es un conjunto con forma de
estrella si existe un punto ?0 ∈ Ω tal que para todos los puntos ? ∈ Ω el segmento
que une ? con ?0 se encuentra en Ω.

Diremos que el conjunto Ω es un conjunto con forma de estrella respecto a ?0.

En los conjuntos con forma de estrella con respecto a un punto ?0 las semirectas
que parten de este punto solo cortan a la frontera del conjunto en un solo punto.

.

.
.

.

p0
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Figura 5.3 Conjuntos con forma de estrella

Teorema 5.7. Lema de Poincaré.
SeaΩ ⊂ R3 un conjunto abierto en forma de estrella, entonces toda forma cerrada

en Ω es exacta.

Demostración:
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Sea Ω un conjunto en forma de estrella con respecto al punto ?0. Mediante una
traslación del origen al punto ?0 podemos suponer que Ω es en forma de estrella
respecto al origen.

Definimos una aplicación � que a cada ;-forma le hace corresponder una
(; −1)-forma tal que � (0) = 0 y

l = � (3l) + 3 (�l)

Deduciremos entonces que si 3l = 0 entonces l = 3 (�l). Sea

l =
∑

81<...<8;

l81 ,...,8;3G
81 ∧ · · · ∧ 3G8;

una ;-forma. Puesto que Ω tiene forma de estrella se puede definir

�l(G) =
∑

81<...<8;

;∑
U=1
(−1)U−1 (∫ 1

0
C (;−1)l81 ,...,8; (CG) 3C

)
G8U3G81 ∧· · ·∧ 3̂G8U ∧· · ·∧3G8;

donde 3̂G8U significa que el término 3G8U se omite.
Mediante cálculo vamos a comprobar que l = � (3l) + 3 (�l). En efecto, llame-

mos

5 (G) =
(∫ 1

0
C (;−1)l81 ,...,8; (CG) 3C

)
y observemos que 3 ( 5 G8U ) = G8U35 + 5 3G8U . Como

35 =

3∑
9=1

m 5

mG 9
3G 9 =

3∑
9=1

m

mG 9

(∫ 1

0
C (;−1)l81 ,...,8; (CG) 3C

)
3G 9

=

3∑
9=1

(∫ 1

0
C;
m

mG 9
l81 ,...,8; (CG) 3C

)
3G 9

y además se tiene

5 3G8U ∧ 3G81 ∧ · · · ∧ 3̂G8U ∧ · · · ∧ 3G8; = (−1)U−1 5 3G81 ∧ · · · ∧ 3G8U ∧ · · · ∧ 3G8;

Finalmente

3 (�l) = ;
∑

81<...<8;

(∫ 1

0
C (;−1)l81 ,...,8; (CG) 3C

)
3G81 ∧ · · · ∧ 3G8;

+
∑

81<...<8;

;∑
U=1

3∑
9=1
(−1)U−1 (∫ 1

0
C;
m

mG 9
l81 ,...,8; (CG) 3C

)
G8U3G 9 ∧ 3G81 ∧ · · · ∧ 3̂G8U · · · ∧ 3G8;

Por otra parte
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3l =
∑

81<...<8;

3∑
9=1

ml81 ,...,8;

mG 9
3G 9 ∧ 3G81 ∧ · · · ∧ 3G8;

de modo que aplicamos la definición de � a la ;+1-forma siguiendo el orden, primero
respecto a G 9 y despues con respecto a las ; variables restantes G81 , . . . , G8; , tendremos

� (3l) =
∑

81<...<8;

3∑
9=1

(∫ 1

0
C;
m

mG 9
l81 ,...,8; (CG) 3C

)
G 9 3G81 ∧ · · · ∧ 3G8;

+
∑

81<...<8;

3∑
9=1

;∑
U=1
(−1)U

(
C;
m

mG 9
l81 ,...,8; (CG) 3C

)
G8U3G 9 ∧ 3G81 ∧ · · · ∧ 3̂G8U ∧ · · · ∧ 3G8;

como (−1)U = −(−1)U−1 resulta sumando

� (3l) + 3 (�l) =
∑

81<...<8;

3∑
9=1

(∫ 1

0
C;G 9

m

mG 9
l81 ,...,8; (CG) 3C

)
3G81 ∧ · · · ∧ 3G8;

+
∑

81<...<8;

;
(∫ 1

0
C (;−1)l81 ,...,8; (CG) 3C

)
3G81 ∧ · · · ∧ 3G8;

=
∑

81<...<8;

(∫ 1

0

3

3C
(C;l81 ,...,8; (CG)) 3C

)
3G81 ∧ · · · ∧ 3G8;

=
∑

81<...<8;

l81 ,...,8;3G
81 ∧ · · · ∧ 3G8; = l

�
Veamos algunas consecuencias del lema de Poincaré (teorema 5.7). A continua-

ción Ω ⊂ R3 será un conjunto con forma de estrella.

a) Sea � = (�1, �2, �3)C un campo vectorial en Ω tal que A>C� = 0. Un campo
que cumple esta propiedad se llama irrotacional. Entonces existe una función
5 :Ω→ R tal que � = ∇ 5 .
En efecto sea l = �13G +�23H +�33I la 1-forma asociada a �. Tendremos

3l = ( m�
3

mH
− m�

2

mI
)3H∧ 3I+ ( m�

1

mI
− m�

3

mG
)3I∧ 3G + ( m�

2

mG
− m�

1

mH
)3G∧ 3H = 0

por lo tanto l es cerrada y existe una función 5 tal que

l = 35 =
m 5

mG
3G + m 5

mH
3H + m 5

mI
3I

y se tiene

�1 =
m 5

mG
, �2 =

m 5

mH
, �3 =

m 5

mI
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es decir � = ∇ 5 .
Un ejemplo en física es el campo electrostático. Otro ejemplo en mecánica de
fluidos es el caso de un fluido irrotacional. Véase al respecto el ejercicio 5.11.

b) Sea � = (�1, �2, �3)C un campo vectorial enΩ tal que 38E � = 0. Entonces existe
un campo � en Ω tal que � = A>C�.
En efecto, seal = �13H∧3I+�23I∧3G+�33G∧3H, la diferencial exterior del
es 3l = 38E� 3G∧ 3H∧ 3I = 0 por lo tanto gracias al lema de Poincaré (teorema
5.7) existe una 1-forma [ tal que [ = �13G + �23H + �33I de modo que l = 3[ y
tenemos � = A>C�. Al campo � = (�1, �2, �3)C se le llama potencial vector del
campo �. Un ejemplo en física es el campo magnético.

c) Aquí Ω es un conjunto abierto en R2 con forma de estrella. Sea + = (+1,+2)C un
campo en Ω tal que 38E+ = 0. Pongamos l = −+23G ++13H. Tenemos

3l =
m+2

mH
3H∧ 3G + m+

1

mG
3G∧ 3H

= ( m+
1

mG
+ m+

2

mH
)3G∧ 3H = 38E+3G∧ 3H = 0

Por lo tanto existe una 0-forma ( es decir una función) k tal que

l = 3k =
mk

mG
3G + mk

mH
3H

es decir +1 =
mk

mH
y +2 = − mk

mG
. A esta función k se le llama función de corriente.

Un ejemplo en mecánica de fluidos es el campo de velocidades plano de un fluido
incompresible. Se puede ver que el campo+ = ( mk

mH
,− mk

mG
)C es un campo tangente

a las líneas de corriente. (Véase el ejercicio 5.12)

Comentario 5.8. Un campo vectorial plano en R3 es un campo + = (+1,+2,+3)C
en el que una de las coordenadas es nula y las otras dos coordenadas no dependen
de ésta. Por ejemplo+ = (+1,+2,0)C y m+ 1

mI
= 0 y m+

2

mI
= 0. En este caso el rotacional

del campo + solo tiene una componente no nula por lo que podemos asimilarlo a
un escalar.

A>C+ = (0,0, m+
2

mG
− m+

1

mH
)C

Así se escribe habitualmente para un campo plano + = (+1,+2)C ,

A>C+ =
m+2

mG
− m+

1

mH

.
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Ejercicios del Capítulo 5

5.1. Hallar la expresión del tensor métrico fundamental en coordenadas cilíndricas

5.2. Hallar la expresión del tensor métrico fundamental en coordenadas esféricas

5.3. Hallar la expresión del elemento de volumen en coordenadas cilíndricas.

5.4. Hallar la expresión del elemento de volumen en coordenadas esféricas.

5.5. Calcular
q∗ (%3G1∧ 3G2 +& 3G2∧ 3G3)

donde % y & son funciones de R3 en R.

5.6. Calcular l∧[ en los casos siguientes

a)

l = 2G 3G + H 3H
[ = G3 3G + H2 3H

b)

l = G 3G− H 3H
[ = H 3G + G 3H

c)

l = G 3G + H 3H + I 3I
[ = I 3G∧ 3H + G 3H∧ 3I+ H 3I∧ 3G

d)

l = 4GHI 3G∧ 3H
[ = 4−GHI 3I

5.7. Calcular ∇ 5 en coordenadas esféricas.

5.8. Dada una forma 2 forma l

l :Ω→ Λ2 (R3)
?→ l(?) = l?

1. Calcular 3l
2. � (3l)
3. 3 (3l)
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5.9. Calcular el operador Laplaciano en coordenadas cilíndricas y en coordendas
esféricas.

5.10. Sea l = %3G +&3H +'3I con 3l = 0. Demostrar que existe una función 5 tal
que l = 35 .

5.11. -

1. Sea+ = (+1,+2)C un campo plano de velocidades enΩ ⊂ R2 conjunto con forma
de estrella, irrotacional es decir A>C+ = 0. Demostrar que existe una función i,
llamada función potencial, tal que+ = ∇i. Si además el fluido es incompresible,
es decir 38E+ = 0 (véase subsección 8.4.4 en el capítulo 8 para una deducción
de esta condición) concluir que Δi = 0.

2. Demostrar que el vector + es perpendicular a las líneas equipotenciales

i(G, H) = 2>=BC0=C4

5.12. Sea + = (+1,+2)C un campo plano de velocidades en Ω ⊂ R2 conjunto con
forma de estrella, tal que 38E+ = 0. Sea la función k, llamada función de corriente,
tal que +1 =

mk

mH
,+2 = − mk

mG
. Demostrar que el vector + es tangente a las líneas de

corriente k(G, H) = 2>=BC0=C4. Si el campo + es irrotacional concluir que la función
de corriente k verifica Δk = 0.





Capítulo 6
Integración en cadenas

Resumen

En primer lugar introducimos la noción de cadenas de cubos singulares de forma
elemental para despues desarrollar la integración en cadenas. La referencia básica
es [6].

6.1. Cubos singulares y cadenas

Cubos singulares

Empezamos con la definición de cubo singular:

Definición 6.1. Un cubo singular :-dimensional o brevemente :-cubo en un con-
junto abierto Ω ⊂ R3 es una función, que supondremos continua,

2 : [0,1]: →Ω

donde [0,1]: = [0,1]× : veces. . . ×[0,1]

Ejemplos

1. Un 0-cubo en Ω es
2 : {0} →Ω

es decir un punto en Ω identificando el cubo con su imagen.
2. Un 1-cubo en Ω ⊂ R3 , con 3 ≥ 1 es

2 : [0,1] →Ω

193
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c
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.

Figura 6.1 Un 0-cubo

es decir un segmento de curva en Ω. Si 3 = 1 es un segmento en Ω ⊂ R

c

c

⌦ ⇢ R2
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Figura 6.2 Un 1-cubo en R2 y en R3

3. Un 2-cubo en Ω, con 3 ≥ 2 es

2 : [0,1]2→Ω

es decir una porción de superficie en Ω.

c

⌦ ⇢ R3

<latexit sha1_base64="riSpVUqwj3vBfTnK7Da5sIPT3Aw=">AAAB9XicbZC9TsMwFIWd8lfKXygji0WFxFQlUARjJRY2CqI/UhMqx71prdpJZDtAFfVRYELAxovwArwNbskALWf6fM+xdO8JEs6Udpwvq7C0vLK6VlwvbWxube/Yu+WWilNJoUljHstOQBRwFkFTM82hk0ggIuDQDkYXU799D1KxOLrV4wR8QQYRCxkl2ox6dtm7EjAg2FNpoEDjm7uTnl1xqs5MeBHcHCooV6Nnf3r9mKYCIk05UarrOon2MyI1oxwmJS9VkBA6IgPoGoyIAOVns90n+DCMJdZDwLP372xGhFJjEZiMIHqo5r3p8D+vm+rw3M9YlKQaImoixgtTjnWMpxXgPpNANR8bIFQysyWmQyIJ1aaokjnfnT92EVrHVbdWPb2uVeq1vIgi2kcH6Ai56AzV0SVqoCai6BE9ozf0bj1YT9aL9foTLVj5nz30R9bHN8SjkUg=</latexit>

u

v

x

y

z

Figura 6.3 Un 2-cubo
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4. Un 3-cubo en Ω, con 3 ≥ 3 es

2 : [0,1]3→Ω

es decir un cuboide en Ω.

c

Figura 6.4 Un 3-cubo

Llamaremos :-cubo típico a la aplicación identidad

�: : [0,1]: → R:

G→ G

Cadenas

Definición 6.2. Llamaremos cadenas de dimensión : a una expresión de la forma

2 =
∑
8

0828

donde 08 es un número entero, es decir, 08 ∈ Z y 28 :-cubos singulares.

Las sumas de cadenas se realizan sumando los coeficientes de la siguientemanera:
Si
2 = 221 +322−423− 25 y 2′ = 321 +223 +825 son dos : cadenas, entonces

2+ 2′ = 521 +322−223 +725

Y también el producto de una cadena por un número entero se realiza multipli-
cando cada coeficiente por este número entero. Así el producto por 2 de la cadena
2 = 21 + 22 es 22 = 221 +222. La visualización geométrica que damos a las cadenas
es la yuxtaposición de las imágenes de 2. En los siguientes ejemplos se ilustra este
significado geométrico.
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Comentario 6.1. En la práctica y mientras no de lugar a confusión abusaremos del
lenguaje matemático y nos referiremos a un cubo singular como la imagen de dicho
cubo en R3 y del mismo modo para las cadenas singulares R3 . Así por ejemplo
para expresar que un punto ? pertenece a la imagen de una cadena 2 escribiremos
abusando del lenguaje ? ∈ 2.

Ejemplos de cadenas

1. Sean 21, 22 y 23 tres 1-cubos singulares de modo que 21 (1) = 22 (0) y
22 (1) = 23 (0) En el figura 6.5 representamos la cadena 2 = 21 + 22 + 23 y la
cadena 2 = −21 + 22 + 23

c1

<latexit sha1_base64="qhPwn6jml5Lgjdmi0qCwjZd3vaI=">AAAB5HicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZo5EliRuXGOWRwIT0NDXQoeeR7hoTQvgDXRl15xf5A/6NDc5Cwbs6Xfd2UreCVElDrvvlFNbWNza3itulnd29/YPy4VHLJJkW2BSJSnQn4AaVjLFJkhR2Uo08ChS2g/HN3G8/ojYyiR9okqIf8WEsQyk42dG96Hv9csWtuguxVfByqECuRr/82RskIoswJqG4MV3PTcmfck1SKJyVepnBlIsxH2LXYswjNP50seqMnYWJZjRCtnj/zk55ZMwkCmwm4jQyy958+J/XzSis+VMZpxlhLGzEemGmGCVs3pgNpEZBamKBCy3tlkyMuOaC7F1Ktr63XHYVWhdV77J6dXdZqdfyQxThBE7hHDy4hjrcQgOaIGAIz/AG707oPDkvzutPtODkf47hj5yPb91Lix4=</latexit>

c2

<latexit sha1_base64="UOYVZX3HHsRWHLYKmpR9/J+BheI=">AAAB5XicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVagpEliRuXmAiYQEOmwy1MmP5k5taENDyCroy684V8Ad/GFrtQ8Ky+uedMcs/1YiUN2faXVdrY3NreKe9W9vYPDo+qxyc9EyVaYFdEKtIPHjeoZIhdkqTwIdbIA09h35vd5H7/EbWRUXhP8xjdgE9C6UvBKR+JUaMyqtbsur0UWwengBoU6oyqn8NxJJIAQxKKGzNw7JjclGuSQuGiMkwMxlzM+AQHGYY8QOOmy10X7MKPNKMpsuX7dzblgTHzwMsyAaepWfXy4X/eICG/5aYyjBPCUGSRzPMTxShieWU2lhoFqXkGXGiZbcnElGsuKDtMXt9ZLbsOvUbdadav7pq1dqs4RBnO4BwuwYFraMMtdKALAqbwDG/wbk2sJ+vFev2Jlqzizyn8kfXxDROaizM=</latexit>

c3

<latexit sha1_base64="yMIdRDwMChEUNI36D1zd7TaSFzs=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJVuyy4MZlBXuBNpTJ9KQdOrkwcyKU0EfQlag7X8gX8G1MahZa/VffnP8fOP/xYiUN2fanVVpb39jcKm9Xdnb39g+qh0ddEyVaYEdEKtJ9jxtUMsQOSVLYjzXywFPY82Y3ud97QG1kFN7TPEY34JNQ+lJwykdidFkZVWt23V6K/QWngBoUao+qH8NxJJIAQxKKGzNw7JjclGuSQuGiMkwMxlzM+AQHGYY8QOOmy10X7MyPNKMpsuX7ZzblgTHzwMsyAaepWfXy4X/eICG/6aYyjBPCUGSRzPMTxShieWU2lhoFqXkGXGiZbcnElGsuKDtMXt9ZLfsXuhd1p1G/umvUWs3iEGU4gVM4BweuoQW30IYOCJjCE7zCmzWxHq1n6+U7WrKKP8fwS9b7FxUZizQ=</latexit>

c2

<latexit sha1_base64="UOYVZX3HHsRWHLYKmpR9/J+BheI=">AAAB5XicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVagpEliRuXmAiYQEOmwy1MmP5k5taENDyCroy684V8Ad/GFrtQ8Ky+uedMcs/1YiUN2faXVdrY3NreKe9W9vYPDo+qxyc9EyVaYFdEKtIPHjeoZIhdkqTwIdbIA09h35vd5H7/EbWRUXhP8xjdgE9C6UvBKR+JUaMyqtbsur0UWwengBoU6oyqn8NxJJIAQxKKGzNw7JjclGuSQuGiMkwMxlzM+AQHGYY8QOOmy10X7MKPNKMpsuX7dzblgTHzwMsyAaepWfXy4X/eICG/5aYyjBPCUGSRzPMTxShieWU2lhoFqXkGXGiZbcnElGsuKDtMXt9ZLbsOvUbdadav7pq1dqs4RBnO4BwuwYFraMMtdKALAqbwDG/wbk2sJ+vFev2Jlqzizyn8kfXxDROaizM=</latexit>

c3

<latexit sha1_base64="yMIdRDwMChEUNI36D1zd7TaSFzs=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJVuyy4MZlBXuBNpTJ9KQdOrkwcyKU0EfQlag7X8gX8G1MahZa/VffnP8fOP/xYiUN2fanVVpb39jcKm9Xdnb39g+qh0ddEyVaYEdEKtJ9jxtUMsQOSVLYjzXywFPY82Y3ud97QG1kFN7TPEY34JNQ+lJwykdidFkZVWt23V6K/QWngBoUao+qH8NxJJIAQxKKGzNw7JjclGuSQuGiMkwMxlzM+AQHGYY8QOOmy10X7MyPNKMpsuX7ZzblgTHzwMsyAaepWfXy4X/eICG/6aYyjBPCUGSRzPMTxShieWU2lhoFqXkGXGiZbcnElGsuKDtMXt9ZLfsXuhd1p1G/umvUWs3iEGU4gVM4BweuoQW30IYOCJjCE7zCmzWxHq1n6+U7WrKKP8fwS9b7FxUZizQ=</latexit>

�c1

<latexit sha1_base64="lZZHwxe0KJ7G7w31QYnNFIGIT10=">AAAB5nicbZDNSsNAFIVv/K31r+rSzWAR3FgSqdhlwY3LCqYttKFMpjfN0MkPMxOhhL6CrkTd+UC+gG/jpGahrWf1zT1n4J7rp4Irbdtf1tr6xubWdmWnuru3f3BYOzruqiSTDF2WiET2fapQ8BhdzbXAfiqRRr7Anj+9LfzeI0rFk/hBz1L0IjqJecAZ1WbkXrKRUx3V6nbDXoisglNCHUp1RrXP4ThhWYSxZoIqNXDsVHs5lZozgfPqMFOYUjalExwYjGmEyssXy87JeZBIokMki/fvbE4jpWaRbzIR1aFa9orhf94g00HLy3mcZhpjZiLGCzJBdEKKzmTMJTItZgYok9xsSVhIJWXaXKao7yyXXYXuVcNpNq7vm/V2qzxEBU7hDC7AgRtowx10wAUGHJ7hDd6t0HqyXqzXn+iaVf45gT+yPr4BetmLaQ==</latexit>

c = c1 + c2 + c3

<latexit sha1_base64="ow4ktQbYRcomK9TQhT6Mem7zjnE=">AAAB73icbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBAEIezGiF6EgBePEcwDknWZnfQmQ2YfzswKYcl36EnUm//iD/g3TuIeNLGgobqrGrraTwRX2ra/rKXlldW19cJGcXNre2e3tLffUnEqGTZZLGLZ8alCwSNsaq4FdhKJNPQFtv3R9VRvP6JUPI7u9DhBN6SDiAecUW1G9+yKec4p86qmzopeqWxX7BnIInFyUoYcDa/02evHLA0x0kxQpbqOnWg3o1JzJnBS7KUKE8pGdIBdQyMaonKz2dUTchzEkughkln/25vRUKlx6BtPSPVQzWvT4X9aN9XBpZvxKEk1RsxYjBakguiYTMOTPpfItBgbQpnk5krChlRSps2LpvGd+bCLpFWtOLXK+W2tXK/ljyjAIRzBCThwAXW4gQY0gYGEZ3iDd+vBerJerNcf65KV7xzAH1gf3+S4jnE=</latexit>

c = �c1 + c2 + c3

<latexit sha1_base64="wBCjU/gVENzU5KHosuzj32r9tVk=">AAAB8nicbVDLSsNAFJ34rPXRqEs3wSIIYklqRTdCwY3LCvYBbQiT6U07dPJg5kYooT+iK1F3foo/4N84qVlo64EL595zLtxz/URwhbb9Zaysrq1vbJa2yts7u3sVc/+go+JUMmizWMSy51MFgkfQRo4CeokEGvoCuv7kNte7jyAVj6MHnCbghnQU8YAzinrkmRV2c84854x5dV0XZc+s2jV7DmuZOAWpkgItz/wcDGOWhhAhE1SpvmMn6GZUImcCZuVBqiChbEJH0Nc0oiEoN5sfPrNOglhaOAZr3v/2ZjRUahr62hNSHKtFLR/+p/VTDK7djEdJihAxbdFakAoLYyvPbw25BIZiqgllkusrLTamkjLUX8rjO4thl0mnXnMatcv7RrXZKB5RIkfkmJwSh1yRJrkjLdImjKTkmbyRdwONJ+PFeP2xrhjFziH5A+PjG8acjtk=</latexit>

Figura 6.5 Ejemplo de dos 1-cadenas

2. En la figura 6.6 mostramos el ejemplo del producto de la cadena 2 = 21 + 22 por
2, es decir 2′ = 22 = 221 +222.

c1

<latexit sha1_base64="qhPwn6jml5Lgjdmi0qCwjZd3vaI=">AAAB5HicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZo5EliRuXGOWRwIT0NDXQoeeR7hoTQvgDXRl15xf5A/6NDc5Cwbs6Xfd2UreCVElDrvvlFNbWNza3itulnd29/YPy4VHLJJkW2BSJSnQn4AaVjLFJkhR2Uo08ChS2g/HN3G8/ojYyiR9okqIf8WEsQyk42dG96Hv9csWtuguxVfByqECuRr/82RskIoswJqG4MV3PTcmfck1SKJyVepnBlIsxH2LXYswjNP50seqMnYWJZjRCtnj/zk55ZMwkCmwm4jQyy958+J/XzSis+VMZpxlhLGzEemGmGCVs3pgNpEZBamKBCy3tlkyMuOaC7F1Ktr63XHYVWhdV77J6dXdZqdfyQxThBE7hHDy4hjrcQgOaIGAIz/AG707oPDkvzutPtODkf47hj5yPb91Lix4=</latexit>

c2

<latexit sha1_base64="UOYVZX3HHsRWHLYKmpR9/J+BheI=">AAAB5XicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVagpEliRuXmAiYQEOmwy1MmP5k5taENDyCroy684V8Ad/GFrtQ8Ky+uedMcs/1YiUN2faXVdrY3NreKe9W9vYPDo+qxyc9EyVaYFdEKtIPHjeoZIhdkqTwIdbIA09h35vd5H7/EbWRUXhP8xjdgE9C6UvBKR+JUaMyqtbsur0UWwengBoU6oyqn8NxJJIAQxKKGzNw7JjclGuSQuGiMkwMxlzM+AQHGYY8QOOmy10X7MKPNKMpsuX7dzblgTHzwMsyAaepWfXy4X/eICG/5aYyjBPCUGSRzPMTxShieWU2lhoFqXkGXGiZbcnElGsuKDtMXt9ZLbsOvUbdadav7pq1dqs4RBnO4BwuwYFraMMtdKALAqbwDG/wbk2sJ+vFev2Jlqzizyn8kfXxDROaizM=</latexit>

c = c1 + c2

<latexit sha1_base64="q/D6HHJVBYhj7eEeomcz4bzrTn8=">AAAB63icbZDNSgMxFIUz/tb6V3XpJlgEQSgzpaIboeDGZQX7g+0wZG4zbWiSGZKMUIY+ha5E3fk2voBvY6bOQlvP6ss9J3DPDRPOtHHdL2dldW19Y7O0Vd7e2d3brxwcdnScKqBtiHmseiHRlDNJ24YZTnuJokSEnHbDyU3udx+p0iyW92aaUF+QkWQRA2Ls6AGuIfDOIaiXg0rVrblz4WXwCqiiQq2g8jkYxpAKKg1wonXfcxPjZ0QZBpzOyoNU04TAhIxo36Ikgmo/m288w6dRrLAZUzx//85mRGg9FaHNCGLGetHLh/95/dREV37GZJIaKsFGrBelHJsY58XxkCkKhk8tEFDMbolhTBQBY8+T1/cWyy5Dp17zGrWLu0a12SgOUULH6ASdIQ9doia6RS3URoAkekZv6N0RzpPz4rz+RFec4s8R+iPn4xuVgI0p</latexit>

c0 = 2c1 + 2c2

<latexit sha1_base64="Zxt+zLJlRlkdn5LTARJ5pxWHeQc=">AAAB7nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoMoCGE3RPQiBLx4jGAekCxhdtKbDJl9ODMrhCW/oSdRb36MP+DfOBv3oIl1aKq7qqGrvVhwpW37yyqsrK6tbxQ3S1vbO7t75f2DtooSybDFIhHJrkcVCh5iS3MtsBtLpIEnsONNbjK984hS8Si819MY3YCOQu5zRrUZuez0usYGzrkptdKgXLGr9hxkmTg5qUCO5qD82R9GLAkw1ExQpXqOHWs3pVJzJnBW6icKY8omdIQ9Q0MaoHLT+dEzcuJHkugxknn/25vSQKlp4BlPQPVYLWrZ8D+tl2j/yk15GCcaQ2YsRvMTQXREsuxkyCUyLaaGUCa5uZKwMZWUafOhLL6zGHaZtGtVp169uKtXGvX8EUU4gmM4AwcuoQG30IQWMHiAZ3iDdyu2nqwX6/XHWrDynUP4A+vjG9rHjdI=</latexit>

Figura 6.6 Ejemplo de producto de una cadena por 2

3. Véase en la figura 6.7 un ejemplo de una 2-cadena.
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c1

<latexit sha1_base64="J6SzLOA6IgA1IAABBf1n96apdeg=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZPvNZ6q7p0M1gEVyWRii4LblxWsBdoQ5lMT5qhkwszJ0IJfQRdibrzhXwB38akZqGt/+qb8/8D5z9eoqQh2/6y1tY3Nre2KzvV3b39g8Pa0XHXxKkW2BGxinXf4waVjLBDkhT2E4089BT2vOlt4fceURsZRw80S9AN+SSSvhScipEYOdVRrW437IXYKjgl1KFUe1T7HI5jkYYYkVDcmIFjJ+RmXJMUCufVYWow4WLKJzjIMeIhGjdb7Dpn536sGQXIFu/f2YyHxsxCL8+EnAKz7BXD/7xBSv6Nm8koSQkjkUdyz08Vo5gVldlYahSkZjlwoWW+JRMB11xQfpiivrNcdhW6lw2n2bi6b9ZbzfIQFTiFM7gAB66hBXfQhg4ICOAZ3uDdmlhP1ov1+hNds8o/J/BH1sc3EOeLLg==</latexit>

c2

<latexit sha1_base64="/gBeTpdgoeArS/VsheBJXt/4g2Y=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCpJqeiy4MZlBXuBNpTJ9KQdOrkwcyKU0EfQlag7X8gX8G1Mahba+q++Of8/cP7jxUoasu0vq7SxubW9U96t7O0fHB5Vj0+6Jkq0wI6IVKT7HjeoZIgdkqSwH2vkgaew581uc7/3iNrIKHygeYxuwCeh9KXglI/EqFEZVWt23V6KrYNTQA0KtUfVz+E4EkmAIQnFjRk4dkxuyjVJoXBRGSYGYy5mfIKDDEMeoHHT5a4LduFHmtEU2fL9O5vywJh54GWZgNPUrHr58D9vkJB/46YyjBPCUGSRzPMTxShieWU2lhoFqXkGXGiZbcnElGsuKDtMXt9ZLbsO3Ubdadav7pu1VrM4RBnO4BwuwYFraMEdtKEDAqbwDG/wbk2sJ+vFev2Jlqzizyn8kfXxDRJmiy8=</latexit>

c3

<latexit sha1_base64="46YvFYvNqQ7dy0PO2bqVgVvl0vY=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJVnRZcOOygr1AG8pketIMnVyYORFK6SPoStSdL+QL+DYmNQtt/VffnP8fOP/xEiUN2faXVVpb39jcKm9Xdnb39g+qh0cdE6daYFvEKtY9jxtUMsI2SVLYSzTy0FPY9Sa3ud99RG1kHD3QNEE35ONI+lJwykdieFkZVmt23V6IrYJTQA0KtYbVz8EoFmmIEQnFjek7dkLujGuSQuG8MkgNJlxM+Bj7GUY8ROPOFrvO2Zkfa0YBssX7d3bGQ2OmoZdlQk6BWfby4X9ePyX/xp3JKEkJI5FFMs9PFaOY5ZXZSGoUpKYZcKFltiUTAddcUHaYvL6zXHYVOhd1p1G/um/Umo3iEGU4gVM4BweuoQl30II2CAjgGd7g3RpbT9aL9foTLVnFn2P4I+vjGxPlizA=</latexit>

Figura 6.7 Ejemplo de una 2-cadena en R3

Fronteras

Para cada :-cadena 2 vamos a definir una : − 1 cadena denominada frontera de
2 y que designaremos mediante la notación m2. Veamos primero un ejemplo: sea �2

el 2-cubo típico. Sea ?1 = (0,0), ?2 = (1,0), ?3 = (1,1) y ?4 = (0,1) los vértices de
[0,1]2. La frontera de �2 será la cadena formada por cuatro 1-cubos formados por los
segmentos < ?1, ?2 >, < ?2, ?3 >, < ?3, ?4 > y < ?4, ?1 > donde tenemos en cuenta
el orden en el que se dan los puntos. Escribiendo 21 =< ?1, ?2 >, 22 =< ?2, ?3 >,
23 =< ?4, ?3 > y 24 =< ?1, ?4 > escribiremos la frontera de �2 como la cadena
m�2 = 21 + 22− 23− 24.

Vamos a definir la frontera de una cadena de manera general. Empezamos defi-
niendo la frontera del :-cubo típico:

Para 1 ≤ 8 ≤ : se definen dos (: −1)-cubos singulares (caras), �:(8,0) y �
:
(8,1) como

sigue

�:(8,0) :[0,1]:−1→ R:

G = (G1, . . . , G:−1) → �:(8,0) (G) = �
: (G1, . . . , G8−1,0, G8 , . . . , G:−1)

es decir, fijamos la 8-ésima coordenada al valor 0.

�:(8,1) :[0,1]:−1→ R:

G = (G1, . . . , G:−1) → �:(8,0) (G) = �
: (G1, . . . , G8−1,1, G8 , . . . , G:−1)

es decir, fijamos la 8-ésima coordenda al valor 1.
�:(8,0) se llama la (8,0))-cara de �: .
�:(8,1) se llama la (8,1))-cara de �: .
La frontera m�: se define como

m�: =

:∑
8=1
(−1)8 �:(8,0) + (−1)8+1�:(8,1) =

:∑
8=1

1∑
U=0
(−1)8+U �:(8,U)
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Ejemplos

1. Frontera del 1-cubo típico:

m�1 = −�1
(1,0) + �

1
(1,1)

donde

�1
(1,0) :{0} → R

0→ 0

y

�1
(1,1) :{0} → R

0→ 1

I1
(1,1)

<latexit sha1_base64="ntlr0g3rjynAbpBpzEYXm9uJPY0=">AAAB7nicbZDLSsNAFIZPvNZ6q7p0M1iEClISqeiy4EZ3FewF2lgm05N26OTizEQoIa+hK1F3Powv4Ns4rVlo67/65vz/wPmPFwuutG1/WUvLK6tr64WN4ubW9s5uaW+/paJEMmyySESy41GFgofY1FwL7MQSaeAJbHvjq6nffkSpeBTe6UmMbkCHIfc5o9qM3Jv71Mn6acU5dU6yfqlsV+2ZyCI4OZQhV6Nf+uwNIpYEGGomqFJdx461m1KpOROYFXuJwpiyMR1i12BIA1RuOls6I8d+JIkeIZm9f2dTGig1CTyTCageqXlvOvzP6ybav3RTHsaJxpCZiPH8RBAdkWl3MuASmRYTA5RJbrYkbEQlZdpcqGjqO/NlF6F1VnVq1fPbWrleyw9RgEM4ggo4cAF1uIYGNIHBAzzDG7xbsfVkvVivP9ElK/9zAH9kfXwD/M+OkQ==</latexit>

I1
(1,0)

<latexit sha1_base64="BUHq1zFmKBSW+MZf9LGE/zEQcSw=">AAAB7HicbZDNSgMxFIUz9a/Wv6pLN8EiVJAyIxVdFtzoroL9gelYMumdNjSTDElGKEPfQlei7nwaX8C3Ma2z0Naz+nLPCdxzw4QzbVz3yymsrK6tbxQ3S1vbO7t75f2DtpapotCikkvVDYkGzgS0DDMcuokCEoccOuH4euZ3HkFpJsW9mSQQxGQoWMQoMXbk3z54/azqnbmn03654tbcufAyeDlUUK5mv/zZG0iaxiAM5URr33MTE2REGUY5TEu9VENC6JgMwbcoSAw6yOYrT/FJJBU2I8Dz9+9sRmKtJ3FoMzExI73ozYb/eX5qoqsgYyJJDQhqI9aLUo6NxLPmeMAUUMMnFghVzG6J6YgoQo29T8nW9xbLLkP7vObVaxd39Uqjnh+iiI7QMaoiD12iBrpBTdRCFEn0jN7QuyOcJ+fFef2JFpz8zyH6I+fjGzUVjYQ=</latexit>

Figura 6.8 Frontera del 1-cubo típico

2. La frontera del 2-cubo típico �2 es

m�2 = −�2
(1,0) + �

2
(1,1) + �

2
(2,0) − �

2
(2,1)

donde

�2
(1,0) :[0,1] → R2

G→ (0, G)
�2
(1,1) :[0,1] → R2

G→ (1, G)
�2
(2,0) :[0,1] → R2

G→ (G,0)
�2
(2,1) :[0,1] → R2

G→ (G,1)
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@I2

<latexit sha1_base64="5+KHZN4pR7w/eEbtlS2ONMkDUlc=">AAAB7XicbVDLTsMwENyUVymvAkcuFhUSpyqpiuBYiQvcikQfUhMqx3Vaq05s2Q5SFfUz4ISAGz/DD/A3OCUHaJnT7M7samdDyZk2rvvllNbWNza3ytuVnd29/YPq4VFXi1QR2iGCC9UPsaacJbRjmOG0LxXFcchpL5xe53rvkSrNRHJvZpIGMR4nLGIEG9vyfYmVYZij24fGsFpz6+4CaJV4BalBgfaw+umPBEljmhjCsdYDz5UmyPKNhNN5xU81lZhM8ZgOLE1wTHWQLW6eo7NIKGQmFC3q394Mx1rP4tB6YmwmelnLm/9pg9REV0HGEpkamhBrsVqUcmQEyqOjEVOUGD6zBBPF7JWITLDCxNgHVWx8bznsKuk26l6zfnHXrLWaxSPKcAKncA4eXEILbqANHSAg4Rne4N0RzpPz4rz+WEtOMXMMf+B8fAMxS47D</latexit>

I2
(1,0)

<latexit sha1_base64="xJ/ZdB8ngCPZjHniAu6DBk3sgSQ=">AAAB7HicbZDNSgMxFIUz/tb6V3XpJliEClJmSkWXBTe6q2B/YDqWTHqnDc0kQ5IRytC30JWoO5/GF/BtTOsstPWsvtxzAvfcMOFMG9f9clZW19Y3Ngtbxe2d3b390sFhW8tUUWhRyaXqhkQDZwJahhkO3UQBiUMOnXB8PfM7j6A0k+LeTBIIYjIULGKUGDvybx9q/azinbtn036p7FbdufAyeDmUUa5mv/TZG0iaxiAM5URr33MTE2REGUY5TIu9VENC6JgMwbcoSAw6yOYrT/FpJBU2I8Dz9+9sRmKtJ3FoMzExI73ozYb/eX5qoqsgYyJJDQhqI9aLUo6NxLPmeMAUUMMnFghVzG6J6YgoQo29T9HW9xbLLkO7VvXq1Yu7erlRzw9RQMfoBFWQhy5RA92gJmohiiR6Rm/o3RHOk/PivP5EV5z8zxH6I+fjGzabjYU=</latexit>

I2
(2,0)

<latexit sha1_base64="LZsC0SLT5rb5N2+KDX7YPhnezl8=">AAAB7HicbZDNSgMxFIUz/tb6V3XpJliEClJmSkWXBTe6q2B/YDqWTHqnDc0kQ5IRytC30JWoO5/GF/BtTOsstPWsvtxzAvfcMOFMG9f9clZW19Y3Ngtbxe2d3b390sFhW8tUUWhRyaXqhkQDZwJahhkO3UQBiUMOnXB8PfM7j6A0k+LeTBIIYjIULGKUGDvybx9q/axSO3fPpv1S2a26c+Fl8HIoo1zNfumzN5A0jUEYyonWvucmJsiIMoxymBZ7qYaE0DEZgm9RkBh0kM1XnuLTSCpsRoDn79/ZjMRaT+LQZmJiRnrRmw3/8/zURFdBxkSSGhDURqwXpRwbiWfN8YApoIZPLBCqmN0S0xFRhBp7n6Kt7y2WXYZ2rerVqxd39XKjnh+igI7RCaogD12iBrpBTdRCFEn0jN7QuyOcJ+fFef2Jrjj5nyP0R87HNzgdjYY=</latexit>

I2
(2,0)

<latexit sha1_base64="LZsC0SLT5rb5N2+KDX7YPhnezl8=">AAAB7HicbZDNSgMxFIUz/tb6V3XpJliEClJmSkWXBTe6q2B/YDqWTHqnDc0kQ5IRytC30JWoO5/GF/BtTOsstPWsvtxzAvfcMOFMG9f9clZW19Y3Ngtbxe2d3b390sFhW8tUUWhRyaXqhkQDZwJahhkO3UQBiUMOnXB8PfM7j6A0k+LeTBIIYjIULGKUGDvybx9q/axSO3fPpv1S2a26c+Fl8HIoo1zNfumzN5A0jUEYyonWvucmJsiIMoxymBZ7qYaE0DEZgm9RkBh0kM1XnuLTSCpsRoDn79/ZjMRaT+LQZmJiRnrRmw3/8/zURFdBxkSSGhDURqwXpRwbiWfN8YApoIZPLBCqmN0S0xFRhBp7n6Kt7y2WXYZ2rerVqxd39XKjnh+igI7RCaogD12iBrpBTdRCFEn0jN7QuyOcJ+fFef2Jrjj5nyP0R87HNzgdjYY=</latexit>

I2
(1,1)

<latexit sha1_base64="xVaDtoGRF8a9t8DhLedHGTHjtO8=">AAAB7HicbZDNSgMxFIUz/tb6V3XpJliEClJmSkWXBTe6q2B/YDqWTHqnDc0kQ5IRytC30JWoO5/GF/BtTOsstPWsvtxzAvfcMOFMG9f9clZW19Y3Ngtbxe2d3b390sFhW8tUUWhRyaXqhkQDZwJahhkO3UQBiUMOnXB8PfM7j6A0k+LeTBIIYjIULGKUGDvybx9q/azinXtn036p7FbdufAyeDmUUa5mv/TZG0iaxiAM5URr33MTE2REGUY5TIu9VENC6JgMwbcoSAw6yOYrT/FpJBU2I8Dz9+9sRmKtJ3FoMzExI73ozYb/eX5qoqsgYyJJDQhqI9aLUo6NxLPmeMAUUMMnFghVzG6J6YgoQo29T9HW9xbLLkO7VvXq1Yu7erlRzw9RQMfoBFWQhy5RA92gJmohiiR6Rm/o3RHOk/PivP5EV5z8zxH6I+fjGzgbjYY=</latexit>

I2
(1,1)

<latexit sha1_base64="xVaDtoGRF8a9t8DhLedHGTHjtO8=">AAAB7HicbZDNSgMxFIUz/tb6V3XpJliEClJmSkWXBTe6q2B/YDqWTHqnDc0kQ5IRytC30JWoO5/GF/BtTOsstPWsvtxzAvfcMOFMG9f9clZW19Y3Ngtbxe2d3b390sFhW8tUUWhRyaXqhkQDZwJahhkO3UQBiUMOnXB8PfM7j6A0k+LeTBIIYjIULGKUGDvybx9q/azinXtn036p7FbdufAyeDmUUa5mv/TZG0iaxiAM5URr33MTE2REGUY5TIu9VENC6JgMwbcoSAw6yOYrT/FpJBU2I8Dz9+9sRmKtJ3FoMzExI73ozYb/eX5qoqsgYyJJDQhqI9aLUo6NxLPmeMAUUMMnFghVzG6J6YgoQo29T9HW9xbLLkO7VvXq1Yu7erlRzw9RQMfoBFWQhy5RA92gJmohiiR6Rm/o3RHOk/PivP5EV5z8zxH6I+fjGzgbjYY=</latexit>

I2
(2,1)

<latexit sha1_base64="Rh4ZdhORFd180JIyl+tR3RLBf9c=">AAAB7HicbZDNSgMxFIUz/tb6V3XpJliEClJmSkWXBTe6q2B/YDqWTHqnDc0kQ5IRytC30JWoO5/GF/BtTOsstPWsvtxzAvfcMOFMG9f9clZW19Y3Ngtbxe2d3b390sFhW8tUUWhRyaXqhkQDZwJahhkO3UQBiUMOnXB8PfM7j6A0k+LeTBIIYjIULGKUGDvybx9q/axSO/fOpv1S2a26c+Fl8HIoo1zNfumzN5A0jUEYyonWvucmJsiIMoxymBZ7qYaE0DEZgm9RkBh0kM1XnuLTSCpsRoDn79/ZjMRaT+LQZmJiRnrRmw3/8/zURFdBxkSSGhDURqwXpRwbiWfN8YApoIZPLBCqmN0S0xFRhBp7n6Kt7y2WXYZ2rerVqxd39XKjnh+igI7RCaogD12iBrpBTdRCFEn0jN7QuyOcJ+fFef2Jrjj5nyP0R87HNzmdjYc=</latexit>

�I2
(2,1)

<latexit sha1_base64="wJcDIk0MuyzJ0aMylBNWSv4Aeh8=">AAAB7XicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpppGYYKKkJRhdkrjRHSbyk0Al0+EWJkw7zczUhDQ8hq6MuvNlfAHfxgG7UPCsvrnnTHLP9WPOlHacLyu3srq2vpHfLGxt7+zuFfcPWkokkmKTCi5kxycKOYuwqZnm2IklktDn2PbH1zO//YhSMRHd60mMXkiGEQsYJdqMeue3D9V+Wq6euafTfrHkVJy57GVwMyhBpka/+NkbCJqEGGnKiVJd14m1lxKpGeU4LfQShTGhYzLErsGIhKi8dL7z1D4JhLT1CO35+3c2JaFSk9A3mZDokVr0ZsP/vG6igysvZVGcaIyoiRgvSLithT2rbg+YRKr5xAChkpktbToiklBtDlQw9d3FssvQqlbcWuXirlaq17JD5OEIjqEMLlxCHW6gAU2gEMMzvMG7Jawn68V6/YnmrOzPIfyR9fENo6SNvg==</latexit>

�I2
(1,0)

<latexit sha1_base64="tYPWO0D3RIyMGNk2oEie3cWGQl4=">AAAB7XicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpppGYYKKkJRhdkrjRHSbyk0Al0+EWJkw7zczUhDQ8hq6MuvNlfAHfxgG7UPCsvrnnTHLP9WPOlHacLyu3srq2vpHfLGxt7+zuFfcPWkokkmKTCi5kxycKOYuwqZnm2IklktDn2PbH1zO//YhSMRHd60mMXkiGEQsYJdqMeue3D9V+WnbPnNNpv1hyKs5c9jK4GZQgU6Nf/OwNBE1CjDTlRKmu68TaS4nUjHKcFnqJwpjQMRli12BEQlReOt95ap8EQtp6hPb8/TubklCpSeibTEj0SC16s+F/XjfRwZWXsihONEbURIwXJNzWwp5VtwdMItV8YoBQycyWNh0RSag2ByqY+u5i2WVoVSturXJxVyvVa9kh8nAEx1AGFy6hDjfQgCZQiOEZ3uDdEtaT9WK9/kRzVvbnEP7I+vgGoKKNvA==</latexit>

Figura 6.9 Frontera del 2- cubo típico

3. La frontera del 3-cubo típico �3 es

m�3 = −�3
(1,0) + �

3
(1,1) + �

3
(2,0) − �

3
(2,1) − �

3
(3,0) + �

3
(3,1)

donde por ejemplo �3
(2,1) es la aplicación

�3
(2,1) :[0,1]2→ R3

(G1, G2) → �3 (G1,1, G2) = (G1,1, G2)

x1

<latexit sha1_base64="gwKB+Fgbrr98325UL5D1SAmkf6Q=">AAAB5HicbZDLTgIxFIZP8YZ4Q126aSQmrsiMweiSxI1LjHJJYCSdcgYaOpe0HSOZ8Aa6MurOJ/IFfBsLzkLBf/X1/H+T8x8/kUIbx/kihZXVtfWN4mZpa3tnd6+8f9DScao4NnksY9XxmUYpImwaYSR2EoUs9CW2/fHVzG8/oNIiju7MJEEvZMNIBIIzY0e3j/duv1xxqs5cdBncHCqQq9Evf/YGMU9DjAyXTOuu6yTGy5gygkuclnqpxoTxMRti12LEQtReNl91Sk+CWFEzQjp//85mLNR6Evo2EzIz0ovebPif101NcOllIkpSgxG3EesFqaQmprPGdCAUciMnFhhXwm5J+Ygpxo29S8nWdxfLLkPrrOrWquc3tUq9lh+iCEdwDKfgwgXU4Roa0AQOQ3iGN3gnAXkiL+T1J1og+Z9D+CPy8Q36GIsu</latexit>

x2

<latexit sha1_base64="k87WNSJUn044CKnsGQicH+u6eEY=">AAAB5HicbZDLTgIxFIZPvSLeUJduGomJKzJDMLokceMSo1wSGEmnnIGGziVtx0gmvIGujLrziXwB38aCs1DwX309/9/k/MdPpNDGcb7Iyura+sZmYau4vbO7t186OGzpOFUcmzyWser4TKMUETaNMBI7iUIW+hLb/vhq5rcfUGkRR3dmkqAXsmEkAsGZsaPbx/tqv1R2Ks5cdBncHMqQq9EvffYGMU9DjAyXTOuu6yTGy5gygkucFnupxoTxMRti12LEQtReNl91Sk+DWFEzQjp//85mLNR6Evo2EzIz0ovebPif101NcOllIkpSgxG3EesFqaQmprPGdCAUciMnFhhXwm5J+Ygpxo29S9HWdxfLLkOrWnFrlfObWrleyw9RgGM4gTNw4QLqcA0NaAKHITzDG7yTgDyRF/L6E10h+Z8j+CPy8Q37losv</latexit>

x3

<latexit sha1_base64="+or1ed3C8ci5OeYA+8nXN+NdqlY=">AAAB5HicbZC9TsMwFIVv+C3lr8DIYlEhMVUJFMFYiYWxCPojtaFy3JvWqhNHtoOoor4BTAjYeCJegLfBLRmg5Uyf7zmW7rlBIrg2rvvlLC2vrK6tFzaKm1vbO7ulvf2mlqli2GBSSNUOqEbBY2wYbgS2E4U0CgS2gtHV1G89oNJcxndmnKAf0UHMQ86osaPbx/uzXqnsVtyZyCJ4OZQhV71X+uz2JUsjjA0TVOuO5ybGz6gynAmcFLupxoSyER1gx2JMI9R+Nlt1Qo5DqYgZIpm9f2czGmk9jgKbiagZ6nlvOvzP66QmvPQzHiepwZjZiPXCVBAjybQx6XOFzIixBcoUt1sSNqSKMmPvUrT1vfmyi9A8rXjVyvlNtVyr5ocowCEcwQl4cAE1uIY6NIDBAJ7hDd6d0HlyXpzXn+iSk/85gD9yPr4B/RSLMA==</latexit>

I3
(2,1)

<latexit sha1_base64="gfsE1kPT4ujFGeAc1x0CGo8LVuw=">AAAB7HicbZDNSgMxFIXv1L9a/6ou3QSLUEHKTK3osuBGdxXsD0zHkknTNjSTDElGKEPfQlei7nwaX8C3Ma2z0Naz+nLPCdxzw5gzbVz3y8mtrK6tb+Q3C1vbO7t7xf2DlpaJIrRJJJeqE2JNORO0aZjhtBMriqOQ03Y4vp757UeqNJPi3kxiGkR4KNiAEWzsyL99OO+l5eqZdzrtFUtuxZ0LLYOXQQkyNXrFz25fkiSiwhCOtfY9NzZBipVhhNNpoZtoGmMyxkPqWxQ4ojpI5ytP0clAKmRGFM3fv7MpjrSeRKHNRNiM9KI3G/7n+YkZXAUpE3FiqCA2Yr1BwpGRaNYc9ZmixPCJBUwUs1siMsIKE2PvU7D1vcWyy9CqVrxa5eKuVqrXskPk4QiOoQweXEIdbqABTSAg4Rne4N0RzpPz4rz+RHNO9ucQ/sj5+AY7I42I</latexit>

.

Figura 6.10 Cara (2,1) del 3- cubo típico

Vamos ahora a definir la frontera de un :-cubo singular 2 : [0,1]: →Ω ⊂ R3: En
primer lugar se define la (8, U)-cara 2 (8,U) mediante la composición de funciones,

2 (8,U) = 2 ◦ �:(8,U)

y finalmente definimos la frontera de un :-cubo singular 2

m2 =

:∑
8=1

1∑
U=0
(−1)8+U2 (8,U)
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Terminamos definiendo la frontera de una :-cadena 2 =
∑
0828 mediante

m2 =
∑

08m28

c1

<latexit sha1_base64="J6SzLOA6IgA1IAABBf1n96apdeg=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZPvNZ6q7p0M1gEVyWRii4LblxWsBdoQ5lMT5qhkwszJ0IJfQRdibrzhXwB38akZqGt/+qb8/8D5z9eoqQh2/6y1tY3Nre2KzvV3b39g8Pa0XHXxKkW2BGxinXf4waVjLBDkhT2E4089BT2vOlt4fceURsZRw80S9AN+SSSvhScipEYOdVRrW437IXYKjgl1KFUe1T7HI5jkYYYkVDcmIFjJ+RmXJMUCufVYWow4WLKJzjIMeIhGjdb7Dpn536sGQXIFu/f2YyHxsxCL8+EnAKz7BXD/7xBSv6Nm8koSQkjkUdyz08Vo5gVldlYahSkZjlwoWW+JRMB11xQfpiivrNcdhW6lw2n2bi6b9ZbzfIQFTiFM7gAB66hBXfQhg4ICOAZ3uDdmlhP1ov1+hNds8o/J/BH1sc3EOeLLg==</latexit>

c2

<latexit sha1_base64="/gBeTpdgoeArS/VsheBJXt/4g2Y=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCpJqeiy4MZlBXuBNpTJ9KQdOrkwcyKU0EfQlag7X8gX8G1Mahba+q++Of8/cP7jxUoasu0vq7SxubW9U96t7O0fHB5Vj0+6Jkq0wI6IVKT7HjeoZIgdkqSwH2vkgaew581uc7/3iNrIKHygeYxuwCeh9KXglI/EqFEZVWt23V6KrYNTQA0KtUfVz+E4EkmAIQnFjRk4dkxuyjVJoXBRGSYGYy5mfIKDDEMeoHHT5a4LduFHmtEU2fL9O5vywJh54GWZgNPUrHr58D9vkJB/46YyjBPCUGSRzPMTxShieWU2lhoFqXkGXGiZbcnElGsuKDtMXt9ZLbsO3Ubdadav7pu1VrM4RBnO4BwuwYFraMEdtKEDAqbwDG/wbk2sJ+vFev2Jlqzizyn8kfXxDRJmiy8=</latexit>

@c = @c1 + @c2

<latexit sha1_base64="Jsh6h/yGWzgH+F3z93PJHyAmu5Q=">AAACC3icbVDLSgNBEOz1GeNr1aOXwSAEhLAbInoRAl48RjAPSJYwO+kkQ2YfzMwKYckn6M/oSdSbN3/Av3ESF4yJfarqqmmmyo8FV9pxvqyV1bX1jc3cVn57Z3dv3z44bKgokQzrLBKRbPlUoeAh1jXXAluxRBr4Apv+6HqqN+9RKh6Fd3ocoxfQQcj7nFFtVl272Imp1JwKwsgV+SVdl5zN03LXLjglZzZkGbgZKEA2ta792elFLAkw1ExQpdquE2svnV5kAif5TqIwpmxEB9g2MKQBKi+dJZqQ034kiR4imfF5b0oDpcaBbzwB1UO1qE2X/2ntRPcvvZSHcaIxZMZitH4iiI7ItBjS4xKZFmMDKJPc/JKwIZWUaVNf3sR3F8Mug0a55FZK57eVQrWSFZGDYziBIrhwAVW4gRrUgcEjPMMbvFsP1pP1Yr3+WFes7M0R/Bnr4xta75k3</latexit>

Figura 6.11 Frontera de una 2-cadena

La siguiente propiedad del operador frontera es esencial:

Teorema 6.1. Si 2 es una :-cadena en Ω ⊂ R3 entonces

m (m2) = 0

Antes de la demostración vamos a considerar para fijar las ideas el caso del 3-
cubo típico y en particular la cara (2,1). Calcularemos las caras de esta cara (2,1).
Observemos la figura 6.12. La cara (2,1) es el 2-cubo singular que denominamos
�3
(2,1) . Este 2-cubo singular aplica el cuadrado unidad [0,1]2 en R3 y es la aplicación
como hemos visto anteriormente

�3
(2,1) :[0,1]2→ R3

G = (G1, G2) → (G1,1, G2)

La cara (1,0) de la cara �3
(2,1) se calcula mediante la composición de funciones

[0,1]
� 2
(1,0)→ R2

� 3
(2,1)→ R3

G→ (0, G) → (0,1, G)

(�3
(2,1) ) (1,0) =

(
�3
(2,1) ◦ �

2
(1,0)

)
(G) = �3

(2,1)
(
�2
(1,0) (G)

)
= �3
(2,1)

(
�2 (0, G)

)
= �3
(2,1) (0, G) = (0,1, G)

Ahora las cuatro caras (aristas en este caso) del 2-cubo singular �3
(2,1) son 1-cubo

singulares. Las cuatro caras son las aplicaciones
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x1

<latexit sha1_base64="gwKB+Fgbrr98325UL5D1SAmkf6Q=">AAAB5HicbZDLTgIxFIZP8YZ4Q126aSQmrsiMweiSxI1LjHJJYCSdcgYaOpe0HSOZ8Aa6MurOJ/IFfBsLzkLBf/X1/H+T8x8/kUIbx/kihZXVtfWN4mZpa3tnd6+8f9DScao4NnksY9XxmUYpImwaYSR2EoUs9CW2/fHVzG8/oNIiju7MJEEvZMNIBIIzY0e3j/duv1xxqs5cdBncHCqQq9Evf/YGMU9DjAyXTOuu6yTGy5gygkuclnqpxoTxMRti12LEQtReNl91Sk+CWFEzQjp//85mLNR6Evo2EzIz0ovebPif101NcOllIkpSgxG3EesFqaQmprPGdCAUciMnFhhXwm5J+Ygpxo29S8nWdxfLLkPrrOrWquc3tUq9lh+iCEdwDKfgwgXU4Roa0AQOQ3iGN3gnAXkiL+T1J1og+Z9D+CPy8Q36GIsu</latexit>

x2

<latexit sha1_base64="k87WNSJUn044CKnsGQicH+u6eEY=">AAAB5HicbZDLTgIxFIZPvSLeUJduGomJKzJDMLokceMSo1wSGEmnnIGGziVtx0gmvIGujLrziXwB38aCs1DwX309/9/k/MdPpNDGcb7Iyura+sZmYau4vbO7t186OGzpOFUcmzyWser4TKMUETaNMBI7iUIW+hLb/vhq5rcfUGkRR3dmkqAXsmEkAsGZsaPbx/tqv1R2Ks5cdBncHMqQq9EvffYGMU9DjAyXTOuu6yTGy5gygkucFnupxoTxMRti12LEQtReNl91Sk+DWFEzQjp//85mLNR6Evo2EzIz0ovebPif101NcOllIkpSgxG3EesFqaQmprPGdCAUciMnFhhXwm5J+Ygpxo29S9HWdxfLLkOrWnFrlfObWrleyw9RgGM4gTNw4QLqcA0NaAKHITzDG7yTgDyRF/L6E10h+Z8j+CPy8Q37losv</latexit>

I3
(2,1)

<latexit sha1_base64="gfsE1kPT4ujFGeAc1x0CGo8LVuw=">AAAB7HicbZDNSgMxFIXv1L9a/6ou3QSLUEHKTK3osuBGdxXsD0zHkknTNjSTDElGKEPfQlei7nwaX8C3Ma2z0Naz+nLPCdxzw5gzbVz3y8mtrK6tb+Q3C1vbO7t7xf2DlpaJIrRJJJeqE2JNORO0aZjhtBMriqOQ03Y4vp757UeqNJPi3kxiGkR4KNiAEWzsyL99OO+l5eqZdzrtFUtuxZ0LLYOXQQkyNXrFz25fkiSiwhCOtfY9NzZBipVhhNNpoZtoGmMyxkPqWxQ4ojpI5ytP0clAKmRGFM3fv7MpjrSeRKHNRNiM9KI3G/7n+YkZXAUpE3FiqCA2Yr1BwpGRaNYc9ZmixPCJBUwUs1siMsIKE2PvU7D1vcWyy9CqVrxa5eKuVqrXskPk4QiOoQweXEIdbqABTSAg4Rne4N0RzpPz4rz+RHNO9ucQ/sj5+AY7I42I</latexit>

y1 = x1

<latexit sha1_base64="a1vkYQUerivkRrPIcuYkFKZ1t9M=">AAAB6HicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJVHQjFNy4rGAv0KZlMj1px04uzEzEEPoOuhJ15/P4Ar6N05qFtv6rb87/D5z/eLHgStv2l1VYWV1b3yhulra2d3b3yvsHLRUlkmGTRSKSHY8qFDzEpuZaYCeWSANPYNubXM/89gNKxaPwTqcxugEdhdznjGozaqd95+qx7wzKFbtqz0WWwcmhArkag/JnbxixJMBQM0GV6jp2rN2MSs2ZwGmplyiMKZvQEXYNhjRA5WbzdafkxI8k0WMk8/fvbEYDpdLAM5mA6rFa9GbD/7xuov1LN+NhnGgMmYkYz08E0RGZtSZDLpFpkRqgTHKzJWFjKinT5jYlU99ZLLsMrbOqU6ue39Yq9Vp+iCIcwTGcggMXUIcbaEATGEzgGd7g3bq3nqwX6/UnWrDyP4fwR9bHN3j2jJs=</latexit>

y2 = 1

<latexit sha1_base64="UzK7vP8kncllEWNrlnPQUr749gU=">AAAB5nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVagtGNCYkbl5hYIIFKpsMtnTD9yczUpCG8gq6MuvOBfAHfxgG7UPCsvrnnTHLP9VPBlbbtL6u0tr6xuVXeruzs7u0fVA+POirJJEOXJSKRPZ8qFDxGV3MtsJdKpJEvsOtPbuZ+9xGl4kl8r/MUvYiOYx5wRrUZuflD49oZVmt23V6IrIJTQA0KtYfVz8EoYVmEsWaCKtV37FR7Uyo1ZwJnlUGmMKVsQsfYNxjTCJU3XSw7I2dBIokOkSzev7NTGimVR77JRFSHatmbD//z+pkOrrwpj9NMY8xMxHhBJohOyLwzGXGJTIvcAGWSmy0JC6mkTJvLVEx9Z7nsKnQadadZv7hr1lrN4hBlOIFTOAcHLqEFt9AGFxhweIY3eLdC68l6sV5/oiWr+HMMf2R9fAPtXouy</latexit>

y3 = x2

<latexit sha1_base64="eAbeWv9zhjKMc0kjcscUFNIdo3g=">AAAB6HicbZDLTgIxFIbP4A3xhrp000hMXJEZxOjGhMSNS0zkksBAOuUMVDqXtB0jmfAOujLqzufxBXwbC85CwX/19fx/k/MfLxZcadv+snIrq2vrG/nNwtb2zu5ecf+gqaJEMmywSESy7VGFgofY0FwLbMcSaeAJbHnj65nfekCpeBTe6UmMbkCHIfc5o9qMWpPe2dVjr9IvluyyPRdZBieDEmSq94uf3UHEkgBDzQRVquPYsXZTKjVnAqeFbqIwpmxMh9gxGNIAlZvO152SEz+SRI+QzN+/sykNlJoEnskEVI/Uojcb/ud1Eu1fuikP40RjyEzEeH4iiI7IrDUZcIlMi4kByiQ3WxI2opIybW5TMPWdxbLL0KyUnWr5/LZaqlWzQ+ThCI7hFBy4gBrcQB0awGAMz/AG79a99WS9WK8/0ZyV/TmEP7I+vgF9eIye</latexit>

Figura 6.12 Cara � 3
(2,1) del 3-cubo típico

(�3
(2,1) ) (1,0) :[0,1] → R3

G = (G1) → (0,1, G1)
(�3
(2,1) ) (1,1) :[0,1] → R3

G = (G1) → (1,1, G1)
(�3
(2,1) ) (2,0) :[0,1] → R3

G = (G1) → (G1,1,0)
(�3
(2,1) ) (2,1) :[0,1] → R3

G = (G1) → (G1,1,1)

Damos paso a la demostración del teorema.

Demostración:

Empezamos estudiando el caso del :-cubo típico m (m�: ). Para ello tendremos
que calcular primero las caras de �: . Cada cara de �: es un (: − 1)-cubo singular.
Sea 2′ = �:(8,U) la cara (8, U) de �

: y sea (�:(8,U) ) ( 9 ,V) la cara ( 9 , V) de 2
′ = �:(8,U) . 2

′ es
un (:−1)-cubo singular, entonces la cara ( 9 , V) de 2′ es 2′( 9 ,V) = 2

′◦ �:−1
( 9 ,V) . Sea 8 ≤ 9 ,

veamos que (�:(8,U) ) ( 9 ,V) = (�
:
( 9+1,V) ) (8,U) , en efecto para G = (G1, . . . , G:−2) ∈ R:−2

(�:(8,U) ) ( 9 ,V) (G) = �
:
(8,U)

(
�:−1
( 9 ,V) (G)

)
= �:(8,U) (G

1, . . . , G 9−1, V, G 9 , . . . , G:−2)

= �: (G1, . . . , G8−1, U, G8 , . . . , G 9−1, V, G 9 , . . . , G:−2)

del mismo modo
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(�:( 9+1,V) ) (8,U) (G) = �
:
( 9+1,V)

(
�:−1
(8,U) (G)

)
= �:( 9+1,V) (G

1, . . . , G8−1, U, G8 , . . . , G:−2)

= �: (G1, . . . , G8−1, U, G8 , . . . , G 9−1, V, G 9 , . . . , G:−2)

Ahora para las caras de un :-cubo singular 2 tendremos

2 (8,U) = 2 ◦ �:(8,U)

y para la cara ( 9 , V) de 2 (8,U) tendremos para 8 ≤ 9

(2 (8,U) ) ( 9 ,V) = 2 (8,U) ◦ �:−1
( 9 ,V) = 2 ◦ �

:
(8,U) ◦ �

:−1
( 9 ,V)

= 2 ◦ �:( 9+1,V) ◦ �
:−1
(8,U) = 2 ( 9+1,V) ◦ �

:−1
(8,U) = (2 ( 9+1,V) ) (8,U)

Para una :-cubo singular

m (m2) = m
( :∑
8=1

1∑
U=0
(−1)8+U2 (8,U)

)
=

:∑
8=1

1∑
U=0

:−1∑
9=1

1∑
V=0
(−1)8+U+ 9+V

(
2 (8,U)

)
( 9 ,V) (6.1)

En estas sumas
(
2 (8,U)

)
( 9 ,V) y

(
2 ( 9+1,V)

)
(8,U) aparecen con signos opuestos y se

anulan dos a dos de modo que m (m2) = 0. Finalmente una :-cadena es combinación
lineal de :-cubos singulares y junto con la definición de frontera de una cadena
(operador lineal) tenemos también el resultado para : cadenas.

�

Comentario 6.2. Para cada valor de 9 = 1, . . . , : − 1 y cada valor de 8 ≤ 9 y para
cada par de valores fijos de U, V = 0,1 tendremos un número : (:−1)

2 de sumandos
del tipo (�:(8,U) ) ( 9 ,V) (G). Podemos hacer corresponder cada uno de estos con los
sumandos (�:( 9+1,V) ) (8,U) (G) que son un número igual a : (:−1)

2 . En total tendremos
: (: −1) sumandos los cuales se anulan dos a dos para cada valor de U y cada valor
de V. Se traducen en la expresión (6.1) en 2×2× : (: −1) = 4: (: −1) sumandos.

Por ejemplo en el caso del cubo típico de dimensión 3 tenemos 6 caras de
dimensión 2 y cada una de estas caras tiene 4 caras de dimensión 1. En total al
calcular mm2, tenemos 24 sumandos en la expresión (6.1).

Veámoslo con detalle, para : = 3, : (: −1) = 6 y para cada valor de U = 0,1 y de
V = 0,1 tendremos los términos

1. Para 9 = 1, (�3
(1,U) ) (1,V) (G) que se cancela con el término (�3

(2,V) ) (1,U) (G)
2. Para 9 = 2 tenemos el término

(�3
(1,U) ) (2,V) (G)

que se cancela con el término
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(�3
(3,V) ) (1,U) (G)

y el término
(�3
(2,U) ) (2,V) (G)

que se cancela con el término

(�3
(3,V) ) (2,U) (G)

Un total de seis sumandos que se cancelan dos a dos para cada par de valores fijos
de U y V. Considerando todos los valores 0 y 1 para U y V obtenemos en la expresión
(6.1) 2×2× : (: −1) = 4: (: −1) = 24 sumandos.

Comprobar que m (m2) = 0 en el caso 2 = �2 (Ejercicio 6.1)

6.2. Integración en cadenas

Empezaremos con las definiciones básicas que nos llevaran a la integración en
cadenas de formas diferenciales.

Definición 6.3. Sea l una :-forma en [0,1]: ⊂ R: , dada por l = 5 3G1∧ · · ·∧ 3G: .
Se define ∫

[0,1]:
l =

∫
[0,1]:

l( m
mG1 , . . . ,

m

mG:
) 3G1 . . . 3G:

=

∫
[0,1]:

5 3G1 . . . 3G:

Comentario 6.3. También se escribe∫
[0,1]:

l =

∫
[0,1]:

5 3G1∧ · · · ∧ 3G: =
∫
[0,1]:

5 (G1, . . . , G: ) 3G1 . . . 3G:

Definición 6.4. Sea l una :-forma en Ω ⊂ R3 y 2 un :-cubo singular en Ω ⊂ R3
se define la integral de la :-forma en 2 mediante∫

2

l =

∫
[0,1]:

2∗l

Definición 6.5. Sea l una :-forma en Ω ⊂ R3 y 2 una :-cadena, es decir

2 =

=∑
8=1
0828

donde 28 son :-cubos singulares en Ω. Si : ≥ 1 definimos la integral de l en 2
mediante
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2

l =

=∑
8=1
08

∫
28

l

Si : = 0, 2 : {0} → Ω ⊂ R3 es un 0-cubo singular y 5 es una 0-forma, es decir
una función, definiremos ∫

2

5 = 5 (2(0))

Observación 6.1. Sea l una :-forma y 2 una :-cadena. En el cálculo de
∫
2
l solo

intervienen los valores de l sobre los espacios tangentes.

Demostración:

En efecto, bastará verlo para 2 un :-cubo singular∫
2

l =

∫
[0,1]:

2∗l =

∫
[0,1]:

2∗l( m
mG1 , . . . ,

m

mG:
)

=

∫
[0,1]:

l(2∗
m

mG1 , . . . , 2∗
m

mG:
)

Los campos 2∗ m

mG1 ,
. . . , 2∗

m

mG:
son campos tangentes en 2( [0,1]: )

�

Ejemplos y significado geométrico o físico

En los ejemplos que siguen consideraremos R3 con un sistema de coordenadas
ortogonal {G1, . . . , G3}. Sea ) = ∑3

8=1 �83G
8 ⊗ 3G8 el tensor métrico fundamental

(campo tensorial). Escribimos como anteriormente para dos campos - e . , (-,. )
en lugar de ) (-,. ). Recordemos que dado un campo vectorial - en R3 la norma de
este campo es ‖- ‖ =

√
(-, -).

La base de campos tangentes asociada al sistema de coordenadas {G1, . . . , G3} es
{ m

mG1 , . . . ,
m

mG3
}. La norma de los elementos de esta base será para cada 8 = 1, . . . , 3

‖ m
mG8
‖ =

√
( m
mG8

,
m

mG8
) =

√
�8

Entonces el conjunto 48 = 1√
�8

m
mG8

8 = 1, . . . , 3 es una base ortonormal de campos.
Dado un campo vectorial � = �141 + · · · +�343 expresado en esta base su norma

será
‖�‖ =

√
(�,�) =

√
(�1)2 + · · · + (�3)2

Véase el ejercicio 6.2 para cálculos concretos.
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En los ejemplos que siguen utilizaremos la relación entre campos y formas estu-
diada en el apartado 5.2.2.

1. Integral de una 1-forma sobre un 1-cubo singular o integral de un campo a lo
largo de una curva:
Sea

2 : [0,1] → R3

C→ (G1 (C), . . . G3 (C))

un 1-cubo singular en R3 . Asociamos 2 a la curva imagen en R3 entre los puntos
2(0) y 2(1). Consideramos además un campo � = �141 + · · · +�343 en R3 . La
1-forma l� asociada a � es

l� = �
1
√
�13G

1 + · · · +�3
√
�33G

3

La integral de l� en 2.∫
2

l� =

∫
[0,1]

2∗l� (
3

3C
) 3C

=

∫
[0,1]

l� (2∗
3

3C
) 3C =

∫
[0,1]
(�,)) 3C

donde ) es el campo tangente asociado a la curva 2.
Vamos a interpretar esta integral para distintas elecciones de �:

Sea ) el campo tangente asociado a la curva 2 y elegimos � = g = )
‖) ‖ el

campo unitario tangente a la curva. Entonces,∫
2

lg =

∫
[0,1]
(g,)) 3C =

∫
[0,1]
‖) ‖ 3C

A la 1-forma
lg = g

1
√
�13G

1 + · · · + g3
√
�33G

3

se le llama elemento de longitud que se expresa en la variable C como ‖) ‖3C.
La integral ∫

2

lg =

∫
[0,1]
‖) ‖ 3C

es la longitud de la curva 2 entre los puntos 2(0) y 2(1) (véase ejercicio 6.3).
Si � es un campo de fuerzas: (�,)) = (�,g)‖) ‖ y (�,g) representa el trabajo
realizado por unidad de longitud de modo que

∫
2
l� es el trabajo de � a lo

largo de la curva 2. A la 1-forma

l� = �
1
√
�13G

1 + · · · +�3
√
�33G

3

se la llama elemento de trabajo que expresado en la variable C es (�,g)‖) ‖ 3C.
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Si � es un campo vectorial general: l� es la circulación de � a lo largo de 2
y a la 1-forma

l� = �
1
√
�13G

1 + · · · +�3
√
�33G

3

se la llama elemento de circulación a lo largo de 2 que expresada en la variable
C es (�,g)‖) ‖ 3C.

En coordenadas cartesianas {G1, . . . , G3}:
El elemento de longitud es lg = g1 3G1 + · · · + g3 3G3
El elemento de circulación es l� = �1 3G1 + · · · +�3 3G3

Comentario 6.4. Al elemento de longitud se le denota a menudo impropiamente
3B. Esta notación es impropia pues no necesariamente lg es la diferencial de
una función B.

Propiedad 6.1. Sea g = g141 + · · · +g343 el campo tangente unitario a la curva
2 y sea lg = g1√�13G

1 + · · · +g3
√
�33G

3 el elemento de longitud asociado a la
curva 2.
Se verifica la siguiente propiedad:

g8lg =
√
�83G

8 8 = 1, . . . , 3

Demostración:

Véase el ejercicio 6.4 �
2. Integral de una 2-forma sobre un 2-cubo singular o integral de un campo sobre

de una superficie:
Tomaremos 3 = 3. Sea R3 con un sistema de coordenadas ortogonal {G1, G2, G3}.
Sea ) =

∑3
8=1 �83G

8 ⊗ 3G8 el tensor métrico fundamental (campo tensorial).
Sea

2 : [0,1]2→ R3

D, E→ (G1 (D, E), G2 (D, E), G3 (D, E))

un 2-cubo singular representando una superficie en R3.
Sea � = �141 +�242 +�343 un campo vectorial en R3 y

[� = �
1
√
�2�33G

2∧ 3G3 +�2
√
�1�33G

3∧ 3G1 +�3
√
�1�23G

1∧ 3G2

la 2-forma asociada.
Vamos a interpretar la integral de [� en 2.
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2

[� =

∫
[0,1]2

2∗[� =

∫
[0,1]2

2∗[� (
m

mD
,
m

mE
) 3D 3E

=

∫
[0,1]2

[� (2∗
m

mD
, 2∗

m

mE
) 3D 3E =

∫
[0,1]2
(�,)D ×)E ) 3D 3E

donde )D y )E son los campos tangentes asociados a la superficie 2. A
(�,)D ×)E ) se le llama producto mixto de los campos �,)D ,)E .
Introduciendo el campo normal unitario a la superficie

= =
)D ×)E
‖)D ×)E ‖

podemos escribir∫
2

[� =

∫
[0,1]2
(�,=)‖)D ×)E ‖ 3D 3E =

∫
[0,1]2
(�,)D ×)E ) 3D 3E

La integral
∫
2
[� es el flujo total de � a través de la superficie 2 y a la 2-forma

[� se le llama elemento de flujo.
En particular tomando � = =∫

2

[= =

∫
[0,1]2

‖)D ×)E ‖ 3D 3E

obtenemos el área total de la superficie. (Véase ejercicio 6.5). A la 2-forma [=
se la llama elemento de área.
En coordenadas cartesianas G, H, I:
El elemento de flujo es [� = �13H∧ 3I+�23I∧ 3G +�33G∧ 3H
El elemento de área es [= = =13H∧ 3I+=23I∧ 3G +=33G∧ 3H

Comentario 6.5. Al elemento de área [= se le denota a menudo impropiamen-
te mediante 3�. Esta notación es impropia pues no necesariamente [= es la
diferencial de una función �.

Propiedad 6.2. Sea = = =141 + =242 + =343 el campo normal unitario a la su-
perficie 2 y sea

[= = =
1
√
�2�3 3G

2∧ 3G3 +=2
√
�1�3 3G

3∧ 3G1 +=3
√
�1�2 3G

1∧ 3G2

el elemento de área asociado a la superficie 2.
Se verifican las siguientes propiedades:

=1[= =
√
�2�3 3G

2∧ 3G3

=2[= =
√
�3�1 3G

3∧ 3G1

=3[= =
√
�1�2 3G

1∧ 3G2
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Demostración:

Se deja como ejercicio 6.6 �
Véase el ejercicio 6.7 para cálculos explícitos del campo normal y del elemento
de área.

3. Integral de una 3-forma sobre un 3-cubo singular:
Sea

2 : [0,1]3→ R3

Ĝ, Ĥ, Î,→ (G(Ĝ, Ĥ, Î), H(Ĝ, Ĥ.Î), I(Ĝ, Ĥ, Î))

un 3-cubo singular representando un cuboide en R3. Se han considerado coor-
denadas cartesianas {Ĝ, Ĥ, Î} y {G, H, I}.
Sea l = 3G ∧ 3H∧ 3I es decir el elemento de volumen. Vamos a interpretar la
integral de l en 2.∫

2

l =

∫
[0,1]3

2∗l =

∫
[0,1]3

2∗l( m
mĜ
,
m

mĤ
,
m

mÎ
) 3Ĝ 3Ĥ 3Î

=

∫
[0,1]3

l(2∗
m

mĜ
, 2∗

m

mĤ
, 2∗

m

mÎ
) 3Ĝ 3Ĥ 3Î

=

∫
[0,1]3

34C

[
m (G, H, I)
m (Ĝ, Ĥ, Î)

]
3Ĝ 3Ĥ 3Î = ±

∫
2 ( [0,1]3)

3G 3H 3I

= ±Volumen de 2( [0,1]3)

Se ha utilizado la notación[
m (G, H, I)
m (Ĝ, Ĥ, Î)

]
=


mG
mĜ

mG
mĤ

mG
mÎ

mH

mĜ

mH

mĤ

mH

mÎ
mI
mĜ

mI
mĤ

mI
mÎ


y en el penúltimo paso hemos aplicado el teorema 2.6. El signo dependerá de
que la aplicación que define el cubo singular cambie o no cambie la orientación,
es decir el signo viene determinado por el signo de

34C

[
m (G, H, I)
m (Ĝ, Ĥ, Î)

]
Sea ahora la 3-forma l = d 3G ∧ 3H ∧ 3I done d es la densidad de masa o la
densidad de carga eléctrica. Entonces

∫
2
l es la masa total o la carga eléctrica

en 2( [0,1]3) respectivamente.
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6.3. Ejemplos prácticos de integración en cadenas

En esta sección veremos ejemplos prácticos de integración de formas en cadenas:

Ejemplo 1: Sea � = (�1, �2, �3)C = (6GH,3G2 − 3H2,0)C un campo vectorial (un
posible campo eléctrico).

a) Calcular la integral curvilínea de � desde el punto (0,0,0) al punto (G1, H1,0)
a lo largo del camino que va en línea recta de (0,0,0) a (G1,0,0) y luego al
(G1, H1,0). Pongamos l = �13G +�23H +�33I y vamos a calcular

(x1, 0, 0)

<latexit sha1_base64="A69U28i9fLwxK7DkqVUFxoYC5PQ=">AAAB6nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpppGYYEJISzC6JHHjEhP5MdCQ6XALE2baZmZqJA0voSuj7nwcX8C3ccAuFDyrb+45k9xz/ZgzpR3ny8qtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjtooSSbFFIx7Jrk8UchZiSzPNsRtLJMLn2PEn13O/84BSsSi809MYPUFGIQsYJdqM7suPA7fiVJzzQbHkVJ2F7FVwMyhBpuag+NkfRjQRGGrKiVI914m1lxKpGeU4K/QThTGhEzLCnsGQCFReulh4Zp8FkbT1GO3F+3c2JUKpqfBNRhA9VsvefPif10t0cOWlLIwTjSE1EeMFCbd1ZM9720MmkWo+NUCoZGZLm46JJFSb6xRMfXe57Cq0a1W3Xr24rZcatewQeTiBUyiDC5fQgBtoQgsoCHiGN3i3uPVkvVivP9Gclf05hj+yPr4BbDKMcg==</latexit>

(x1, y1, 0)

<latexit sha1_base64="UId+ypoNfNWBibxhcUQQb+wBZ3k=">AAAB7HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoMQQcJuiOgx4MVjBPOAzRJmJ7PJkNmZZWZWXJb8hZ5Evfk1/oB/4yTmoIkFDdVd1dDVYcKZNq775RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRR8tUEdomkkvVC7GmnAnaNsxw2ksUxXHIaTec3Mz07gNVmklxb7KEBjEeCRYxgo0d+dXHgXeR2XLPB+WKW3PnQKvEW5AKLNAalD/7Q0nSmApDONba99zEBDlWhhFOp6V+qmmCyQSPqG+pwDHVQT4/eYrOIqmQGVM07397cxxrncWh9cTYjPWyNhv+p/mpia6DnIkkNVQQa7FalHJkJJolR0OmKDE8swQTxeyViIyxwsTY/5RsfG857Crp1Gteo3Z516g064tHFOEETqEKHlxBE26hBW0gIOEZ3uDdEc6T8+K8/lgLzmLnGP7A+fgGAJCNXw==</latexit>

x

<latexit sha1_base64="VrJRiYl/SzhpWibhsIUCKckKuRU=">AAAB4nicbZDLTgIxFIZP8YZ4Q126aSQmrsiMwciSxI1LSOSSwIR0yhlo6FzSdoxkwgvoyqg7H8kX8G0sOAsF/9XX8/9Nzn/8RAptHOeLFDY2t7Z3irulvf2Dw6Py8UlHx6ni2OaxjFXPZxqliLBthJHYSxSy0JfY9ae3C7/7gEqLOLo3swS9kI0jEQjOjB21HoflilN1lqLr4OZQgVzNYflzMIp5GmJkuGRa910nMV7GlBFc4rw0SDUmjE/ZGPsWIxai9rLlonN6EcSKmgnS5ft3NmOh1rPQt5mQmYle9RbD/7x+aoK6l4koSQ1G3EasF6SSmpgu+tKRUMiNnFlgXAm7JeUTphg39iolW99dLbsOnauqW6tet2qVRj0/RBHO4BwuwYUbaMAdNKENHBCe4Q3eyYg8kRfy+hMtkPzPKfwR+fgG2s+Kjw==</latexit>

y

<latexit sha1_base64="OaAxZj9f66N7Sp5TVDITAWVUBMo=">AAAB4nicbZDLSgMxFIZP6q3WW9Wlm2ARXJUZUeyy4MZlC/YC7VAy6Zk2NHMhyQjD0BfQlag7H8kX8G1M6yy09V99Of8fOP/xEym0cZwvUtrY3NreKe9W9vYPDo+qxyddHaeKY4fHMlZ9n2mUIsKOEUZiP1HIQl9iz5/dLfzeIyot4ujBZAl6IZtEIhCcGTtqZ6Nqzak7S9F1cAuoQaHWqPo5HMc8DTEyXDKtB66TGC9nyggucV4ZphoTxmdsggOLEQtRe/ly0Tm9CGJFzRTp8v07m7NQ6yz0bSZkZqpXvcXwP2+QmqDh5SJKUoMRtxHrBamkJqaLvnQsFHIjMwuMK2G3pHzKFOPGXqVi67urZdehe1V3r+s37etas1EcogxncA6X4MItNOEeWtABDgjP8AbvZEyeyAt5/YmWSPHnFP6IfHwD3E2KkA==</latexit>

z

<latexit sha1_base64="gJNY2lhuUzboy+JR297ibUNQ7Ac=">AAAB4nicbZDLTgIxFIZP8YZ4Q126aSQmrsiMwciSxI1LSOSSwIR0yhlo6FzSdkxwwgvoyqg7H8kX8G0sOAsF/9XX8/9Nzn/8RAptHOeLFDY2t7Z3irulvf2Dw6Py8UlHx6ni2OaxjFXPZxqliLBthJHYSxSy0JfY9ae3C7/7gEqLOLo3swS9kI0jEQjOjB21HoflilN1lqLr4OZQgVzNYflzMIp5GmJkuGRa910nMV7GlBFc4rw0SDUmjE/ZGPsWIxai9rLlonN6EcSKmgnS5ft3NmOh1rPQt5mQmYle9RbD/7x+aoK6l4koSQ1G3EasF6SSmpgu+tKRUMiNnFlgXAm7JeUTphg39iolW99dLbsOnauqW6tet2qVRj0/RBHO4BwuwYUbaMAdNKENHBCe4Q3eyYg8kRfy+hMtkPzPKfwR+fgG3cuKkQ==</latexit>

c1

<latexit sha1_base64="7n6P1BwTmudDD4VSyhzzpX0VGok=">AAAB5HicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZgtEliRuXGAVJYEJ6mhro0PNId40JIfyBroy684v8Af/GBmeh4F2drns7qVtBqqQh1/1yCmvrG5tbxe3Szu7e/kH58KhtkkwLbIlEJboTcINKxtgiSQo7qUYeBQofgvH13H94RG1kEt/TJEU/4sNYhlJwsqM70ff65YpbdRdiq+DlUIFczX75szdIRBZhTEJxY7qem5I/5ZqkUDgr9TKDKRdjPsSuxZhHaPzpYtUZOwsTzWiEbPH+nZ3yyJhJFNhMxGlklr358D+vm1F45U9lnGaEsbAR64WZYpSweWM2kBoFqYkFLrS0WzIx4poLsncp2frectlVaNeqXr16cVuvNGr5IYpwAqdwDh5cQgNuoAktEDCEZ3iDdyd0npwX5/UnWnDyP8fwR87HN9t9ixg=</latexit>

c2

<latexit sha1_base64="BvWjzy16N3caAQDB6j7/AkIIa6g=">AAAB5HicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZgtEliRuXGAVJYEJ6mhro0PNId40JIfyBroy684v8Af/GBmeh4F2drns7qVtBqqQh1/1yCmvrG5tbxe3Szu7e/kH58KhtkkwLbIlEJboTcINKxtgiSQo7qUYeBQofgvH13H94RG1kEt/TJEU/4sNYhlJwsqM70a/1yxW36i7EVsHLoQK5mv3yZ2+QiCzCmITixnQ9NyV/yjVJoXBW6mUGUy7GfIhdizGP0PjTxaozdhYmmtEI2eL9OzvlkTGTKLCZiNPILHvz4X9eN6Pwyp/KOM0IY2Ej1gszxShh88ZsIDUKUhMLXGhpt2RixDUXZO9SsvW95bKr0K5VvXr14rZeadTyQxThBE7hHDy4hAbcQBNaIGAIz/AG707oPDkvzutPtODkf47hj5yPb9z7ixk=</latexit>

c = c1 + c2

<latexit sha1_base64="ueobdON7ORMAJe2HGT5/7bvbPRo=">AAAB6nicbZDNSgMxFIXv+FvrX9Wlm2ARBKHMlIpuhIIblxXsj7TDkLnNtKHJzJBkhFL6EroSdefj+AK+jWmdhbae1Zd7TuCeG6aCa+O6X87K6tr6xmZhq7i9s7u3Xzo4bOkkU8iamIhEdUKqmeAxaxpuBOukilEZCtYORzczv/3IlOZJfG/GKfMlHcQ84kiNHT3gNQbeOQbVoFR2K+5cZBm8HMqQqxGUPnv9BDPJYoOCat313NT4E6oMR8GmxV6mWUpxRAesazGmkml/Ml94Sk6jRBEzZGT+/p2dUKn1WIY2I6kZ6kVvNvzP62YmuvInPE4zw2K0EetFmSAmIbPepM8VQyPGFigqbrckOKSKorHXKdr63mLZZWhVK16tcnFXK9er+SEKcAwncAYeXEIdbqEBTUCQ8Axv8O4I58l5cV5/oitO/ucI/sj5+AZeWo0T</latexit>

Figura 6.13 Definición del camino

∫
2

l =

∫
21

l+
∫
22

l

Tenemos

21 : [0,1] → R3

C→ (G(C), H(C), I(C))

con G(C) = G1C, H(C) = 0, I(C) = 0

22 : [0,1] → R3

C→ (G(C), H(C), I(C))

con G(C) = G1, H(C) = H1C, I(C) = 0∫
21

�13G +�23H +�33I =

∫
21

6GH 3G + (3G2−3H2) 3H +03I

=

∫
[0,1]

6G1C.02∗13G + (3G
2
1C

2−0)2∗13H = 0
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pues 2∗13H =
mH

mC
= H′(C) = 0.∫

22

�13G +�23H +�33I =

∫
22

6GH 3G + (3G2−3H2) 3H +03I

=

∫
[0,1]

6G1H1C2
∗
23G + (3G

2
1 −3H2

1C
2)2∗23H

como 2∗23G =
mG
mC
3C = 0 y 2∗23H =

mH

mC
3C = H13C resulta∫

22

�13G +�23H +�33I =

∫
[0,1]
(3G2

1H1 −3H3
1C

2) 3C = 3G2
1H1− H3

1

b) Efectuar un cálculo similar para el camino que va por el otro lado del rectángulo
por el punto (0, H1,0). Tenemos

(x1, y1, 0)

<latexit sha1_base64="UId+ypoNfNWBibxhcUQQb+wBZ3k=">AAAB7HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoMQQcJuiOgx4MVjBPOAzRJmJ7PJkNmZZWZWXJb8hZ5Evfk1/oB/4yTmoIkFDdVd1dDVYcKZNq775RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRR8tUEdomkkvVC7GmnAnaNsxw2ksUxXHIaTec3Mz07gNVmklxb7KEBjEeCRYxgo0d+dXHgXeR2XLPB+WKW3PnQKvEW5AKLNAalD/7Q0nSmApDONba99zEBDlWhhFOp6V+qmmCyQSPqG+pwDHVQT4/eYrOIqmQGVM07397cxxrncWh9cTYjPWyNhv+p/mpia6DnIkkNVQQa7FalHJkJJolR0OmKDE8swQTxeyViIyxwsTY/5RsfG857Crp1Gteo3Z516g064tHFOEETqEKHlxBE26hBW0gIOEZ3uDdEc6T8+K8/lgLzmLnGP7A+fgGAJCNXw==</latexit>

x

<latexit sha1_base64="VrJRiYl/SzhpWibhsIUCKckKuRU=">AAAB4nicbZDLTgIxFIZP8YZ4Q126aSQmrsiMwciSxI1LSOSSwIR0yhlo6FzSdoxkwgvoyqg7H8kX8G0sOAsF/9XX8/9Nzn/8RAptHOeLFDY2t7Z3irulvf2Dw6Py8UlHx6ni2OaxjFXPZxqliLBthJHYSxSy0JfY9ae3C7/7gEqLOLo3swS9kI0jEQjOjB21HoflilN1lqLr4OZQgVzNYflzMIp5GmJkuGRa910nMV7GlBFc4rw0SDUmjE/ZGPsWIxai9rLlonN6EcSKmgnS5ft3NmOh1rPQt5mQmYle9RbD/7x+aoK6l4koSQ1G3EasF6SSmpgu+tKRUMiNnFlgXAm7JeUTphg39iolW99dLbsOnauqW6tet2qVRj0/RBHO4BwuwYUbaMAdNKENHBCe4Q3eyYg8kRfy+hMtkPzPKfwR+fgG2s+Kjw==</latexit>

y

<latexit sha1_base64="OaAxZj9f66N7Sp5TVDITAWVUBMo=">AAAB4nicbZDLSgMxFIZP6q3WW9Wlm2ARXJUZUeyy4MZlC/YC7VAy6Zk2NHMhyQjD0BfQlag7H8kX8G1M6yy09V99Of8fOP/xEym0cZwvUtrY3NreKe9W9vYPDo+qxyddHaeKY4fHMlZ9n2mUIsKOEUZiP1HIQl9iz5/dLfzeIyot4ujBZAl6IZtEIhCcGTtqZ6Nqzak7S9F1cAuoQaHWqPo5HMc8DTEyXDKtB66TGC9nyggucV4ZphoTxmdsggOLEQtRe/ly0Tm9CGJFzRTp8v07m7NQ6yz0bSZkZqpXvcXwP2+QmqDh5SJKUoMRtxHrBamkJqaLvnQsFHIjMwuMK2G3pHzKFOPGXqVi67urZdehe1V3r+s37etas1EcogxncA6X4MItNOEeWtABDgjP8AbvZEyeyAt5/YmWSPHnFP6IfHwD3E2KkA==</latexit>

z

<latexit sha1_base64="gJNY2lhuUzboy+JR297ibUNQ7Ac=">AAAB4nicbZDLTgIxFIZP8YZ4Q126aSQmrsiMwciSxI1LSOSSwIR0yhlo6FzSdkxwwgvoyqg7H8kX8G0sOAsF/9XX8/9Nzn/8RAptHOeLFDY2t7Z3irulvf2Dw6Py8UlHx6ni2OaxjFXPZxqliLBthJHYSxSy0JfY9ae3C7/7gEqLOLo3swS9kI0jEQjOjB21HoflilN1lqLr4OZQgVzNYflzMIp5GmJkuGRa910nMV7GlBFc4rw0SDUmjE/ZGPsWIxai9rLlonN6EcSKmgnS5ft3NmOh1rPQt5mQmYle9RbD/7x+aoK6l4koSQ1G3EasF6SSmpgu+tKRUMiNnFlgXAm7JeUTphg39iolW99dLbsOnauqW6tet2qVRj0/RBHO4BwuwYUbaMAdNKENHBCe4Q3eyYg8kRfy+hMtkPzPKfwR+fgG3cuKkQ==</latexit>

c1

<latexit sha1_base64="7n6P1BwTmudDD4VSyhzzpX0VGok=">AAAB5HicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZgtEliRuXGAVJYEJ6mhro0PNId40JIfyBroy684v8Af/GBmeh4F2drns7qVtBqqQh1/1yCmvrG5tbxe3Szu7e/kH58KhtkkwLbIlEJboTcINKxtgiSQo7qUYeBQofgvH13H94RG1kEt/TJEU/4sNYhlJwsqM70ff65YpbdRdiq+DlUIFczX75szdIRBZhTEJxY7qem5I/5ZqkUDgr9TKDKRdjPsSuxZhHaPzpYtUZOwsTzWiEbPH+nZ3yyJhJFNhMxGlklr358D+vm1F45U9lnGaEsbAR64WZYpSweWM2kBoFqYkFLrS0WzIx4poLsncp2frectlVaNeqXr16cVuvNGr5IYpwAqdwDh5cQgNuoAktEDCEZ3iDdyd0npwX5/UnWnDyP8fwR87HN9t9ixg=</latexit>

c2

<latexit sha1_base64="BvWjzy16N3caAQDB6j7/AkIIa6g=">AAAB5HicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZgtEliRuXGAVJYEJ6mhro0PNId40JIfyBroy684v8Af/GBmeh4F2drns7qVtBqqQh1/1yCmvrG5tbxe3Szu7e/kH58KhtkkwLbIlEJboTcINKxtgiSQo7qUYeBQofgvH13H94RG1kEt/TJEU/4sNYhlJwsqM70a/1yxW36i7EVsHLoQK5mv3yZ2+QiCzCmITixnQ9NyV/yjVJoXBW6mUGUy7GfIhdizGP0PjTxaozdhYmmtEI2eL9OzvlkTGTKLCZiNPILHvz4X9eN6Pwyp/KOM0IY2Ej1gszxShh88ZsIDUKUhMLXGhpt2RixDUXZO9SsvW95bKr0K5VvXr14rZeadTyQxThBE7hHDy4hAbcQBNaIGAIz/AG707oPDkvzutPtODkf47hj5yPb9z7ixk=</latexit>

c = c1 + c2

<latexit sha1_base64="ueobdON7ORMAJe2HGT5/7bvbPRo=">AAAB6nicbZDNSgMxFIXv+FvrX9Wlm2ARBKHMlIpuhIIblxXsj7TDkLnNtKHJzJBkhFL6EroSdefj+AK+jWmdhbae1Zd7TuCeG6aCa+O6X87K6tr6xmZhq7i9s7u3Xzo4bOkkU8iamIhEdUKqmeAxaxpuBOukilEZCtYORzczv/3IlOZJfG/GKfMlHcQ84kiNHT3gNQbeOQbVoFR2K+5cZBm8HMqQqxGUPnv9BDPJYoOCat313NT4E6oMR8GmxV6mWUpxRAesazGmkml/Ml94Sk6jRBEzZGT+/p2dUKn1WIY2I6kZ6kVvNvzP62YmuvInPE4zw2K0EetFmSAmIbPepM8VQyPGFigqbrckOKSKorHXKdr63mLZZWhVK16tcnFXK9er+SEKcAwncAYeXEIdbqEBTUCQ8Axv8O4I58l5cV5/oitO/ucI/sj5+AZeWo0T</latexit>

(0, y1, 0)

<latexit sha1_base64="HG0s0X1pnAbullNqXMX4Hmaftkg=">AAAB6nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpppGYYEJISzC6JHHjEhNBDDRkOtzChJm2mZmaNA0voSuj7nwcX8C3ccAuFDyrb+45k9xz/ZgzpR3nyyqsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjrooSSbFDIx7Jnk8UchZiRzPNsRdLJMLneO9Pr+f+/SNKxaLwTqcxeoKMQxYwSrQZPVSdWjp0a875sFxx6s5C9iq4OVQgV3tY/hyMIpoIDDXlRKm+68Tay4jUjHKclQaJwpjQKRlj32BIBCovWyw8s8+CSNp6gvbi/TubEaFUKnyTEURP1LI3H/7n9RMdXHkZC+NEY0hNxHhBwm0d2fPe9ohJpJqnBgiVzGxp0wmRhGpznZKp7y6XXYVuo+426xe3zUqrkR+iCCdwClVw4RJacANt6AAFAc/wBu8Wt56sF+v1J1qw8j/H8EfWxzdsvYxz</latexit>

Figura 6.14 Definición de un segundo camino

21 : [0,1] → R3

C→ (G(C), H(C), I(C))

con G(C) = 0, H(C) = H1C, I(C) = 0

22 : [0,1] → R3

C→ (G(C), H(C), I(C))

con G(C) = G1C, H(C) = H1, I(C) = 0
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21

�13G +�23H +�33I =

∫
21

6GH 3G + (3G2−3H2) 3H +03I

=

∫
[0,1]

6.0.H1C 2
∗
13G + (3.0

2−3H2
1C

2)2∗13H

=

∫
[0,1]
(−3H2

1C
2) mH
mC
3C =

∫
[0,1]
(−3H2

1C
2)H13C

= −3H2
1

1
3
H1 = −H3

1

∫
22

�13G +�23H +�33I =

∫
22

6GH 3G + (3G2−3H2) 3H +03I

=

∫
[0,1]

6G1CH1 2
∗
23G + (3G

2
1C

2−3H2
1)2
∗
23H

=

∫
[0,1]
(6G1CH1

mG

mC
3C +

∫
[0,1]
(3G2

1C
2−3H2

1)
mH

mC
3C

=

∫
[0,1]

6G1CH1G1 3C +
∫
[0,1]
(3G2

1C
2−3H2

1).03C

= 6G2
1H1

1
2
= 3G2

1H1

de modo que ∫
21

�13G +�23H +�33I = 3G2
1H1− H3

1

c) Comprobar que � es irrotacional: En efecto, como el campo � es plano basta
ver que

−m (6GH)
mH

+ m (3G
2−3H2)
mG

= −6G +6G = 0

Calculemos i tal que � = ∇i. Podemos escribir

mi

mG
= 6GH

mi

mH
= 3G2−6H2

Integrando la primera respecto a G:

i(G, H) = 3G2H +� (H)

de donde
mi

mH
= 3G2 +� ′(H)

Tendremos 3G2 + � ′(H) = 3G2 − 3H2 de donde � ′(H) = −3H2, integrando
� (H) = −H3 +�C4 de modo que
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i(G, H) = 3G2H− H3 +�C4

donde �C4 ∈ R
d) Calcular ∫

2

�13G +�23H +�33I

donde 2 es un camino cualquiera entre (0,0,0) y (G1, H1,0).
Tenemos, gracias a que � es irrotacional, � = ∇i y l� = 3i. De modo que∫

2

�13G +�23H +�33I =

∫
2

3i =

∫
[0,1]

2∗ 3i

∫
[0,1]

3 (i ◦ 2)

= i(2(1)) −i(2(0)) = i(G1, H1,0) −i(0,0,0) = 3G2
1H1− H3

1

donde hemos aplicado 2∗3i = 3 (2∗i) (propiedad (3) en el teorema 5.4) y el
convenio 2∗i = i ◦ 2 para 0-formas es decir funciones.

Definición 6.6. Un campo vectorial para el cual la integral de línea entre dos
puntos no depende del camino se llama conservativo.

Corolario 6.1. Todo campo irrotacional es conservativo.

Comentario 6.6. En el ejercicio 7.12 del capítulo 7 se demuestra que todo
campo conservativo es irrotacional.

e) Aplicación en electrostática:
Sea un campo eléctrico producido por una carga puntual @,

� =
@

4c
( G

(
√
G2 + H2)3

,
H

(
√
G2 + H2)3

)
Consideremos la 1-forma asociada

l =
@

4c
G

(
√
G2 + H2)3

3G + @

4c
H

(
√
G2 + H2)3

3H

Calculemos 3l o lo que es equivalente A>C �. Al ser � un campo plano el
rotacional es un escalar (dicho más precisamente solo tiene una componente
no nula):

A>C � =
m�2

mH
− m�

1

mG
=

2GH
2(

√
G2 + H2)5/2

− 2GH
2(

√
G2 + H2)5/2

= 0

es decir 3l = 0 por lo tanto l = 3i y tendremos � = ∇i. En consecuencia la
integral de � a lo largo de un camino entre dos puntos 0 y 1 no depende del
camino y vale i(1) −i(0) y físicamente representa el trabajo realizado por el
campo eléctrico al trasladar la unidad de carga desde el punto 0 hasta el punto
1.

Ejemplo 2: Sea
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2 : [0,1]: → 2( [0,1]: ) = � ⊂ R:

y

q : �→ R3

con 3 ≥ : . Consideramos la cadena

q ◦ 2 : [0,1]: 2→ �
q
→ R3

y sea l una :-forma en q(�). Estudiar∫
q◦2

l

Podemos escribir para la integral en el cubo singular q ◦ 2∫
q◦2

l =

∫
[0,1]:

(q ◦ 2)∗l =
∫
[0,1]:

(2∗ ◦q∗)l

=

∫
[0,1]:

2∗ (q∗l) =
∫
2

q∗l

Esta última es una integral en el cubo singular 2.
En muchas ocasiones se calcula directamente

∫
2
q∗l que es una integral en R:

extendida al cubo singular 2 de dimensión : .
Veamos un ejemplo con : = 2 y 3 = 3:

c

u

v
x

y

z
�
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Figura 6.15 Ejemplo 2 con : = 2 y 3 = 3

Sea ( = (1+(2 la superficie cerrada que consta de la base circular de radio 1 dada
por (1 : G2 + H2 ≤ 1, I = 0 y la semiesfera de radio 1, (2 : G2 + H2 + I2 = 1, I ≥ 0 .
Sea � = (2G,2H,2I)C un campo eléctrico. Hallar el flujo de este campo eléctrico
a través de (. Tendremos
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(

(�,=)3� =
∫
(1

(�,=)3�+
∫
(2

(�,=)3�

a) Trabajando en coordendas cartesianas:

(�,=) 3� = �1=1 3�+�2=2 3�+�3=3 3� = �13H∧3I+�23I∧3G+�33G∧3H

Introduciendo el cubo singular 2

2 : [0,1]2→ � ⊂ R2

(A, \) → (Ĝ = A cos2c\, Ĥ = A sin2c\)

y las superficies

q1 : �→ R3

(Ĝ, Ĥ) → (G = Ĝ, H = Ĥ, I = 0)

y

q2 : �→ R3

(Ĝ, Ĥ) →
(
G = Ĝ, H = Ĥ, I =

√
1− Ĝ2− Ĥ2)

podemos describir (1 y (2 como los 2-cubos singulares (1 = q1◦2 y (2 = q2◦2.
Por una parte teniendo en cuenta que

q∗13G = 3Ĝ

q∗13H = 3Ĥ

q∗13I = 0

∫
(1

(�,=)3� =
∫
(1

�13H∧ 3I+�23I∧ 3G +�33G∧ 3H

=

∫
(1

2G 3H∧ 3I+2H 3I∧ 3G +2I 3G∧ 3H

=

∫
2

q∗1 (2G 3H∧ 3I+2H 3I∧ 3G +2I 3G∧ 3H)

=

∫
2

2Ĝ 3 Ĥ∧0+2H0∧ 3Ĝ +03Ĝ∧ 3Ĥ = 0

por otra parte teniendo en cuenta que
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q∗23G = 3Ĝ

q∗23H = 3Ĥ

q∗23I = −
Ĝ√

1− Ĝ2− Ĥ2
3Ĝ− Ĥ√

1− Ĝ2− Ĥ2
3Ĥ

∫
(2

(�,=)3� =
∫
(2

�1 3H∧ 3I+�2 3I∧ 3G +�3 3G∧ 3H

=

∫
(2

2G 3H∧ 3I+2H 3I∧ 3G +2I 3G∧ 3H

=

∫
2

q∗2 (2G 3H∧ 3I+2H 3I∧ 3G +2I 3G∧ 3H)

=

∫
2

2Ĝ(− Ĝ√
1− Ĝ2− Ĥ2

) 3Ĥ∧ 3Ĝ +2Ĥ(− Ĥ√
1− Ĝ2− Ĥ2

) 3Ĥ∧ 3Ĝ +2
√

1− Ĝ2− Ĥ2 3Ĝ∧ 3Ĥ

=

∫
2

( 2Ĝ2√
1− Ĝ2− Ĥ2

+ 2Ĥ2√
1− Ĝ2− Ĥ2

+2
√

1− Ĝ2− Ĥ2
)
3Ĝ∧ 3Ĥ

=

∫
2

2√
1− Ĝ2− Ĥ2

3Ĝ∧ 3Ĥ =
∫
[0,1]2

2
√

1− A2
2cA 3A ∧ 3\

= 4c
∫ 1

0

∫ 1

0

A
√

1− A2
3A 3\ = 4c

∫ 1

0
[−

√
1− A2]103\ = 4c

∫ 1

0
3\ = 4c

r
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Figura 6.16 Ejemplo con : = 2 y 3 = 3

b) Trabajando con coordenadas esféricas para la integral en (2: El sistema de
coordenadas esféricas en R3 es (A, \, i) relacionadas con las coordenadas
cartesianas mediante

G = A cos\ sini
H = A sin\ sini
I = A cosi

Describimos (2 como la 2-cadena singular
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X

r

Y
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.

Figura 6.17 Coordenadas esféricas en R3

(2 : [0,1]2→ R3

D, E→ (A = 1, \ = 2cD, i =
c

2
E)

El campo es � = 2A m
mA
= 2A4A , en efecto (véase los ejemplos de cambios de

base en el capítulo 4)

m

mA
= sinicos\

m

mG
+ sini sin\

m

mH
+ cosi

m

mI

de modo que

2A
m

mA
= 2A sinicos\

m

mG
+2A sini sin\

m

mH
+2A cosi

m

mI

= 2G
m

mG
+2H

m

mG
+2I

m

mI

El tensor métrico en coordenadas esféricas (véase los ejemplos de espacios de
tensores en el capítulo 5), con las notaciones de ese capítulo es

" = �13A ⊗ 3A +�23\ ⊗ 3\ +�3 3i⊗ 3i
= 3A ⊗ 3A + A2 sin2 i3\ ⊗ 3\ + A2 3i⊗ 3i

de modo que �1 = 1, �2 = A
2 sin2 i, �3 = A

2
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[� = �
1
√
�2�3 3\∧ 3i+�2

√
�3�1 3i∧ 3A +�3

√
�1�2 3A ∧ 3\

= 2A3 sini3\∧ 3i

Finalmente la integral resulta∫
(2

[� =

∫
(2

2A3 sini3\∧ 3i =
∫
[0,1]2

(∗2 (2A
3 sini3\∧ 3i)

= 2c2
∫ 1

0

∫ 1

0
sin( c

2
E)3D 3E = 2c2

∫ 1

0
sin( c

2
E)3E

= 2c2 [−cos( c
2
E)]10

2
c
= 4c(−cos( c

2
) + cos0) = 4c

En los ejercicios 6.8, 6.9, 6.10 y 6.11 se proponen distintos cálculos en la misma
línea que los anteriores.

Ejercicios del Capítulo 6

6.1. Calcular m (m�2)

6.2. Con las notaciones del texto, dado un campo vectorial - expresado mediante
sus componentes en la base { m

mG8
; 8 = 1, . . . , 3}, sea - = -1 m

mG1 + · · · + -3 m

mG3
.

1. Calcular ‖- ‖ =
√
(-, -).

2. Expresar - en la base ortonormal {48 = 1√
�8

m
mG8

; 8 = 1, . . . , 3}
3. Calcular l- (-)

6.3. Interpretar
∫
[0,1] ‖) ‖ 3C utilizando sumas de Riemann como la longitud de la

curva 2 entre los puntos 2(0) y 2(1).

6.4. Demostrar la propiedad 6.1.

6.5. Interpretar ∫
[0,1]2

‖)D ×)E ‖ 3D 3E

utilizando sumas de Riemann, como el área de la superficie

2 : [0,1]2→ R3

D, E→ (G1 (D, E), G2 (D, E), G3 (D, E))

6.6. Demostrar la propiedad 6.2.

6.7. Sea

2 : [0,1]2→ R3

D, E→ (G(D, E), H(D, E), I(D, E))
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un 2-cubo singular representando una superficie en R3.

Para simplificar tomar {G, H, I} el sistema cartesiano de coordenadas.
1. Calcular el campo normal unitario a la superficie representada por este 2-cubo.
2. Calcular el elemento de área en coordenadas G, H, I y en coordenadas D, E.
3. Dar la expresión

∫
2
3�

c

⌦ ⇢ R3
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v

x
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z

Figura 6.18 2-cubo singular

6.8. Determinar el flujo del campo + a través de la superficie ( donde

+ = (3G2, GH, I)C

y ( es la superficie frontera del conjunto de R3 determinado por

G + H + I ≤ 1, G ≥ 0, H ≥ 0, I ≥ 0

6.9. Sea 5 : R3→ R dada por 5 (G, H, I) = G exp(H) cos(cI)
1. Calcular � = ∇ 5
2. Evaluar ∫

2

(�,g)3B

siendo 2(C) = (3cos4 C,5sin7 C,0), 0 ≤ C ≤ c y g el campo unitario tangente a 2.

6.10. Calcular el centro de gravedad Ā = (Ḡ, H̄, Ī) de un casquete esférico ( de radio
de la superficie esférica ' y 0 el radio de la base del casquete, sabiendo que la
definición del centro de gravedad es

Ā =

∫
(
(G, H, I)3�∫
(
3�

6.11. Calcular el centro de gravedad de una catenaria 2 de ecuación

2 : [−1,1] → R2

C→ (G = C, H = 0 cosh
C

0
)
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sabiendo que la definición del centro de gravedad es

Ḡ =

∫
2
G3B∫
2
3B





Capítulo 7
El teorema de Stokes

Resumen

En primer lugar demostramos el teorema de Stokes en el cubo típico. El caso gene-
ral para cadenas resulta entonces inmediato. Despues veremos las distintas variantes
del teorema de Stokes cuando lo aplicamos a cadenas de distindo orden. Obtenemos
como consecuencias inmediatas el teoremas de Riemann-Green, el teorema del ro-
tacional de Stokes y el teorema de Gauss-Ostrograski. La referencia básica es [6] y
[5] para los ejercicios de carácter más práctico.

7.1. El teorema de Stokes en cadenas

Empezamos enunciando el teorema de Stokes en cadenas que demostraremos a
continuación en varios pasos.

Teorema 7.1. Si l es una (: − 1)-forma en Ω ⊂ R3 y 2 es una :-cadena en Ω
entonces ∫

2

3l =

∫
m2

l (7.1)

Observación 7.1. El teorema es cierto en el caso : = 0

Demostración:

Una 0-forma es una función

l = 5 :Ω→ R

Una 0-cadena

2 : {0} →Ω

221
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es un punto (nos referimos al punto imagen 2(0) en Ω).
Primero observemos que definimos la integral de una 0-forma (funciones) sobre

una 0-cadena mediante ∫
2

5 = 5 (2(0))

Ahora si 2 es un 1-cubo singular

2 : [0,1] →Ω

C→ 2(C)

tenemos ∫
2

35 =

∫
[0,1]

2∗ 35 =

∫
[0,1]

3 (2∗ 5 ) =
∫
[0,1]

3 ( 5 ◦ 2)

=

∫ 1

0
( 5 ◦ 2) ′(C) 3C = 5 (2(1)) − 5 (2(0))

por otra parte m2 = 2(1) − 2(0) es una 0-cadena y resulta∫
m2

5 =

∫
2 (1)−2 (0)

5 = 5 (2(1)) − 5 (2(0))

Tenemos que el caso : = 0 es consecuencia del convenio adoptado para la integral
de una 0-forma sobre una 0-cadena.

�
Vamos a pasar al caso general con : ≥ 1. Empezamos con un lema previo.

Lema 7.1. Sean �: el :-cubo típico e �:( 9 ,U) la cara ( 9 , U); 1 ≤ 9 ≤ :, U = 0,1 que
es un (: −1)-cubo singular. Tenemos

Si 8 ≠ 9
∫
� :( 9,U)

5 3G1∧ · · · ∧ 3̂G8 ∧ · · · ∧ 3G: = 0

Si 8 = 9
∫
� :( 9,U)

5 3G1∧ · · · ∧ 3̂G8 ∧ · · · ∧ 3G: =
∫
[0,1]:−1

5 (D1, . . . , U, . . . , D:−1) 3D1 . . . 3D:−1

=

∫
[0,1]:

5 (G1, . . . , U, . . . , G: ) 3G1 . . . 3G:

Demostración:

Sea la cara �:( 9 ,U) para 1 ≤ 9 ≤ :, U = 0,1 del :-cubo típico

�:( 9 ,U) : [0,1]:−1→ R:

D = (D1, . . . , D:−1) → G = (G1 = D1, . . . , G 9−1 = D 9−1, G 9 = U,G 9+1 = D 9 , . . . , G: = D:−1)
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Tenemos∫
� :( 9,U)

5 3G1∧ · · · ∧ 3̂G8 ∧ · · · ∧ 3G: =
∫
[0,1]:−1

(�:( 9 ,U) )
∗ 5 3G1∧ · · · ∧ 3̂G8 ∧ · · · ∧ 3G:

Ahora bien,

(�:( 9 ,U) )
∗ 5 3G1∧ · · · ∧ 3̂G8 ∧ · · · ∧ 3G: (7.2)

= ( 5 ◦ �:( 9 ,U) ) (�
:
( 9 ,U) )

∗3G1∧ · · · ∧ �(�:( 9 ,U) )∗3G8 ∧ · · · ∧ (�:( 9 ,U) )∗3G: (7.3)

donde

G1 = D1⇒ (�:( 9 ,U) )
∗3G1 = 3D1

. . .

G 9−1 = D 9−1⇒ (�:( 9 ,U) )
∗3G 9−1 = 3D 9−1

G 9 = U⇒ (�:( 9 ,U) )
∗3G 9 = 0

G 9+1 = D 9 ⇒ (�:( 9 ,U) )
∗3G 9+1 = 3D 9

. . .

G: = D:−1⇒ (�:( 9 ,U) )
∗3G: = 3D:−1

En 7.3 si 8 ≠ 9 el término (�:( 9 ,U) )
∗3G 9 = 0 y por lo tanto la expresión es nula. En el

caso 8 = 9 el término que sería nulo es justamente el que falta y en ese caso∫
� :(8,U)

5 3G1∧ · · · ∧ 3̂G8 ∧ · · · ∧ 3G:

=

∫
[0,1]:−1

5 (D1, . . . , D8−1, U,D8 , . . . D:−1) 3D1 . . . 3D:−1

=

∫
[0,1]:−1

5 (G1, . . . , G8−1, U, G8+1, . . . , G: ) 3G1 . . . 3̂G8 . . . 3G:

=

∫
[0,1]:−1

5 (G1, . . . , G8−1, U, G8+1, . . . , G: ) 3G1 . . . 3̂G8 . . . 3G:
∫ 1

0
3G8

=

∫
[0,1]:

5 (G1, . . . , G8−1, U, G8+1, . . . , G: ) 3G1 . . . 3G:

donde en el segundo paso hemos cambiado la notación escribiendo G; en lugar de D;
para ; < 8 y G;+1 en lugar de D; para ; > 8 y hemos multiplicado por una integral que
vale 1 en el tercer paso.

�
Ver el ejercicio 7.1 para ilustrar el resultado del lema en casos concretos.
Vamos a pasar a la demostración del teorema de Stokes.
Demostración del teorema 7.1.
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Lo demostramos en varios pasos:

1. Supongamos en primera lugar que 2 = �: es el :-cubo típico y que l es una
(: −1)-forma en �: del tipo

5 3G1∧ · · · ∧ 3̂G8 ∧ · · · ∧ 3G:

queremos demostrar que∫
m� :

5 3G1∧ · · · ∧ 3̂G8 ∧ · · · ∧ 3G: =
∫
� :
3 ( 5 3G1∧ · · · ∧ 3̂G8 ∧ · · · ∧ 3G: )

La frontera m�: es

m�: =

:∑
9=1

1∑
U=0
(−1) 9+U �:( 9 ,U)

entonces∫
m� :

5 3G1∧ · · · ∧ 3̂G8 ∧ · · · ∧ 3G: =
:∑
9=1

1∑
U=0
(−1) 9+U

∫
� :( 9,U)

5 3G1∧ · · · ∧ 3̂G8 ∧ · · · ∧ 3G:

=

:∑
9=1

1∑
U=0
(−1) 9+U

∫
[0,1]:−1

(�:( 9 ,U) )
∗ 5 3G1∧ · · · ∧ 3̂G8 ∧ · · · ∧ 3G:

=

1∑
U=0
(−1)8+U

∫
[0,1]:

5 (G1, . . . , U, . . . , G: )3G1 . . . 3G:

= (−1)8+1
∫
[0,1]:

5 (G1, . . . ,1, . . . , G: )3G1 . . . 3G: + (−1)8
∫
[0,1]:

5 (G1, . . . ,0, . . . , G: )3G1 . . . 3G:

donde en el penúltimo paso hemos aplicado el lema 7.1.
Por otra parte

3 ( 5 3G1∧ . . . ,∧3̂G8 ∧ · · · ∧ 3G: ) =
:∑
U=1

m 5

mGU
3GU ∧ 3G1∧ · · · ∧ 3̂G8 ∧ · · · ∧ 3G:

=
m 5

mG8
3G8 ∧ 3G1∧ · · · ∧ 3̂G8 ∧ · · · ∧ 3G:

= (−1)8−1 m 5

mG8
3G1∧ · · · ∧ 3G8 ∧ · · · ∧ 3G:

entonces
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� :
3 ( 5 3G1∧ . . . ,∧3̂G8 ∧ · · · ∧ 3G: )

= (−1)8−1
∫
� :

m 5

mG8
3G1∧ · · · ∧ 3G8 ∧ · · · ∧ 3G:

= (−1)8−1
∫
[0,1]:

m 5

mG8
3G1 . . . 3G:

= (−1)8−1
∫
[0,1]:−1

(∫ 1

0

m 5

mG8
3G8

)
3G1 . . . 3̂G8 . . . 3G:

= (−1)8−1
∫
[0,1]:−1

5 (G1, . . . , G8−1,1, G8+1, . . . , G: ) 3G1 . . . 3̂G8 . . . 3G:

− (−1)8−1
∫
[0,1]:−1

5 (G1, . . . , G8−1,0, G8+1, . . . , G: ) 3G1 . . . 3̂G8 . . . 3G:

= (−1)8+1
∫
[0,1]:

5 (G1, . . . , G8−1,1, G8+1, . . . , G: ) 3G1 . . . 3G:

+ (−1)8
∫
[0,1]:

5 (G1, . . . , G8−1,0, G8+1, . . . , G: ) 3G1 . . . 3G:

donde en el último paso hemos multiplicado ambos sumandos por
∫ 1

0 3G8 = 1.
Como toda (: −1)-forma en �: es suma de (: −1)-formas del tipo

5 3G1∧ . . . ,∧3̂G8 ∧ · · · ∧ 3G:

el resultado es cierto para cualquier (: −1)-forma en �: .
2. Si 2 es un :-cubo singular arbitario tenemos∫

2

3l =

∫
� :
2∗3l =

∫
� :
3 (2∗l)

=

∫
m� :
(2∗l) =

∫
2◦m� :

l =

∫
m2

l

3. Si 2 es una :-cadena, 2 =
∑
8 0828 donde 28 son :-cubos singulares∫

2

3l =

∫
∑
8 0828

3l =
∑
8

08

∫
28

3l =
∑
8

08

∫
m28

l

=

∫
∑
8 08m28

l =

∫
m2

l

�



226 7 El teorema de Stokes

7.2. Aplicaciones del teorema de Stokes

Vamos a ver ahora distintos teoremas clásicos que son consecuencia del teorema
de Stokes general de la sección anterior.

Teorema 7.2. Teorema de Riemann-Green.
Sea 2 una 2-cadena en R2 (por tanto un conjunto en R2) y l = U3G + V 3H una

1-forma en 2 tenemos ∫
m2

U3G + V 3H =
∫
2

( mV
mG
− mU
mH

)
3G 3H (7.4)

c

<latexit sha1_base64="ZmQYxpDzDb/GJi1fG7S5cdY0f8g=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZo5EliRuXkMgjgQnpaQro0PNId40JmfADujLqzk/yB/wbG5yFgnd1uu7tpG4FiZKGXPfLKWxsbm3vFHdLe/sHh0fl45O2iVMtsCViFetuwA0qGWGLJCnsJhp5GCjsBNO7hd95RG1kHD3QLEE/5ONIjqTgZEdNMShX3Kq7FFsHL4cK5GoMyp/9YSzSECMSihvT89yE/IxrkkLhvNRPDSZcTPkYexYjHqLxs+Wic3YxijWjCbLl+3c246ExszCwmZDTxKx6i+F/Xi+lUc3PZJSkhJGwEeuNUsUoZou+bCg1ClIzC1xoabdkYsI1F2SvUrL1vdWy69C+qnrX1ZvmdaVeyw9RhDM4h0vw4BbqcA8NaIEAhGd4g3dn6Dw5L87rT7Tg5H9O4Y+cj2+7eYp6</latexit>

@c

<latexit sha1_base64="VSPjN8SBbZJKh/08a9VzLPXwF00=">AAAB63icbVDLTsMwENyUVymvAkcuFhUSpypBIHqsxIVjkehDtFHluJvWqp1EtoNURf0KOCHgxt/wA/wNTskBWuY0uzO72tkgEVwb1/1ySmvrG5tb5e3Kzu7e/kH18Kij41QxbLNYxKoXUI2CR9g23AjsJQqpDAR2g+lNrncfUWkeR/dmlqAv6TjiIWfU2NbDIKHKcCoIG1Zrbt1dgKwSryA1KNAaVj8Ho5ilEiPDBNW677mJ8bN8HxM4rwxSjQllUzrGvqURlaj9bHHxnJyFsSJmgmRR//ZmVGo9k4H1SGomelnLm/9p/dSEDT/jUZIajJi1WC1MBTExyYOTEVfIjJhZQpni9krCJlRRZux7Kja+txx2lXQu6t5l/erustZsFI8owwmcwjl4cA1NuIUWtIFBBM/wBu+OdJ6cF+f1x1pyiplj+APn4xswuI49</latexit>

R2

<latexit sha1_base64="PqHqqQswV019mJq2nz5iozWuHWA=">AAAB5HicbZDLTsJAFIZP8YZ4Q126mUhMXJGWYGRJ4sYlXrgkUMl0OIUJ00tmpiak4Q10ZdSdT+QL+DZOsQsF/9U35/8nOf/xYsGVtu0vq7C2vrG5Vdwu7ezu7R+UD486KkokwzaLRCR7HlUoeIhtzbXAXiyRBp7Arje9yvzuI0rFo/Bez2J0AzoOuc8Z1WZ0d/tQG5YrdtVeiKyCk0MFcrWG5c/BKGJJgKFmgirVd+xYuymVmjOB89IgURhTNqVj7BsMaYDKTRerzsmZH0miJ0gW79/ZlAZKzQLPZAKqJ2rZy4b/ef1E+w035WGcaAyZiRjPTwTREckakxGXyLSYGaBMcrMlYRMqKdPmLiVT31kuuwqdWtWpVy9u6pVmIz9EEU7gFM7BgUtowjW0oA0MxvAMb/Bu+daT9WK9/kQLVv7nGP7I+vgGw8qLDQ==</latexit>

y

<latexit sha1_base64="MNaLjrTzo6V0XVjdinVAdOAf2gs=">AAAB4nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVagtEliRuXkAiYQEOmwy1MmGmbmalJ0/ACujLqzkfyBXwbB+xCwbP65p4zyT03SATXxnW/nNLG5tb2Tnm3srd/cHhUPT7p6ThVDLssFrF6CKhGwSPsGm4EPiQKqQwE9oPZ7cLvP6LSPI7uTZagL+kk4iFn1NhRJxtVa27dXYqsg1dADQq1R9XP4ThmqcTIMEG1HnhuYvycKsOZwHllmGpMKJvRCQ4sRlSi9vPlonNyEcaKmCmS5ft3NqdS60wGNiOpmepVbzH8zxukJrzxcx4lqcGI2Yj1wlQQE5NFXzLmCpkRmQXKFLdbEjalijJjr1Kx9b3VsuvQa9S9Zv2q06y1GsUhynAG53AJHlxDC+6gDV1ggPAMb/DujJ0n58V5/YmWnOLPKfyR8/EN2n+Kig==</latexit>

x

<latexit sha1_base64="XmTur66Q76xrGKad4N8gZ+V/a1k=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG5cQiI/CUxIp9yBhs500naMZMIL6MqoOx/JF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7paJkqhm0mhVS9gGoUPMa24UZgL1FIo0BgN5jeLvzuAyrNZXxvZgn6ER3HPOSMGjtqPQ7LFbfqLkXWwcuhArmaw/LnYCRZGmFsmKBa9z03MX5GleFM4Lw0SDUmlE3pGPsWYxqh9rPlonNyEUpFzATJ8v07m9FI61kU2ExEzUSveovhf14/NeGNn/E4SQ3GzEasF6aCGEkWfcmIK2RGzCxQprjdkrAJVZQZe5WSre+tll2HTq3q1atXrXqlUcsPUYQzOIdL8OAaGnAHTWgDA4RneIN3Z+Q8OS/O60+04OR/TuGPnI9v2QGKiQ==</latexit>

Figura 7.1 Superficie 2 y su frontera m2 en R2

Demostración:

Aplicamos el teorema de Stokes 7.1. La diferencial de l = U3G + V 3H es

3l = ( mV
mG
− mU
mH

)
3G∧ 3H

de donde ∫
m2

U3G + V 3H =
∫
2

( mV
mG
− mU
mH

)
3G∧ 3H =

∫
2

( mV
mG
− mU
mH

)
3G 3H

�

Teorema 7.3. Teorema del rotacional de Stokes.
Sea 2 una 2-cadena en R3 (por tanto una superficie en R3) y sea � un campo

vectorial en 2 entonces la circulación de � a lo largo de la frontera m2 de 2 es igual
al flujo del rotacional A>C � a través de la superficie 2. En coordenadas cartesianas
{G, H, I} se expresa si

� = �1 m

mG
+�2 m

mH
+�3 m

mI
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m2

�1 3G +�2 3H +�3 3I

=

∫
2

( m�3

mH
− m�

2

mI

)
3H∧ 3I+

( m�1

mI
− m�

3

mG

)
3I∧ 3G +

( m�2

mG
− m�

1

mH

)
3G∧ 3H (7.5)

c

<latexit sha1_base64="ZmQYxpDzDb/GJi1fG7S5cdY0f8g=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZo5EliRuXkMgjgQnpaQro0PNId40JmfADujLqzk/yB/wbG5yFgnd1uu7tpG4FiZKGXPfLKWxsbm3vFHdLe/sHh0fl45O2iVMtsCViFetuwA0qGWGLJCnsJhp5GCjsBNO7hd95RG1kHD3QLEE/5ONIjqTgZEdNMShX3Kq7FFsHL4cK5GoMyp/9YSzSECMSihvT89yE/IxrkkLhvNRPDSZcTPkYexYjHqLxs+Wic3YxijWjCbLl+3c246ExszCwmZDTxKx6i+F/Xi+lUc3PZJSkhJGwEeuNUsUoZou+bCg1ClIzC1xoabdkYsI1F2SvUrL1vdWy69C+qnrX1ZvmdaVeyw9RhDM4h0vw4BbqcA8NaIEAhGd4g3dn6Dw5L87rT7Tg5H9O4Y+cj2+7eYp6</latexit>

@c

<latexit sha1_base64="VSPjN8SBbZJKh/08a9VzLPXwF00=">AAAB63icbVDLTsMwENyUVymvAkcuFhUSpypBIHqsxIVjkehDtFHluJvWqp1EtoNURf0KOCHgxt/wA/wNTskBWuY0uzO72tkgEVwb1/1ySmvrG5tb5e3Kzu7e/kH18Kij41QxbLNYxKoXUI2CR9g23AjsJQqpDAR2g+lNrncfUWkeR/dmlqAv6TjiIWfU2NbDIKHKcCoIG1Zrbt1dgKwSryA1KNAaVj8Ho5ilEiPDBNW677mJ8bN8HxM4rwxSjQllUzrGvqURlaj9bHHxnJyFsSJmgmRR//ZmVGo9k4H1SGomelnLm/9p/dSEDT/jUZIajJi1WC1MBTExyYOTEVfIjJhZQpni9krCJlRRZux7Kja+txx2lXQu6t5l/erustZsFI8owwmcwjl4cA1NuIUWtIFBBM/wBu+OdJ6cF+f1x1pyiplj+APn4xswuI49</latexit>

y

<latexit sha1_base64="MNaLjrTzo6V0XVjdinVAdOAf2gs=">AAAB4nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVagtEliRuXkAiYQEOmwy1MmGmbmalJ0/ACujLqzkfyBXwbB+xCwbP65p4zyT03SATXxnW/nNLG5tb2Tnm3srd/cHhUPT7p6ThVDLssFrF6CKhGwSPsGm4EPiQKqQwE9oPZ7cLvP6LSPI7uTZagL+kk4iFn1NhRJxtVa27dXYqsg1dADQq1R9XP4ThmqcTIMEG1HnhuYvycKsOZwHllmGpMKJvRCQ4sRlSi9vPlonNyEcaKmCmS5ft3NqdS60wGNiOpmepVbzH8zxukJrzxcx4lqcGI2Yj1wlQQE5NFXzLmCpkRmQXKFLdbEjalijJjr1Kx9b3VsuvQa9S9Zv2q06y1GsUhynAG53AJHlxDC+6gDV1ggPAMb/DujJ0n58V5/YmWnOLPKfyR8/EN2n+Kig==</latexit>

x

<latexit sha1_base64="XmTur66Q76xrGKad4N8gZ+V/a1k=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG5cQiI/CUxIp9yBhs500naMZMIL6MqoOx/JF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7paJkqhm0mhVS9gGoUPMa24UZgL1FIo0BgN5jeLvzuAyrNZXxvZgn6ER3HPOSMGjtqPQ7LFbfqLkXWwcuhArmaw/LnYCRZGmFsmKBa9z03MX5GleFM4Lw0SDUmlE3pGPsWYxqh9rPlonNyEUpFzATJ8v07m9FI61kU2ExEzUSveovhf14/NeGNn/E4SQ3GzEasF6aCGEkWfcmIK2RGzCxQprjdkrAJVZQZe5WSre+tll2HTq3q1atXrXqlUcsPUYQzOIdL8OAaGnAHTWgDA4RneIN3Z+Q8OS/O60+04OR/TuGPnI9v2QGKiQ==</latexit>

z

<latexit sha1_base64="2dPe87cqLbhgsCG+xspr2mSLLFc=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG5cQiI/CUxIp9yBhs500nZMcMIL6MqoOx/JF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7paJkqhm0mhVS9gGoUPMa24UZgL1FIo0BgN5jeLvzuAyrNZXxvZgn6ER3HPOSMGjtqPQ7LFbfqLkXWwcuhArmaw/LnYCRZGmFsmKBa9z03MX5GleFM4Lw0SDUmlE3pGPsWYxqh9rPlonNyEUpFzATJ8v07m9FI61kU2ExEzUSveovhf14/NeGNn/E4SQ3GzEasF6aCGEkWfcmIK2RGzCxQprjdkrAJVZQZe5WSre+tll2HTq3q1atXrXqlUcsPUYQzOIdL8OAaGnAHTWgDA4RneIN3Z+Q8OS/O60+04OR/TuGPnI9v2/2Kiw==</latexit>

R3

<latexit sha1_base64="rARC0JPDnagdGNZOf2fqH8UMs9Y=">AAAB5HicbZDLTsJAFIZP8YZ4Q126mUhMXJEWMbokceMSL1wSqGQ6nMKE6SUzUxPS8Aa6MurOJ/IFfBun2IWC/+qb8/+TnP94seBK2/aXVVhZXVvfKG6WtrZ3dvfK+wdtFSWSYYtFIpJdjyoUPMSW5lpgN5ZIA09gx5tcZX7nEaXiUXivpzG6AR2F3OeMajO6u304G5QrdtWeiyyDk0MFcjUH5c/+MGJJgKFmgirVc+xYuymVmjOBs1I/URhTNqEj7BkMaYDKTeerzsiJH0mix0jm79/ZlAZKTQPPZAKqx2rRy4b/eb1E+5duysM40RgyEzGenwiiI5I1JkMukWkxNUCZ5GZLwsZUUqbNXUqmvrNYdhnatapTr57f1CuNWn6IIhzBMZyCAxfQgGtoQgsYjOAZ3uDd8q0n68V6/YkWrPzPIfyR9fENw3qLCA==</latexit>

Figura 7.2 Superficie 2 y su frontera m2 en R3

Demostración:

Seal� la 1-forma asociada a � y sea [A>C � la 2-forma asociada a A>C �. Sabemos
3l� = [A>C � de modo que∫

m2

l� =

∫
2

3l� =

∫
2

[A>C �

La expresión 7.5 se deduce de expresar l� y [A>C � en coordenadas cartesianas.
�

Teorema 7.4. Teorema de Gauss-Ostrogradski
Sea 2 una 3-cadena en R3 (por tanto un conjunto en R3) y sea � un campo

vectorial en 2 entonces el flujo de � a través de la frontera m2 de 2 es igual a la
integral en 2 de la divergencia 38E � de �. En coordenadas cartesianas {G, H, I} se
expresa si

� = �1 m

mG
+�2 m

mH
+�3 m

mI∫
m2

�1 3H∧ 3I+�2 3I∧ 3G +�3 3G∧ 3H =
∫
2

( m�1

mG
+ m�

2

mH
+ m�

3

mI

)
3G 3H 3I

Demostración:
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Figura 7.3 Volumen 2 y su frontera m2 en R3

Sea [� la 2-forma asociada a �. Sabemos 3[� = l38E � = (38E �)l donde l es
el elemento de volumen. Entonces∫

m2

[� =

∫
2

3[� =

∫
2

l38E � =

∫
2

(38E �)l

La expresión 7.6 se deduce de expresar [� y 38E � en coordenadas cartesianas:∫
m2

�1 3H∧ 3I+�2 3I∧ 3G +�3 3G∧ 3H =
∫
2

38E �3G∧ 3H∧ 3I

=

∫
2

38E �3G 3H 3I =

∫
2

( m�1

mG
+ m�

2

mH
+ m�

3

mI

)
3G 3H 3I

�

Comentario 7.1. El teorema de Gauss-Ostrogradski también lo podemos expresar∫
m2

(�,=) 3� =
∫
2

38E � 3+

donde 3� es el elemento de área y 3+ designa el elemento de volumen.

Corolario 7.1. Sea � un campo vectorial. Tenemos que la divergencia de � en un
punto G se puede definir como

38E � (G) = lı́m
A→0

1
+

(
�A (G)

) ∫
m�A (G)

(�,=) 3� (7.6)
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donde �A (G) es la bola de centro G y radio A .

Demostración:

Tenemos por el teorema de Gauss-Ostrogradski 7.4∫
m�A (G)

(�,=) 3� =
∫
�A (G)

38E � 3+

dividiendo por el volumen de �A (G) y pasando al límite cuando A→ 0 obtenemos el
resultado.

�

Comentario 7.2. En el corolario anterior se ha utilizado la propiedad del cálculo
integral siguiente: Sea �A (G0) = {G ∈R3; ‖G−G0‖ ≤ 1} y 5 : �A (G0) →R una función
continua, entonces

5 (G0) = lı́m
A→0

1
+

(
�A (G0)

) ∫
�A (G0)

5 (G1, . . . , G3) 3G1 . . . 3G3

donde +
(
�A (G0)

)
es el volumen de �A (G0). Véase la nota en la resolución del

ejercicio 7.12 para la demostración de esta propiedad.

Acerca de la notación utilizada en física e ingeniería

Sean

� un campo vectorial en R3 y l� la 1-forma asociada
2 una 1-cadena en R3

g el campo tangente unitario de 2 y lg el elemento de longitud que en Física se
suele denotar mediante 3B

Utilizando la propiedad 6.1

l� = (�,g)lg = (�,g) 3B

En coordenadas cartesianas

(�,g)lg = (�1g1 +�2g2 +�3g3)lg
= �1g1lg +�2g2lg +�2g2lg

= �1 3G +�2 3H +�3 3I

Sea ahora

[� la 2-forma asociada a �.
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2 una 2-cadena en R3.
= el campo vectorial normal a 2 unitario y [= el campo elemento de área (2-forma
asociada a =) que se suele denotar en física mediante 3�.

Utilizando la propiedad 6.2

[� = (�,=)[= = (�,=) 3�

y en coordenadas cartesianas

(�,=)[= = (�1 =1 +�2 =2 +�3 =3)[=
= �1 =1[= +�2 =2[= +�3 =3[=

= �1 3H∧ 3I+�2 3I∧ 3G +�3 3G∧ 3H

En consecuencia el teorema del rotacional de Stokes se puede escribir como∫
m2

(�,g)3B =
∫
2

(A>C�,=)3� (7.7)

y el teorema de Gauss-Ostrogradski se puede escribir como∫
m2

(�,=)3� =
∫
2

38E �3+ (7.8)

donde 3+ designa el elemento de volumen.
Vamos a ver tres consecuencias sencillas de los teoremas anteriores que se cono-

cen habitualmente como fórmulas de Green o de integración por partes.

Corolario 7.2. Dada 2 una 3-cadena enR3, sean D y E dos funciones reales definidas
sobre 2. Se tienen las siguientes identidades de Green:

a)
−

∫
2

ΔD.E 3+ =

∫
2

(∇D,∇E) 3+ −
∫
m2

E(∇D,=) 3� (7.9)

b) ∫
2

(EΔD−DΔE) 3+ =
∫
m2

(E∇D−D∇E,=) 3� (7.10)

c) Llamemos {G1, G2, G3} el sistema de coordenadas cartesiano en R3. Tenemos la
siguiente fórmula de Green∫

2

D
mE

mG8
3+ = −

∫
2

mD

mG8
E 3+ +

∫
m2

DE=8 3� 8 = 1,2,3 (7.11)

donde = = =1 m

mG1 +=2 m

mG2 +=3 m

mG3 es el campo unitario normal a la superficie 2.

Demostración:
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a) Utilizamos la identidad

38E(E�) = (�,∇E) + E 38E�

que se prueba mediante derivación directa. En efecto, expresando la divergencia
y el producto escalar en coordenadas cartesianas {G, H, I}, tenemos

38E(E�) = m (E �
1)

mG
+ m (E �

2)
mH

+ m (E �
3)

mI

= ( mE
mG
�1 + E m�

1

mG
)

+ ( mE
mH
�2 + E m�

2

mH
)

+ ( mE
mI
�3 + E m�

3

mI
)

= (�,∇E) + E 38E�

Ahora hacemos � = ∇D, tenemos

38E(E∇D) = (∇D,∇E) + EΔD

y aplicamos la fórmula de Gauss-Ostrogradski 7.8 a 38E(E∇D).
b) Para demostrar (b) expresamos 7.9 intercambiando los papeles de D y E y restamos

las dos expresiones.
c) Para demostrar (c) aplicamos la fórmula de Gauss-Ostrogradski 7.8 al campo

vectorial � = DE m
mG8

para 8 = 1,2,3. Tenemos entonces

38E(�) = m (DE)
mG8

= D
mE

mG8
+ mD
mG8

E

y
(�,=) = DE =8

y aplicando 7.8 ∫
2

(
D
mE

mG8
+ mD
mG8

E
)
3+ =

∫
m2

DE =8 3�

�
En los ejercicios 7.2, 7.3, 7.4,7.5, 7.6, 7.7, 7.8, 7.9, 7.10, 7.11, y 7.12 se proponen

distintas aplicaciones de los teoremas anteriores.
Terminaremos con una aplicación del teorema de la divergencia a la demostración

del teorema de Arquímedes y que es un sencillo ejercicio propuesto en [6] .

Teorema 7.5. Todo cuerpo sumergido en un fluido experimenta un empuje hacia
arriba igual al peso del fluido desalojado.



232 7 El teorema de Stokes

Demostración:

Se define un campo � = (0,0, d6I)C representando la presión (fuerza por unidad
de superficie) ejercida por el fluido a una determinada profundidad I medida desde
la superficie {(G, H, I ∈ R3; I = 0} del fluido. d es la densidad del fluido, 6 es la
aceleración de la gravedad por lo que d6 es el peso por unidad de volumen de fluido.
Sea un objeto Ω sumergido en el fluido o si el cuerpo flota entonces Ω representa
la parte sumergida del objeto. La presión del fluido actúa perpendicularmente a la
superficie del cuerpo, es decir sobre cada elemento de área 3� la fuerza que actúa
sobre el cuerpo es −(�,=)3�. El signo menos se elige de manera que en los puntos
en que (�,=) es positivo −(�,=)3� indicará que el empuje es hacia arriba y si (�,=)
es negativo −(�,=)3� indicará que el empuje es hacia abajo. El empuje sobre la
totalidad del cuerpo Ω será la suma de todas estas contribuciones elementales

−
∫
mΩ

(�,=)3�

Aplicando el teorema de la divergencia∫
mΩ

(�,=)3� =
∫
Ω

38E� 3+ =

∫
Ω

d6 3+

es decir el empuje hacia arriba debida a la presión que ejerce el fluido sobre el cuerpo
es

−
∫
Ω

d6 3+

es decir igual y de sentido contrario al peso del fluido desalojado. Observemos que
se ha elegido el eje I de manera que I > 0 son los puntos por debajo de la superficie
del fluido.

⌦

<latexit sha1_base64="6ENpv3cqc5zMvEZ18KOVH0tA4bo=">AAAB53icbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG7ciYn8JDAhnXIHKu3MpO2YkAnPoCuj7nwfX8C3seAsFDyrr/ecJvfcIBFcG9f9cgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMSqG1CNgkfYMtwI7CYKqQwEdoLJ9dzvPKLSPI7uzTRBX9JRxEPOqLGjdv9W4ogOyhW36i5EVsHLoQK5moPyZ38Ys1RiZJigWvc8NzF+RpXhTOCs1E81JpRN6Ah7FiMqUfvZYtsZOQtjRcwYyeL9O5tRqfVUBjYjqRnrZW8+/M/rpSa88jMeJanBiNmI9cJUEBOTeWky5AqZEVMLlClutyRsTBVlxp6mZOt7y2VXoV2revXqxV290qjlhyjCCZzCOXhwCQ24gSa0gMEDPMMbvDvceXJenNefaMHJ/xzDHzkf30cNjIg=</latexit>

z

<latexit sha1_base64="2dPe87cqLbhgsCG+xspr2mSLLFc=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG5cQiI/CUxIp9yBhs500nZMcMIL6MqoOx/JF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7paJkqhm0mhVS9gGoUPMa24UZgL1FIo0BgN5jeLvzuAyrNZXxvZgn6ER3HPOSMGjtqPQ7LFbfqLkXWwcuhArmaw/LnYCRZGmFsmKBa9z03MX5GleFM4Lw0SDUmlE3pGPsWYxqh9rPlonNyEUpFzATJ8v07m9FI61kU2ExEzUSveovhf14/NeGNn/E4SQ3GzEasF6aCGEkWfcmIK2RGzCxQprjdkrAJVZQZe5WSre+tll2HTq3q1atXrXqlUcsPUYQzOIdL8OAaGnAHTWgDA4RneIN3Z+Q8OS/O60+04OR/TuGPnI9v2/2Kiw==</latexit>

⌦

<latexit sha1_base64="6ENpv3cqc5zMvEZ18KOVH0tA4bo=">AAAB53icbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG7ciYn8JDAhnXIHKu3MpO2YkAnPoCuj7nwfX8C3seAsFDyrr/ecJvfcIBFcG9f9cgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMSqG1CNgkfYMtwI7CYKqQwEdoLJ9dzvPKLSPI7uzTRBX9JRxEPOqLGjdv9W4ogOyhW36i5EVsHLoQK5moPyZ38Ys1RiZJigWvc8NzF+RpXhTOCs1E81JpRN6Ah7FiMqUfvZYtsZOQtjRcwYyeL9O5tRqfVUBjYjqRnrZW8+/M/rpSa88jMeJanBiNmI9cJUEBOTeWky5AqZEVMLlClutyRsTBVlxp6mZOt7y2VXoV2revXqxV290qjlhyjCCZzCOXhwCQ24gSa0gMEDPMMbvDvceXJenNefaMHJ/xzDHzkf30cNjIg=</latexit>

F

<latexit sha1_base64="b1fxoi6GqYPpbEgfUQao+ShD6HU=">AAAB4nicbZDNSgMxFIXv1L9a/6ou3QSL4KrMlIouC4K4bMH+QDuUTHqnDc1khiQjlKEvoCtRdz6SL+DbmNZZaOtZfbnnBO65QSK4Nq775RQ2Nre2d4q7pb39g8Oj8vFJR8epYthmsYhVL6AaBZfYNtwI7CUKaRQI7AbT24XffUSleSwfzCxBP6JjyUPOqLGj1t2wXHGr7lJkHbwcKpCrOSx/DkYxSyOUhgmqdd9zE+NnVBnOBM5Lg1RjQtmUjrFvUdIItZ8tF52TizBWxEyQLN+/sxmNtJ5Fgc1E1Ez0qrcY/uf1UxPe+BmXSWpQMhuxXpgKYmKy6EtGXCEzYmaBMsXtloRNqKLM2KuUbH1vtew6dGpVr169atUrjVp+iCKcwTlcggfX0IB7aEIbGCA8wxu8OyPnyXlxXn+iBSf/cwp/5Hx8A45lilc=</latexit>

n

<latexit sha1_base64="B021GYGQEZ3iwVNcq829DnyZeIU=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCESXJG5cQiI/CUxIp9yBhk5n0nZMyIQX0JVRdz6SL+DbWHAWCp7V13tOk3tukAiujet+OYWt7Z3dveJ+6eDw6PikfHrW1XGqGHZYLGLVD6hGwSV2DDcC+4lCGgUCe8Hsbun3HlFpHssHM0/Qj+hE8pAzauyoLUflilt1VyKb4OVQgVytUflzOI5ZGqE0TFCtB56bGD+jynAmcFEaphoTymZ0ggOLkkao/Wy16IJchbEiZopk9f6dzWik9TwKbCaiZqrXveXwP2+QmvDWz7hMUoOS2Yj1wlQQE5NlXzLmCpkRcwuUKW63JGxKFWXGXqVk63vrZTehW6t69WqjXa80a/khinABl3ANHtxAE+6hBR1ggPAMb/DujJ0n58V5/YkWnPzPOfyR8/ENyhWKfw==</latexit>

n

<latexit sha1_base64="B021GYGQEZ3iwVNcq829DnyZeIU=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCESXJG5cQiI/CUxIp9yBhk5n0nZMyIQX0JVRdz6SL+DbWHAWCp7V13tOk3tukAiujet+OYWt7Z3dveJ+6eDw6PikfHrW1XGqGHZYLGLVD6hGwSV2DDcC+4lCGgUCe8Hsbun3HlFpHssHM0/Qj+hE8pAzauyoLUflilt1VyKb4OVQgVytUflzOI5ZGqE0TFCtB56bGD+jynAmcFEaphoTymZ0ggOLkkao/Wy16IJchbEiZopk9f6dzWik9TwKbCaiZqrXveXwP2+QmvDWz7hMUoOS2Yj1wlQQE5NlXzLmCpkRcwuUKW63JGxKFWXGXqVk63vrZTehW6t69WqjXa80a/khinABl3ANHtxAE+6hBR1ggPAMb/DujJ0n58V5/YkWnPzPOfyR8/ENyhWKfw==</latexit>

n

<latexit sha1_base64="B021GYGQEZ3iwVNcq829DnyZeIU=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCESXJG5cQiI/CUxIp9yBhk5n0nZMyIQX0JVRdz6SL+DbWHAWCp7V13tOk3tukAiujet+OYWt7Z3dveJ+6eDw6PikfHrW1XGqGHZYLGLVD6hGwSV2DDcC+4lCGgUCe8Hsbun3HlFpHssHM0/Qj+hE8pAzauyoLUflilt1VyKb4OVQgVytUflzOI5ZGqE0TFCtB56bGD+jynAmcFEaphoTymZ0ggOLkkao/Wy16IJchbEiZopk9f6dzWik9TwKbCaiZqrXveXwP2+QmvDWz7hMUoOS2Yj1wlQQE5NlXzLmCpkRcwuUKW63JGxKFWXGXqVk63vrZTehW6t69WqjXa80a/khinABl3ANHtxAE+6hBR1ggPAMb/DujJ0n58V5/YkWnPzPOfyR8/ENyhWKfw==</latexit>

Figura 7.4 Cuerpo sumergido en un fluido

�
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Ejercicios del Capítulo 7

7.1. a) Considerar las caras del 2-cubo típico. Calcular∫
� 2 (1,U)

5 3̂G1∧ 3G2

y ∫
� 2 (2,U)

5 3̂G1∧ 3G2

b) Considerar las caras del 3-cubo típico. Calcular∫
� 3 (3,U)

5 3G1∧ 3G2 y
∫
� 3 (2,U)

5 3G1∧ 3G3

7.2. Sea 2 una cadena de dimensión 2 en R2 (una región del plano R2).
a) Demostrar que el área de 2 (área encerrada por la frontera m2 ) viene dada por

Área =
1
2

∫
m2

G 3H− H 3G

siendo {G, H} las coordenadas cartesianas en R2.
b) Demostrar que el área de 2 (área encerrada por la frontera m2 ) viene dada por

Área =
∫
m2

G 3H = −
∫
m2

H 3G

siendo {G, H} las coordenadas cartesianas en R2 y demostrar que esto implica el
resultado de la parte (a).

7.3. Calcular el área de la región encerrada por la hipocicloide G2/3 + H2/3 = 02/3.

y

<latexit sha1_base64="MNaLjrTzo6V0XVjdinVAdOAf2gs=">AAAB4nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVagtEliRuXkAiYQEOmwy1MmGmbmalJ0/ACujLqzkfyBXwbB+xCwbP65p4zyT03SATXxnW/nNLG5tb2Tnm3srd/cHhUPT7p6ThVDLssFrF6CKhGwSPsGm4EPiQKqQwE9oPZ7cLvP6LSPI7uTZagL+kk4iFn1NhRJxtVa27dXYqsg1dADQq1R9XP4ThmqcTIMEG1HnhuYvycKsOZwHllmGpMKJvRCQ4sRlSi9vPlonNyEcaKmCmS5ft3NqdS60wGNiOpmepVbzH8zxukJrzxcx4lqcGI2Yj1wlQQE5NFXzLmCpkRmQXKFLdbEjalijJjr1Kx9b3VsuvQa9S9Zv2q06y1GsUhynAG53AJHlxDC+6gDV1ggPAMb/DujJ0n58V5/YmWnOLPKfyR8/EN2n+Kig==</latexit>

x

<latexit sha1_base64="XmTur66Q76xrGKad4N8gZ+V/a1k=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG5cQiI/CUxIp9yBhs500naMZMIL6MqoOx/JF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7paJkqhm0mhVS9gGoUPMa24UZgL1FIo0BgN5jeLvzuAyrNZXxvZgn6ER3HPOSMGjtqPQ7LFbfqLkXWwcuhArmaw/LnYCRZGmFsmKBa9z03MX5GleFM4Lw0SDUmlE3pGPsWYxqh9rPlonNyEUpFzATJ8v07m9FI61kU2ExEzUSveovhf14/NeGNn/E4SQ3GzEasF6aCGEkWfcmIK2RGzCxQprjdkrAJVZQZe5WSre+tll2HTq3q1atXrXqlUcsPUYQzOIdL8OAaGnAHTWgDA4RneIN3Z+Q8OS/O60+04OR/TuGPnI9v2QGKiQ==</latexit>

c

<latexit sha1_base64="vgr9ynjRdDNtByBdeZyYNy5qGmM=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZgtEliRuXkAiYwIT0NAV06Hmku8aETPgBXRl15yf5A/6NDc5Cwbs6Xfd2UreCRElDrvvlFDY2t7Z3irulvf2Dw6Py8UnHxKkW2BaxivVDwA0qGWGbJCl8SDTyMFDYDaa3C7/7iNrIOLqnWYJ+yMeRHEnByY5aYlCuuFV3KbYOXg4VyNUclD/7w1ikIUYkFDem57kJ+RnXJIXCeamfGky4mPIx9ixGPETjZ8tF5+xiFGtGE2TL9+9sxkNjZmFgMyGniVn1FsP/vF5Koxs/k1GSEkbCRqw3ShWjmC36sqHUKEjNLHChpd2SiQnXXJC9SsnW91bLrkOnVvXq1atWvdKo5YcowhmcwyV4cA0NuIMmtEEAwjO8wbszdJ6cF+f1J1pw8j+n8EfOxze5q4p0</latexit>

@c

<latexit sha1_base64="WWnI1oiuEDM8RfjWML4SfdLn5mE=">AAAB63icbVBNT8JAEJ3iF+IX6tHLRmLiibQEo0cSLx4xETBCQ7bLFDbsts3u1oQ0/Ao9GfXmv/EP+G/cYg8KvtObeW8m8yZIBNfGdb+c0tr6xuZWebuys7u3f1A9POrqOFUMOywWsboPqEbBI+wYbgTeJwqpDAT2gul1rvceUWkeR3dmlqAv6TjiIWfU2NbDIKHKcCoIG1Zrbt1dgKwSryA1KNAeVj8Ho5ilEiPDBNW677mJ8bN8HxM4rwxSjQllUzrGvqURlaj9bHHxnJyFsSJmgmRR//ZmVGo9k4H1SGomelnLm/9p/dSEV37GoyQ1GDFrsVqYCmJikgcnI66QGTGzhDLF7ZWETaiizNj3VGx8bznsKuk26l6zfnHbrLUaxSPKcAKncA4eXEILbqANHWAQwTO8wbsjnSfnxXn9sZacYuYY/sD5+AYu6o43</latexit>

Figura 7.5 hipocicloide
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7.4. Calcular el área acotada por un arco de cicloide y su base definida por
m2 = −21 + 22

21 : [0,1] → R2

C→
(
G = 0(2cC − sin(2cC)), H = 0(1− cos(2cC))

)
con 0 > 0 y

22 : [0,1] → R2

C→ (G = 2cC, H = 0)

y

<latexit sha1_base64="MNaLjrTzo6V0XVjdinVAdOAf2gs=">AAAB4nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVagtEliRuXkAiYQEOmwy1MmGmbmalJ0/ACujLqzkfyBXwbB+xCwbP65p4zyT03SATXxnW/nNLG5tb2Tnm3srd/cHhUPT7p6ThVDLssFrF6CKhGwSPsGm4EPiQKqQwE9oPZ7cLvP6LSPI7uTZagL+kk4iFn1NhRJxtVa27dXYqsg1dADQq1R9XP4ThmqcTIMEG1HnhuYvycKsOZwHllmGpMKJvRCQ4sRlSi9vPlonNyEcaKmCmS5ft3NqdS60wGNiOpmepVbzH8zxukJrzxcx4lqcGI2Yj1wlQQE5NFXzLmCpkRmQXKFLdbEjalijJjr1Kx9b3VsuvQa9S9Zv2q06y1GsUhynAG53AJHlxDC+6gDV1ggPAMb/DujJ0n58V5/YmWnOLPKfyR8/EN2n+Kig==</latexit>

x

<latexit sha1_base64="XmTur66Q76xrGKad4N8gZ+V/a1k=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG5cQiI/CUxIp9yBhs500naMZMIL6MqoOx/JF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7paJkqhm0mhVS9gGoUPMa24UZgL1FIo0BgN5jeLvzuAyrNZXxvZgn6ER3HPOSMGjtqPQ7LFbfqLkXWwcuhArmaw/LnYCRZGmFsmKBa9z03MX5GleFM4Lw0SDUmlE3pGPsWYxqh9rPlonNyEUpFzATJ8v07m9FI61kU2ExEzUSveovhf14/NeGNn/E4SQ3GzEasF6aCGEkWfcmIK2RGzCxQprjdkrAJVZQZe5WSre+tll2HTq3q1atXrXqlUcsPUYQzOIdL8OAaGnAHTWgDA4RneIN3Z+Q8OS/O60+04OR/TuGPnI9v2QGKiQ==</latexit>

c1

<latexit sha1_base64="7n6P1BwTmudDD4VSyhzzpX0VGok=">AAAB5HicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZgtEliRuXGAVJYEJ6mhro0PNId40JIfyBroy684v8Af/GBmeh4F2drns7qVtBqqQh1/1yCmvrG5tbxe3Szu7e/kH58KhtkkwLbIlEJboTcINKxtgiSQo7qUYeBQofgvH13H94RG1kEt/TJEU/4sNYhlJwsqM70ff65YpbdRdiq+DlUIFczX75szdIRBZhTEJxY7qem5I/5ZqkUDgr9TKDKRdjPsSuxZhHaPzpYtUZOwsTzWiEbPH+nZ3yyJhJFNhMxGlklr358D+vm1F45U9lnGaEsbAR64WZYpSweWM2kBoFqYkFLrS0WzIx4poLsncp2frectlVaNeqXr16cVuvNGr5IYpwAqdwDh5cQgNuoAktEDCEZ3iDdyd0npwX5/UnWnDyP8fwR87HN9t9ixg=</latexit>

c2

<latexit sha1_base64="BvWjzy16N3caAQDB6j7/AkIIa6g=">AAAB5HicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZgtEliRuXGAVJYEJ6mhro0PNId40JIfyBroy684v8Af/GBmeh4F2drns7qVtBqqQh1/1yCmvrG5tbxe3Szu7e/kH58KhtkkwLbIlEJboTcINKxtgiSQo7qUYeBQofgvH13H94RG1kEt/TJEU/4sNYhlJwsqM70a/1yxW36i7EVsHLoQK5mv3yZ2+QiCzCmITixnQ9NyV/yjVJoXBW6mUGUy7GfIhdizGP0PjTxaozdhYmmtEI2eL9OzvlkTGTKLCZiNPILHvz4X9eN6Pwyp/KOM0IY2Ej1gszxShh88ZsIDUKUhMLXGhpt2RixDUXZO9SsvW95bKr0K5VvXr14rZeadTyQxThBE7hHDy4hAbcQBNaIGAIz/AG707oPDkvzutPtODkf47hj5yPb9z7ixk=</latexit>

@c = �c1 + c2

<latexit sha1_base64="W+SOHAmCX7MI5052lhGb5pSrmv8=">AAAB+3icbVDLSgMxFL3js9bXqBvBTbAIglhmSkU3QsGNywr2Ae1QMumdNjTzIMkIpdSf0ZWoO//CH/BvzNRZaOtZhJN7zg05x08EV9pxvqyl5ZXVtfXCRnFza3tn197bb6o4lQwbLBaxbPtUoeARNjTXAtuJRBr6Alv+6CbTWw8oFY+jez1O0AvpIOIBZ1SbUc8+7CZUak4FYeSanBPWc8mZOSs9u+SUnRnIInFzUoIc9Z792e3HLA0x0kxQpTquk2hvkr3OBE6L3VRhQtmIDrBjaERDVN5klmBKToJYEj1EMrv/9k5oqNQ49I0npHqo5rVs+J/WSXVw5U14lKQaI2YsRgtSQXRMsiJIn0tkWowNoUxy80vChlRSpk1dRRPfnQ+7SJqVslstX9xVS7VKXkQBjuAYTsGFS6jBLdShAQwe4Rne4N2aWk/Wi/X6Y12y8p0D+APr4xuYkZIQ</latexit>

Figura 7.6 arco de cicloide

7.5. Hallar el área de un rizo de la rosa de 4 pétalos

y

<latexit sha1_base64="MNaLjrTzo6V0XVjdinVAdOAf2gs=">AAAB4nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVagtEliRuXkAiYQEOmwy1MmGmbmalJ0/ACujLqzkfyBXwbB+xCwbP65p4zyT03SATXxnW/nNLG5tb2Tnm3srd/cHhUPT7p6ThVDLssFrF6CKhGwSPsGm4EPiQKqQwE9oPZ7cLvP6LSPI7uTZagL+kk4iFn1NhRJxtVa27dXYqsg1dADQq1R9XP4ThmqcTIMEG1HnhuYvycKsOZwHllmGpMKJvRCQ4sRlSi9vPlonNyEcaKmCmS5ft3NqdS60wGNiOpmepVbzH8zxukJrzxcx4lqcGI2Yj1wlQQE5NFXzLmCpkRmQXKFLdbEjalijJjr1Kx9b3VsuvQa9S9Zv2q06y1GsUhynAG53AJHlxDC+6gDV1ggPAMb/DujJ0n58V5/YmWnOLPKfyR8/EN2n+Kig==</latexit>

x

<latexit sha1_base64="XmTur66Q76xrGKad4N8gZ+V/a1k=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG5cQiI/CUxIp9yBhs500naMZMIL6MqoOx/JF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7paJkqhm0mhVS9gGoUPMa24UZgL1FIo0BgN5jeLvzuAyrNZXxvZgn6ER3HPOSMGjtqPQ7LFbfqLkXWwcuhArmaw/LnYCRZGmFsmKBa9z03MX5GleFM4Lw0SDUmlE3pGPsWYxqh9rPlonNyEUpFzATJ8v07m9FI61kU2ExEzUSveovhf14/NeGNn/E4SQ3GzEasF6aCGEkWfcmIK2RGzCxQprjdkrAJVZQZe5WSre+tll2HTq3q1atXrXqlUcsPUYQzOIdL8OAaGnAHTWgDA4RneIN3Z+Q8OS/O60+04OR/TuGPnI9v2QGKiQ==</latexit>

c

<latexit sha1_base64="vgr9ynjRdDNtByBdeZyYNy5qGmM=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZgtEliRuXkAiYwIT0NAV06Hmku8aETPgBXRl15yf5A/6NDc5Cwbs6Xfd2UreCRElDrvvlFDY2t7Z3irulvf2Dw6Py8UnHxKkW2BaxivVDwA0qGWGbJCl8SDTyMFDYDaa3C7/7iNrIOLqnWYJ+yMeRHEnByY5aYlCuuFV3KbYOXg4VyNUclD/7w1ikIUYkFDem57kJ+RnXJIXCeamfGky4mPIx9ixGPETjZ8tF5+xiFGtGE2TL9+9sxkNjZmFgMyGniVn1FsP/vF5Koxs/k1GSEkbCRqw3ShWjmC36sqHUKEjNLHChpd2SiQnXXJC9SsnW91bLrkOnVvXq1atWvdKo5YcowhmcwyV4cA0NuIMmtEEAwjO8wbszdJ6cF+f1J1pw8j+n8EfOxze5q4p0</latexit>

@c

<latexit sha1_base64="WWnI1oiuEDM8RfjWML4SfdLn5mE=">AAAB63icbVBNT8JAEJ3iF+IX6tHLRmLiibQEo0cSLx4xETBCQ7bLFDbsts3u1oQ0/Ao9GfXmv/EP+G/cYg8KvtObeW8m8yZIBNfGdb+c0tr6xuZWebuys7u3f1A9POrqOFUMOywWsboPqEbBI+wYbgTeJwqpDAT2gul1rvceUWkeR3dmlqAv6TjiIWfU2NbDIKHKcCoIG1Zrbt1dgKwSryA1KNAeVj8Ho5ilEiPDBNW677mJ8bN8HxM4rwxSjQllUzrGvqURlaj9bHHxnJyFsSJmgmRR//ZmVGo9k4H1SGomelnLm/9p/dSEV37GoyQ1GDFrsVqYCmJikgcnI66QGTGzhDLF7ZWETaiizNj3VGx8bznsKuk26l6zfnHbrLUaxSPKcAKncA4eXEILbqANHWAQwTO8wbsjnSfnxXn9sZacYuYY/sD5+AYu6o43</latexit>

Figura 7.7 Rosa de 4 pétalos

La ecuación en coordenadas polares {A, \} es

A = 3sin2\ 0 ≤ \ ≤ c
2
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Observar que podemos escribir la frontera del rizo m2 como

m2 : [0,1] −→ R2
(A , \)

C −→ (A = 3sincC, \ =
c

2
C)

7.6. Comprobar el teorema del rotacional en el siguiente caso:
El campo vectorial

� = 2I
m

mG
+3G

m

mH
+4H

m

mI

y la superficie 2 dada por

{(G, H, I) ∈ R3; 0 ≤ I = 9− G2− H2}

y

<latexit sha1_base64="MNaLjrTzo6V0XVjdinVAdOAf2gs=">AAAB4nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVagtEliRuXkAiYQEOmwy1MmGmbmalJ0/ACujLqzkfyBXwbB+xCwbP65p4zyT03SATXxnW/nNLG5tb2Tnm3srd/cHhUPT7p6ThVDLssFrF6CKhGwSPsGm4EPiQKqQwE9oPZ7cLvP6LSPI7uTZagL+kk4iFn1NhRJxtVa27dXYqsg1dADQq1R9XP4ThmqcTIMEG1HnhuYvycKsOZwHllmGpMKJvRCQ4sRlSi9vPlonNyEcaKmCmS5ft3NqdS60wGNiOpmepVbzH8zxukJrzxcx4lqcGI2Yj1wlQQE5NFXzLmCpkRmQXKFLdbEjalijJjr1Kx9b3VsuvQa9S9Zv2q06y1GsUhynAG53AJHlxDC+6gDV1ggPAMb/DujJ0n58V5/YmWnOLPKfyR8/EN2n+Kig==</latexit>

x

<latexit sha1_base64="XmTur66Q76xrGKad4N8gZ+V/a1k=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG5cQiI/CUxIp9yBhs500naMZMIL6MqoOx/JF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7paJkqhm0mhVS9gGoUPMa24UZgL1FIo0BgN5jeLvzuAyrNZXxvZgn6ER3HPOSMGjtqPQ7LFbfqLkXWwcuhArmaw/LnYCRZGmFsmKBa9z03MX5GleFM4Lw0SDUmlE3pGPsWYxqh9rPlonNyEUpFzATJ8v07m9FI61kU2ExEzUSveovhf14/NeGNn/E4SQ3GzEasF6aCGEkWfcmIK2RGzCxQprjdkrAJVZQZe5WSre+tll2HTq3q1atXrXqlUcsPUYQzOIdL8OAaGnAHTWgDA4RneIN3Z+Q8OS/O60+04OR/TuGPnI9v2QGKiQ==</latexit>

z

<latexit sha1_base64="2dPe87cqLbhgsCG+xspr2mSLLFc=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG5cQiI/CUxIp9yBhs500nZMcMIL6MqoOx/JF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7paJkqhm0mhVS9gGoUPMa24UZgL1FIo0BgN5jeLvzuAyrNZXxvZgn6ER3HPOSMGjtqPQ7LFbfqLkXWwcuhArmaw/LnYCRZGmFsmKBa9z03MX5GleFM4Lw0SDUmlE3pGPsWYxqh9rPlonNyEUpFzATJ8v07m9FI61kU2ExEzUSveovhf14/NeGNn/E4SQ3GzEasF6aCGEkWfcmIK2RGzCxQprjdkrAJVZQZe5WSre+tll2HTq3q1atXrXqlUcsPUYQzOIdL8OAaGnAHTWgDA4RneIN3Z+Q8OS/O60+04OR/TuGPnI9v2/2Kiw==</latexit>

@c

<latexit sha1_base64="WWnI1oiuEDM8RfjWML4SfdLn5mE=">AAAB63icbVBNT8JAEJ3iF+IX6tHLRmLiibQEo0cSLx4xETBCQ7bLFDbsts3u1oQ0/Ao9GfXmv/EP+G/cYg8KvtObeW8m8yZIBNfGdb+c0tr6xuZWebuys7u3f1A9POrqOFUMOywWsboPqEbBI+wYbgTeJwqpDAT2gul1rvceUWkeR3dmlqAv6TjiIWfU2NbDIKHKcCoIG1Zrbt1dgKwSryA1KNAeVj8Ho5ilEiPDBNW677mJ8bN8HxM4rwxSjQllUzrGvqURlaj9bHHxnJyFsSJmgmRR//ZmVGo9k4H1SGomelnLm/9p/dSEV37GoyQ1GDFrsVqYCmJikgcnI66QGTGzhDLF7ZWETaiizNj3VGx8bznsKuk26l6zfnHbrLUaxSPKcAKncA4eXEILbqANHWAQwTO8wbsjnSfnxXn9sZacYuYY/sD5+AYu6o43</latexit>

c

<latexit sha1_base64="vgr9ynjRdDNtByBdeZyYNy5qGmM=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZgtEliRuXkAiYwIT0NAV06Hmku8aETPgBXRl15yf5A/6NDc5Cwbs6Xfd2UreCRElDrvvlFDY2t7Z3irulvf2Dw6Py8UnHxKkW2BaxivVDwA0qGWGbJCl8SDTyMFDYDaa3C7/7iNrIOLqnWYJ+yMeRHEnByY5aYlCuuFV3KbYOXg4VyNUclD/7w1ikIUYkFDem57kJ+RnXJIXCeamfGky4mPIx9ixGPETjZ8tF5+xiFGtGE2TL9+9sxkNjZmFgMyGniVn1FsP/vF5Koxs/k1GSEkbCRqw3ShWjmC36sqHUKEjNLHChpd2SiQnXXJC9SsnW91bLrkOnVvXq1atWvdKo5YcowhmcwyV4cA0NuIMmtEEAwjO8wbszdJ6cF+f1J1pw8j+n8EfOxze5q4p0</latexit>

Figura 7.8 Semiesfera

7.7. Sea ( la superficie cubierta de la figura, formada por la unión de las dos
superficies, un cilindro y una semiesfera

(1 = {(G, H, I) ∈ R3; G2 + H2 = 1, 0 ≤ I ≤ 1}
(2 = {(G, H, I) ∈ R3; G2 + H2 + (I−1)2 = 1, I ≥ 1}

a) Describir ( como una cadena y calcular su frontera.
b) Sea el campo vectorial � = (IG + I2H + G, I3HG + H, I4G2)C . Calcular
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(

(A>C �,=) 3�

y

<latexit sha1_base64="MNaLjrTzo6V0XVjdinVAdOAf2gs=">AAAB4nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVagtEliRuXkAiYQEOmwy1MmGmbmalJ0/ACujLqzkfyBXwbB+xCwbP65p4zyT03SATXxnW/nNLG5tb2Tnm3srd/cHhUPT7p6ThVDLssFrF6CKhGwSPsGm4EPiQKqQwE9oPZ7cLvP6LSPI7uTZagL+kk4iFn1NhRJxtVa27dXYqsg1dADQq1R9XP4ThmqcTIMEG1HnhuYvycKsOZwHllmGpMKJvRCQ4sRlSi9vPlonNyEcaKmCmS5ft3NqdS60wGNiOpmepVbzH8zxukJrzxcx4lqcGI2Yj1wlQQE5NFXzLmCpkRmQXKFLdbEjalijJjr1Kx9b3VsuvQa9S9Zv2q06y1GsUhynAG53AJHlxDC+6gDV1ggPAMb/DujJ0n58V5/YmWnOLPKfyR8/EN2n+Kig==</latexit>

x

<latexit sha1_base64="XmTur66Q76xrGKad4N8gZ+V/a1k=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG5cQiI/CUxIp9yBhs500naMZMIL6MqoOx/JF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7paJkqhm0mhVS9gGoUPMa24UZgL1FIo0BgN5jeLvzuAyrNZXxvZgn6ER3HPOSMGjtqPQ7LFbfqLkXWwcuhArmaw/LnYCRZGmFsmKBa9z03MX5GleFM4Lw0SDUmlE3pGPsWYxqh9rPlonNyEUpFzATJ8v07m9FI61kU2ExEzUSveovhf14/NeGNn/E4SQ3GzEasF6aCGEkWfcmIK2RGzCxQprjdkrAJVZQZe5WSre+tll2HTq3q1atXrXqlUcsPUYQzOIdL8OAaGnAHTWgDA4RneIN3Z+Q8OS/O60+04OR/TuGPnI9v2QGKiQ==</latexit>

z

<latexit sha1_base64="2dPe87cqLbhgsCG+xspr2mSLLFc=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG5cQiI/CUxIp9yBhs500nZMcMIL6MqoOx/JF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7paJkqhm0mhVS9gGoUPMa24UZgL1FIo0BgN5jeLvzuAyrNZXxvZgn6ER3HPOSMGjtqPQ7LFbfqLkXWwcuhArmaw/LnYCRZGmFsmKBa9z03MX5GleFM4Lw0SDUmlE3pGPsWYxqh9rPlonNyEUpFzATJ8v07m9FI61kU2ExEzUSveovhf14/NeGNn/E4SQ3GzEasF6aCGEkWfcmIK2RGzCxQprjdkrAJVZQZe5WSre+tll2HTq3q1atXrXqlUcsPUYQzOIdL8OAaGnAHTWgDA4RneIN3Z+Q8OS/O60+04OR/TuGPnI9v2/2Kiw==</latexit>

S1

<latexit sha1_base64="DTWisgkL7+bJAfd8/LtgcK3QN2o=">AAAB5HicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG5cYpCfBCakU+5AQzszaTsmZMIb6MqoO5/IF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7p6DhVDNssFrHqBVSj4BG2DTcCe4lCKgOB3WB6u/C7j6g0j6MHM0vQl3Qc8ZAzauyo1Rp6w3LFrbpLkXXwcqhAruaw/DkYxSyVGBkmqNZ9z02Mn1FlOBM4Lw1SjQllUzrGvsWIStR+tlx1Ti7CWBEzQbJ8/85mVGo9k4HNSGometVbDP/z+qkJb/yMR0lqMGI2Yr0wFcTEZNGYjLhCZsTMAmWK2y0Jm1BFmbF3Kdn63mrZdejUql69enVfrzRq+SGKcAbncAkeXEMD7qAJbWAwhmd4g3cndJ6cF+f1J1pw8j+n8EfOxzfDfYsI</latexit>

S2

<latexit sha1_base64="ceZX/dTtrEuOZDDtQy6BYDvy60E=">AAAB5HicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG5cYpCfBCakU+5AQ6czaTsmZMIb6MqoO5/IF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7p6DhVDNssFrHqBVSj4BLbhhuBvUQhjQKB3WB6u/C7j6g0j+WDmSXoR3QsecgZNXbUag1rw3LFrbpLkXXwcqhAruaw/DkYxSyNUBomqNZ9z02Mn1FlOBM4Lw1SjQllUzrGvkVJI9R+tlx1Ti7CWBEzQbJ8/85mNNJ6FgU2E1Ez0aveYvif109NeONnXCapQclsxHphKoiJyaIxGXGFzIiZBcoUt1sSNqGKMmPvUrL1vdWy69CpVb169eq+XmnU8kMU4QzO4RI8uIYG3EET2sBgDM/wBu9O6Dw5L87rT7Tg5H9O4Y+cj2/E+4sJ</latexit>

@S

<latexit sha1_base64="QLXN48S6I5HEP8y8kRRNparQyQ8=">AAAB63icbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHYJRo8kXjxilEeEDZkdemHC7OxmZtaEEL5CT0a9+Tf+gH/jLO5BwTpVd1V3ujpIBNfGdb+cwtr6xuZWcbu0s7u3f1A+PGrrOFUMWywWseoGVKPgEluGG4HdRCGNAoGdYHKd6Z1HVJrH8t5ME/QjOpI85Iwa23roJ1QZTgW5G5QrbtVdgKwSLycVyNEclD/7w5ilEUrDBNW657mJ8WfZPiZwXuqnGhPKJnSEPUsljVD7s8XFc3IWxoqYMZJF/ds7o5HW0yiwnoiasV7WsuZ/Wi814ZU/4zJJDUpmLVYLU0FMTLLgZMgVMiOmllCmuL2SsDFVlBn7npKN7y2HXSXtWtWrVy9u65VGLX9EEU7gFM7Bg0towA00oQUMJDzDG7w7kfPkvDivP9aCk88cwx84H98XCo4n</latexit>

Figura 7.9 Cilindro con cubierta semiesférica
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7.8. Calcular el flujo del campo vectorial

� = 2G
m

mG
+ H2 m

mH
+ I2 m

mI

a través de la superficie

{(G, H, I) ∈ R3; G2 + H2 + I2 = 1}

7.9. Demostrar el siguiente teorema de Gauss: Dado el campo vectorial en coorde-
nadas esféricas

� =
m

mA
= 4A

sea 2 una 3-cadena en R3 cuya imagen es un conjunto acotado en R3 tal que
(0,0,0) ∉ m2. Abusamos del lenguaje según lo indicado en el comentario 6.1.

Llamando A =
√
G2 + H2 + I2, demostrar:

a)
38E ( 1

A2 4A ) = 0

para A ≠ 0
b) ∫

m2

(4A , =)
A2 3� =

{
4c si (0,0,0) ∈ 2

0 si (0,0,0) ∉ 2

7.10. Sea 2 una 3-cadena y m2 su frontera en R3. Demostrar que el flujo del campo
� = A4A a través de m2 es 3 veces el volumen de 2.

7.11. Sea ( una superficie tal que es frontera de una 3-cadena 2, es decir ( = m2.
Demostrar de dos maneras distintas que∫

(

(A>C �,=) 3� = 0

7.12. -

a) Demostrar que todo campo conservativo en un abierto Ω de R3 es irrotacional.
b) Concluir que si � es conservativo existe una función i tal que � = ∇i.





Capítulo 8
Algunas aplicaciones a la mecánica de medios
continuos

Resumen

En este último capítulo aplicaremos los conceptos del cálculo vectorial y tensorial
para deducir algunas ecuaciones de la mecánica de los medios continuos y que son
el punto de partida para el desarrollo de esta materia. Describiremos el movimiento
de un fluido mediante un grupo uniparámetrico de transformaciones actuando sobre
una región del espacio R3 . De manera más precisa, estudiaremos como varían las
funciones, campos vectoriales, formas y tensores por acción de un grupo unipará-
metrico. El parámetro representará habitualmente el tiempo. Veremos que a cada
campo vectorial le podemos asociar un grupo uniparamétrico de transformaciones y
recíprocamente, un grupo uniparamétrico tendrá asociado un campo vectorial. Así
pues lo que obtendremos es la variación de los distintos objetos geométricos, es decir
funciones, campos, formas y en general tensores por acción de un campo vectorial.
Este es el concepto de derivada de Lie de la geometría diferencial en variedades
aunque aquí nos limitaremos a regiones de R3 .

8.1. Grupos uniparamétrico de transformaciones

En R3 consideraremos un abierto Ω y dado X > 0 sea �X =] − X, X[ un intervalo
abierto de R.

Definición 8.1. Llamaremos grupo local uniparámetrico de transformaciones a toda
aplicación diferenciable q de �X ×Ω en R3 tal que

a) Para todo C ∈ �X la aplicación qC : Ω→ R3 definida por qC (?) = q(C, ?) para
todo ? ∈ Ω es un difeomorfismo diferenciable de Ω en q(Ω). Esto quiere decir
que qC es biyectiva de Ω en q(Ω) y tanto qC como q−1

C son diferenciables. En
consecuencia qC (Ω) es un abierto de R3 .

b) Para cada par de valores B, C ∈ �X tales que B + C ∈ �X se verifica
qC+B (?) = qB

(
qC (?)

)
cualquiera que sea ? ∈ Ω

239
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⌦

<latexit sha1_base64="6ENpv3cqc5zMvEZ18KOVH0tA4bo=">AAAB53icbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG7ciYn8JDAhnXIHKu3MpO2YkAnPoCuj7nwfX8C3seAsFDyrr/ecJvfcIBFcG9f9cgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMSqG1CNgkfYMtwI7CYKqQwEdoLJ9dzvPKLSPI7uzTRBX9JRxEPOqLGjdv9W4ogOyhW36i5EVsHLoQK5moPyZ38Ys1RiZJigWvc8NzF+RpXhTOCs1E81JpRN6Ah7FiMqUfvZYtsZOQtjRcwYyeL9O5tRqfVUBjYjqRnrZW8+/M/rpSa88jMeJanBiNmI9cJUEBOTeWky5AqZEVMLlClutyRsTBVlxp6mZOt7y2VXoV2revXqxV290qjlhyjCCZzCOXhwCQ24gSa0gMEDPMMbvDvceXJenNefaMHJ/xzDHzkf30cNjIg=</latexit>

�t(⌦)

<latexit sha1_base64="VqtaNpCqj0AkMb86nQbQEdpsuVc=">AAAB73icbZDNTsJAFIVv/UX8Q126aSQmuCEtweiSxI07MZGfhFYyHW7phJm2zkxNCOE5dGXUne/iC/g2DtiFgmf1zT1nkntukHKmtON8WSura+sbm4Wt4vbO7t5+6eCwrZJMUmzRhCeyGxCFnMXY0kxz7KYSiQg4doLR1czvPKJULInv9DhFX5BhzEJGiTajey+NWF9XvBuBQ3LWL5WdqjOXvQxuDmXI1eyXPr1BQjOBsaacKNVznVT7EyI1oxynRS9TmBI6IkPsGYyJQOVP5ltP7dMwkbaO0J6/f2cnRCg1FoHJCKIjtejNhv95vUyHl/6ExWmmMaYmYrww47ZO7Fl5e8AkUs3HBgiVzGxp04hIQrU5UdHUdxfLLkO7VnXr1fPberlRyw9RgGM4gQq4cAENuIYmtICChGd4g3frwXqyXqzXn+iKlf85gj+yPr4Bp6CPmQ==</latexit>

�t+s(⌦)

<latexit sha1_base64="dArTaEcAfkCGWe7K3QiinmwfdxM=">AAAB9XicbZDNSsNAFIUn/tb6F+vSTbAIFaEkpaLLght3VrA/0IQwmd40Q2eSMDNRS+ij6ErUnS/iC/g2TmsW2npW39xzBu49QcqoVLb9Zaysrq1vbJa2yts7u3v75kGlK5NMEOiQhCWiH2AJjMbQUVQx6KcCMA8Y9ILx1czv3YOQNInv1CQFj+NRTENKsNIj36y4aUT9XJ3Jac294TDCp75Ztev2XNYyOAVUUaG2b366w4RkHGJFGJZy4Nip8nIsFCUMpmU3k5BiMsYjGGiMMQfp5fPdp9ZJmAhLRWDN37+zOeZSTnigMxyrSC56s+F/3iBT4aWX0zjNFMRER7QXZsxSiTWrwBpSAUSxiQZMBNVbWiTCAhOliyrr853FY5eh26g7zfr5bbPaahRFlNAROkY15KAL1ELXqI06iKBH9Ize0LvxYDwZL8brT3TFKP4coj8yPr4BKaWRiA==</latexit>

�t

<latexit sha1_base64="kUyfFHzIhHcmvozUVAglkgWAomw=">AAAB6XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm2ARXJWkVHRZcOOygr1AG8pketIMnVyYORFK6EPoStSdr+ML+DZOaxba+q++Of8/cP7jp1Jocpwvq7SxubW9U96t7O0fHB5Vj0+6OskUxw5PZKL6PtMoRYwdEiSxnypkkS+x509vF37vEZUWSfxAsxS9iE1iEQjOyIz6wzQUo5zmo2rNqTtL2evgFlCDQu1R9XM4TngWYUxcMq0HrpOSlzNFgkucV4aZxpTxKZvgwGDMItRevtx3bl8EibIpRHv5/p3NWaT1LPJNJmIU6lVvMfzPG2QU3Hi5iNOMMOYmYrwgkzYl9qK2PRYKOcmZAcaVMFvaPGSKcTLHqZj67mrZdeg26m6zfnXfrLUaxSHKcAbncAkuXEML7qANHeAg4Rne4N2aWk/Wi/X6Ey1ZxZ9T+CPr4xtJDo2/</latexit>

�s

<latexit sha1_base64="QfpzclkiVbdOrrgOfuac2ZxlLsc=">AAAB6XicbZDNSsNAFIVv6l+tf1WXbgaL4KokpaLLghuXFewPtKFMpjfN0EkmzEyEEvoQuhJ15+v4Ar6N05qFtp7VN/ecgXtukAqujet+OaWNza3tnfJuZW//4PCoenzS1TJTDDtMCqn6AdUoeIIdw43AfqqQxoHAXjC9Xfi9R1Say+TBzFL0YzpJeMgZNXbUH6YRH+V6PqrW3Lq7FFkHr4AaFGqPqp/DsWRZjIlhgmo98NzU+DlVhjOB88ow05hSNqUTHFhMaIzaz5f7zslFKBUxEZLl+3c2p7HWsziwmZiaSK96i+F/3iAz4Y2f8yTNDCbMRqwXZoIYSRa1yZgrZEbMLFCmuN2SsIgqyow9TsXW91bLrkO3Ufea9av7Zq3VKA5RhjM4h0vw4BpacAdt6AADAc/wBu/O1HlyXpzXn2jJKf6cwh85H99Hj42+</latexit>

Figura 8.1 Grupo uniparametrico de transformaciones.

Utilizando un sistema de coordenadas {G1, . . . , G3} en R3 y la coordenada C ∈ �X
la aplicación q viene determinada por 3 funciones

q8 (C, ?) = q8 (C, G1, . . . , G3) 8 = 1, . . . , 3

Ejemplo

En Ω = R2− {0,0} consideramos tomando �X = R

q : R×Ω→Ω

(C, G, H) → (G coslC + H sinlC,−G sinlC + H sinlC)

Se deja como ejercicio 8.1 la demostración de que q es un grupo uniparamétrico.

Teorema 8.1. Todo grupo local uniparamétrico de transformaciones induce un
campo vectorial - definido en Ω y recíprocamente, dado - un campo vectorial
definido en un entorno de ? ∈ Ω existe un entorno * contenido en el anterior, un
número X > 0 y un grupo local uniparamétrico

q : �X ×*→ R3

que induce en* el campo -

Demostración:

Para todo ? ∈ Ω, el vector tangente -? es el vector tangente asociado a la curva
definida por
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2 = q(?) : �X → R3

C→ 2(C) = qC (?) = (q1
C (?), . . . q3C (?))

El campo vectorial inducido es el campo que en cada punto ? ∈ Ω es el vector
tangente en ? dado por

-? =

(
2∗
3

3C

)
2 (C)

=

3∑
8=1

3q8C (?)
3C

( m
mG8

)
?

Recíprocamente: Sea - un campo vectorial definido en un entorno * de ?

contenido en Ω. Sea {G1, . . . , G3} un sistema de coordenadas en el entorno * y
pongamos G80 = G

8 (?) para 8 = 1, . . . , 3. El campo - se expresará en este sistema de
coordenadas mediante

- =

3∑
8=1
_8 (G1, . . . , G3) m

mG8

donde las funciones _8 son funciones reales diferenciables en un entorno de
? ∈ R3 . Consideremos el problema diferencial de valor inicial siguiente: Dado
? = {G80, . . . , G

3
0 }, hallar G

8 : C ∈ �X → G8 (C) ∈ R para 8 = 1, . . . , 3 tales que verifiquen
el siguiente problema de valor inicial,

3G8

3C
= _8 (G1 (C) . . . , G3 (C)) 8 = 1, . . . 3 (8.1)

G8 (0) = G80 8 = 1, . . . 3 (8.2)

Expresaremos la solución de la forma q8 (C, ?) poniendo en forma explícita el valor
inicial ? = {G80, . . . , G

3
0 }. Sabemos que existe X > 0 y un entorno * ′ de ? en el que

existe una solución única de (8.1)-(8.2) G8 (C) 8 = 1, . . . , 3 definida para todo C ∈ �X .
Definimos q = (q1, . . . , q3) donde q8 (C, ?) = G8 (C). Vamos a demostrar que q = qC (?)
cumple las propiedades de grupo local uniparamétrico.

a) qC : * → R3 es biyectiva y tanto qC como q−1
C son diferenciables. En efecto

la solución del problema de valor inicial (8.1)-(8.2) es única y las funciones
q8 (C, G1, . . . G3) con C fijo son diferenciables pues las funciones _8 lo son.

b) Para demostrar qC+B (?) = qB
(
(qC (?)

)
primero calculamos la solución entre los

valores 0 y C y despues tomando como valor inicial la solución en el punto
B = C calculamos la solución en el punto C + B. Por la unicidad de solución del
problema de valor inicial el resultado tiene que coincidir con el valor obteni-
do en C + B tomando como valor inicial el valor para C = 0. Más precisamente,
dado ? fijo, resolvemos primero el problema (8.1)-(8.2) entre 0 y C obteniendo
(G1 (C), . . . , G3 (C)). A continuación resolvemos

3H8

3B
= _8 (H1 (B) . . . , H3 (B)) 8 = 1, . . . 3

H8 (0) = G8 (C) 8 = 1, . . . 3
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Por la unicidad de las soluciones H8 (B) = G8 (C + B) es decir

qC+B (?) = qB
(
(qC (?)

)

.

<latexit sha1_base64="osworLSL5p4rIPJIHJaBuTmca/A=">AAAB4nicbZDNSsNAFIVv6l+tf1WXbgaL4Cokouiy4EZ3LdgfaEOZTG/aoZNJmJkIJfQFdCXqzkfyBXwbpzULbT2rb+45A/fcMBVcG8/7ckpr6xubW+Xtys7u3v5B9fCorZNMMWyxRCSqG1KNgktsGW4EdlOFNA4FdsLJ7dzvPKLSPJEPZppiENOR5BFn1NhR0x1Ua57rLURWwS+gBoUag+pnf5iwLEZpmKBa93wvNUFOleFM4KzSzzSmlE3oCHsWJY1RB/li0Rk5ixJFzBjJ4v07m9NY62kc2kxMzVgve/Phf14vM9FNkHOZZgYlsxHrRZkgJiHzvmTIFTIjphYoU9xuSdiYKsqMvUrF1veXy65C+8L1L92r5mWtfl8cogwncArn4MM11OEOGtACBgjP8AbvztB5cl6c159oySn+HMMfOR/fcYCKVg==</latexit>

.

<latexit sha1_base64="osworLSL5p4rIPJIHJaBuTmca/A=">AAAB4nicbZDNSsNAFIVv6l+tf1WXbgaL4Cokouiy4EZ3LdgfaEOZTG/aoZNJmJkIJfQFdCXqzkfyBXwbpzULbT2rb+45A/fcMBVcG8/7ckpr6xubW+Xtys7u3v5B9fCorZNMMWyxRCSqG1KNgktsGW4EdlOFNA4FdsLJ7dzvPKLSPJEPZppiENOR5BFn1NhR0x1Ua57rLURWwS+gBoUag+pnf5iwLEZpmKBa93wvNUFOleFM4KzSzzSmlE3oCHsWJY1RB/li0Rk5ixJFzBjJ4v07m9NY62kc2kxMzVgve/Phf14vM9FNkHOZZgYlsxHrRZkgJiHzvmTIFTIjphYoU9xuSdiYKsqMvUrF1veXy65C+8L1L92r5mWtfl8cogwncArn4MM11OEOGtACBgjP8AbvztB5cl6c159oySn+HMMfOR/fcYCKVg==</latexit>

.

<latexit sha1_base64="osworLSL5p4rIPJIHJaBuTmca/A=">AAAB4nicbZDNSsNAFIVv6l+tf1WXbgaL4Cokouiy4EZ3LdgfaEOZTG/aoZNJmJkIJfQFdCXqzkfyBXwbpzULbT2rb+45A/fcMBVcG8/7ckpr6xubW+Xtys7u3v5B9fCorZNMMWyxRCSqG1KNgktsGW4EdlOFNA4FdsLJ7dzvPKLSPJEPZppiENOR5BFn1NhR0x1Ua57rLURWwS+gBoUag+pnf5iwLEZpmKBa93wvNUFOleFM4KzSzzSmlE3oCHsWJY1RB/li0Rk5ixJFzBjJ4v07m9NY62kc2kxMzVgve/Phf14vM9FNkHOZZgYlsxHrRZkgJiHzvmTIFTIjphYoU9xuSdiYKsqMvUrF1veXy65C+8L1L92r5mWtfl8cogwncArn4MM11OEOGtACBgjP8AbvztB5cl6c159oySn+HMMfOR/fcYCKVg==</latexit>

�(0, p) = p

<latexit sha1_base64="DbX7GzRx/osJAlo7koa/WXs2b8U=">AAAB7nicbZDNSgMxFIXv1L9a/6ou3QSLUKGUGanoRii4cVnB1kI7lEx62wnNzMQkI5Shr6ErUXc+jC/g25jWLrT1rL7ccwL33EAKro3rfjm5ldW19Y38ZmFre2d3r7h/0NJJqhg2WSIS1Q6oRsFjbBpuBLalQhoFAu+D0fXUv39EpXkS35mxRD+iw5gPOKPGjvyuDHnZrchTckVkr1hyq+5MZBm8OZRgrkav+NntJyyNMDZMUK07niuNn1FlOBM4KXRTjZKyER1ix2JMI9R+Nlt6Qk4GiSImRDJ7/85mNNJ6HAU2E1ET6kVvOvzP66RmcOlnPJapwZjZiPUGqSAmIdPupM8VMiPGFihT3G5JWEgVZcZeqGDre4tll6F1VvVq1fPbWqlemR8iD0dwDGXw4ALqcAMNaAKDB3iGN3h3pPPkvDivP9GcM/9zCH/kfHwDavGOKg==</latexit>

�(t + s, p)

<latexit sha1_base64="z3cLk2Beec0AR3OglRjJA8Ttc6c=">AAAB7HicbZDNSgMxFIUz9a/Wv6pLN8EiVCxlRiq6LLhxWcH+wHQomfROJzQzCUlGKKVvoStRdz6NL+DbmNZZaOtZfbnnBO65oeRMG9f9cgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoo0WmKLSp4EL1QqKBsxTahhkOPamAJCGHbji+nfvdR1CaifTBTCQECRmlLGKUGDvy+zJmVXOha/J8UK64dXchvApeDhWUqzUof/aHgmYJpIZyorXvudIEU6IMoxxmpX6mQRI6JiPwLaYkAR1MFyvP8FkkFDYx4MX7d3ZKEq0nSWgzCTGxXvbmw/88PzPRTTBlqcwMpNRGrBdlHBuB583xkCmghk8sEKqY3RLTmChCjb1Pydb3lsuuQuey7jXqV/eNSrOWH6KITtApqiIPXaMmukMt1EYUCfSM3tC7kzpPzovz+hMtOPmfY/RHzsc3DAKOCw==</latexit>

�(t, p)

<latexit sha1_base64="+hRWuSPQ8pOszCqxfCCsUZRUMA8=">AAAB6nicbZDNSgMxFIXv1L9a/6ou3QSLUKGUGanosuDGZQX7I+1QMmmmE5rMhCQjlKEvoStRdz6OL+DbmNZZaOtZfbnnBO65geRMG9f9cgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoo5NUEdomCU9UL8CachbTtmGG055UFIuA024wuZn73UeqNEviezOV1Bd4HLOQEWzs6GEgI1Y1NXk+LFfcursQWgUvhwrkag3Ln4NRQlJBY0M41rrvudL4GVaGEU5npUGqqcRkgse0bzHGgmo/Wyw8Q2dhopCJKFq8f2czLLSeisBmBDaRXvbmw/+8fmrCaz9jsUwNjYmNWC9MOTIJmvdGI6YoMXxqARPF7JaIRFhhYux1Sra+t1x2FToXda9Rv7xrVJq1/BBFOIFTqIIHV9CEW2hBGwgIeIY3eHe48+S8OK8/0YKT/zmGP3I+vgHPy41Z</latexit>

Figura 8.2 Calculo de la solución en C y en C + B

�
Se deja como ejercicio 8.2 el cálculo del campo tangente asociado al grupo

uniparamétrico del ejercicio 8.1.

8.2. Transformación de tensores y campos tensoriales

Nuestro objetivo es estudiar como varían los distintos objetos geométricos, fun-
ciones, campos vectoriales, formas y en general campos tensoriales, bajo la acción de
un grupo uniparamétrico representando el movimiento de un fluido. Consideremos
como en el capítulo 4 un abierto Ω ∈ R3 y un punto ? ∈ Ω y sea q una aplicación
de Ω en R3 diferenciable. Supondremos que q es un difeomormismo es decir q es
biyectiva de Ω en q(Ω)

q :Ω ⊂ R3→ q(Ω) ⊂ R3

Resumimos a continuación las transformaciones inducidas por esta aplicación en
distintos casos:

a) Aplicaciones entre funciones: Dada una función definida en un entorno
* (@) ∈ q(Ω) de @ ∈ q(Ω), 5 :* (@) → R, definimos q∗ 5 como la función

q∗ 5 = 5 ◦q :* (?) → R

b) Aplicaciones entre campos: La aplicación q induce dos aplicaciones entre los
espacios tangentes T? y Tq (?)

Aplicación “push-forward”:

q∗ :T?→Tq (?)
-?→ q∗ (-?)
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definida por la relación

q∗ (-?) ( 5 ) = -? ( 5 ◦q) ∀ 5 ∈ Fq (?) (8.3)

Para un campo - en Ω definimos (q∗-)q (?) = q∗-?
Aplicación “pull-back”:

q∗ :Tq (?) →T?
-q (?) → q∗ (-q (?) )

definida por la relación

q∗ (-q (?) ) ( 5 ) = (q−1)∗-q (?) ( 5 ) = -q (?) ( 5 ◦q−1) ∀ 5 ∈ F? (8.4)

Para un campo - en q(Ω) definimos (q∗-)? = q∗-q (?) para todo ? ∈ Ω.

c) Aplicaciones entre formas:

Aplicación “pull-back” entre formas: La aplicación q : Ω→ R3 induce la
aplicación entre tensores

q∗ : Λ: (Tq (?) ) → Λ: (T?)

para lq (?) ∈ Λ: (Tq (?) ), tenemos

q∗lq (?) ((-1)? , . . . (-: )?) = lq (?) (q∗ (-1)? , . . . , q∗ (-: )?)

y ésta a su vez induce una aplicación que a cada :-forma l en q(Ω) le hace
corresponder una :-forma q∗l en Ω poniendo para todo ? ∈ Ω

(q∗l)? = q∗lq (?)

Aplicación “push-forward” entre formas: Para un tensorl? ∈Λ: (T?) tenemos

q∗ : Λ: (T?) → Λ: (Tq (?) )

dada por

q∗l? ((-1)q (?) , . . . (-: )q (?) = l?
(
q∗ (-1)q (?) , . . . , q∗ (-: )q (?)

)
Para formas tenemos para todo ? ∈ Ω

(q∗l)q (?) = q∗l?

d) Aplicaciones sobre tensores:

“pull-back” de un tensor mixto: Para tensores mixtos ) ∈ M;
:
(T?), : veces

covariante y ; veces contravariante es decir, aplicaciones multilineales
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)? : T?× : veces. . . ×T? ×T ∗? × ; veces. . . ×T ∗→ R

tenemos para : vectores tangentes (-1)? , . . . , (-: )? , y ; formas diferenciales
(l1)? , . . . , (l;)?

q∗)q (?)
(
(-1)? , . . . , (-: )? , (l1)? , . . . , (l;)?

)
= )q (?)

(
q∗ (-1)? , . . . , q∗ (-: )? , q∗ (l1)? , . . . , q∗l;)?

)
Finalmente para un campo tensorial ) , : veces covariante y ; veces contrava-
riante definido en q(Ω), pondremos para todo q(?) ∈ q(Ω)

(q∗))? = q∗)q (?)

“push-forward” de un tensor mixto:

q∗)?
(
(-1)q (?) , . . . , (-: )q (?) , (l1)q (?) , . . . , (l;)q (?)

)
= )q (?)

(
q∗ (-1)q (?) , . . . , q∗ (-: )q (?) , q∗ (l1)q (?) , . . . , q∗ (l;)q (?)

)
Finalmente para un campo tensorial ) , : veces covariante y ; veces contrava-
riante definido en Ω, pondremos para todo ? ∈ Ω

(q∗))q (?) = q∗)?

Veamos como se comportan las transformaciones anteriores con la operación de
contracción de tensores. Antes de pasar a la demostración necesitaremos algunas
propiedades.

Propiedades 8.1. En el enunciado de estas propiedades consideramos las aplica-
ciones q :* (?) →* (@) y k :* (@) →* (A) difeomorfismos definidos en un entorno
* (?) y en un entorno * (@) respectivamente con @ = q(?) y A = k(@). Y sean
q∗ : T?→T@ y k∗ : T@→TA .

a) Sea k ◦q :* (?) →* (A). Tenemos (k ◦q)∗ : T?→TA . Se verifica

(k ◦q)∗ = k∗ ◦q∗

b) Sea la aplicaciones q :* (?) →* (@) y su aplicación inversa q−1 :* (@) →* (?).
Se tiene

(q−1)∗ = (q∗)−1

c) Para las aplicaciones “pull-back” entre los respectivos espacios de vectores
tangentes tenemos

(k ◦q)∗ = q∗ ◦k∗

d) Para la aplicación “pull-back” de espacios de vectores tangentes tenemos

(q−1)∗ = (q∗)−1
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e) Para las aplicaciones “push-forward” entre espacios de tensores

q∗ : Λ: (T?) → Λ: (T@)

k∗ : Λ: (T@) → Λ: (TA )

se verifica
(k ◦q)∗ = (k∗ ◦q∗)

f) Para la aplicación “push-forward” entre espacios de tensores

(q−1)∗ = (q∗)−1

Demostración:

Se deja como ejercicio 8.3
�

Comentario 8.1. Las propiedades anteriores nos permiten escribir sin que ello de
lugar a confusión

q−1
∗ = (q−1)∗ = (q∗)−1

tanto en el caso de vectores tangentes como en el caso de formas diferenciales.

Propiedad 8.1. Las aplicaciones q∗ (pull-back) y q∗ (push-forward) conmutan con
las contracciones. Es decir dado un tensor )? ∈M;

:
(T?) y si �89 es una contracción

entonces �8
9
q∗)? = q∗�89)? . Análogamente �

8
9
q∗)? = q∗�89)? .

Demostración:

Lo demostraremos para q∗ y �1
1 . Ponemos @ = q(?).

q∗�1
1)?

(
(-2)@ , . . . , (-: )@ , (l2)@ , . . . , (l;)@

)
= �1

1)@
(
q∗ (-2)@ , . . . , q∗ (-: )@ , q∗ (l2)@ , . . . , q∗ (l;)@

)
=

3∑
8=1
)@

( ( m
mG8

)
@
, q∗ (-2)@ , . . . , q∗ (-: )@ , (3G8)@ , q∗ (l2)@ , . . . , q∗ (l;)@

)
=

3∑
8=1
)@

(
q∗q

−1
∗

( m
mG8

)
@
, q∗ (-2)@ , . . . , q∗ (-: )@ , q∗q−1

∗ (3G8)@ , q∗ (l2)@ , . . . , q∗ (l;;)?
)

=

3∑
8=1
(q∗)?)

(
q−1
∗

( m
mG8

)
@
, (-2)@ , . . . , (-: )@q−1

∗ (3G8)@ , (l2)@ . . . , (l;)@
)

= �1
1q
∗)?

(
(-2)@ , . . . , (-: )@ , (l2)@ , . . . , (l;@

) )
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donde en el último paso se ha tenido en cuenta que las bases {q−1
∗

(
m
mG8

)
@

; 8 = 1, . . . 3}

y {q−1
∗ (3G8)@; 8 = 1, . . . , 3} son bases duales, en efecto

q−1
∗ (3G8)@

(
q−1
∗

( m

mG 9

)
@

)
= (3G8)@

(
(q−1)∗q−1

∗

( m

mG 9

)
@

)
= (3G8)@

(
(q∗)−1q−1

∗

( m

mG 9

)
@

)
= (3G8)@

(
(q∗)−1q∗

( m

mG 9

)
@

)
= (3G8)@

( ( m

mG 9

)
@

)
= X89

�

8.3. La derivada de Lie

Pasamos a la definición fundamental de este capítulo: Sea - un campo vectorial
definido en un abiertoΩ de R3 , un punto ? ∈ Ω y sea q : �X ×*→ R3 el grupo local
uniparamétrico de transformaciones asociado al campo - definido en un entorno*
de ? de modo que q(0, ?) = ?. Queremos estudiar como varían los distintos objetos
geométricos bajo al acción de este campo - . Por ejemplo supongamos que tenemos
un campo tensorial ) y queremos comparar el valor de ) en el punto ? = q0 (?) y
en el punto @ = qC (?) cuando C tiende a cero. La dificultad que surge es que el valor
del campo en el punto ? y el valor del campo en el punto @ pertenecen a espacios
distintos, pues )@ ∈ M;

:
(T@) mientras que )? ∈ M;

:
(T?). Para poder comparar los

valores vamos a transportar los valores en @ a los valores en ? mediante la aplicación
“pull-back” q∗C .

Definición 8.2. Dado un campo tensorial : veces covariante y ; veces contravariante

) :Ω→M;
: (T?)

?→ )?

Definimos la derivada de Lie del campo ) respecto al campo vectorial - al campo
tensorial : veces covariante y ; veces contravariante

!-) :Ω→M;
: (T?)

?→ (!-)) (?) = !-)?

donde !-)? viene dado por

!-)? = lı́m
C→0

q∗C)qC (?) −)?
C

(8.5)

Comentario 8.2. El límite en 8.5 debe entenderse punto a punto, es decir pa-
ra cualquier conjunto de campos {-1, . . . , -: } y cualquier conjunto de 1-formas
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{l1, . . . ,l;}, !-)? es el tensor deM;
:
(T?) que verifica

!-)? (-1 (?), . . . , -: (?),l1 (?), . . . ,l; (?))

= lı́m
C→0

q∗C)qC (?) −)?
C

(-1 (?), . . . , -: (?),l1 (?), . . . ,l; (?))

= lı́m
C→0

q∗C)qC (?) (-1 (?), . . . , -: (?),l1 (?), . . . ,l; (?)) −)? (-1 (?), . . . , -: (?),l1 (?), . . . ,l; (?))
C

Propiedades 8.2. -

a) !- es R-lineal, es decir dados )1 y )2 campos tensoriales y _ ∈ R

!- ()1 +)2) = !- ()1) + !- ()2)

!- (_)) = _!-)

b) !- () ;: ⊗)
A
B ) = !-) ;: ⊗ !-)

A
B donde para cada ? ∈ Ω,

() ;
:
)? ∈M;

:
(T?) y ()AB )? ∈MA

B (T?)
c) !- conmuta con la contracciones. Es decir !-�) ;: = �!-)

;
:
donde para cada

? ∈ Ω, () ;
:
)? ∈M;

:
(T?) y � es una contracción cualquiera.

Demostración:

a) Puesto que la aplicación q∗C es lineal tenemos:

q∗C ()1 +)2)qC (?) − ()1 +)2)?
C

=
q∗C

(
)1,qC (?) +)2,qC (?)

)
− ()1, ? +)2, ?)

C

=
q∗C)1,qC (?) +q∗C)2,qC (?) − ()1, ? +)2, ?)

C

=
q∗C)1,qC (?) −)1, ?

C
+
q∗C)2,qC (?) −)2, ?

C

puesto que la aplicación q∗C es lineal. Pasando al límite cuando C→ 0 obtenemos
el resultado.

q∗C (_))qC (?) −_)?
C

=
_q∗C)qC (?) −_)?

C

= _
q∗C)qC (?) −)?

C

Pasando al límite cuando C→ 0 obtenemos el resultado.

b)
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q∗C
(
() ;
:
)qC (?) ⊗ ()AB )qC (?)

)
− () ;

:
)? ⊗ ()AB )?

C

=
q∗C () ;: )qC (?) ⊗ q

∗
C ()AB )qC (?) − () ;: )? ⊗ ()

A
B )?

C

=
q∗C () ;: )qC (?) − ()

;
:
)?

C
⊗ q∗C ()AB )qC (?) +

q∗C ()AB )qC (?) − ()AB )?
C

⊗ () ;: )qC (?)

Pasando al límite cuando C→ 0 obtenemos el resultado.
c) Sea � una contracción cualquiera,

(!-�) ;: )? = lı́m
C→0

q∗C (�) ;: )qC (?) − (�)
;
:
)?

C

aplicando la propiedad 8.1

q∗C (�) ;: )qC (?) − (�)
;
:
)?

C
= �

q∗C () ;: )qC (?) − ()
;
:
)?

C

Pasando al límite cuando C→ 0 obtenemos el resultado.

�
Una consecuencia inmediata de las anteriores propiedades es también el compor-

tamiento de la derivada de Lie frente al producto exterior:
Propiedad 8.2. Sean l1 una :-forma y l2 una ;-forma en Ω. Tenemos

!- (l1∧l2) = !-l1∧l2 +l1∧ !-l2 (8.6)

Demostración:

El producto exterior de dos tensores antisimétricos l1
? y l2

? es una combinación
lineal de productos tensoriales l1

? ⊗l2
? cuando este producto se aplicac a distintas

ordenaciones de sus argumentos. Aplicando la propiedades (0) y (1) en 8.2 y
teniendo en cuenta el comentario 8.2 obtenemos el resultado.

�
La siguiente propiedad cuya demostración es análoga a la demostración de la

propiedad (1) anterior se deja como ejercicio:
Propiedad 8.3. Sea 5 es una función en Ω y ) un campo tensorial en Ω se tiene

!- ( 5 )) = (!- 5 )) + 5 (!-)) (8.7)

Demostración:

Se deja como ejercicio 8.4.
�
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8.4. Cálculo de la derivada de Lie

Vamos a calcular la derivada de Lie en distintos casos. Sea - un campo tangente
en un abierto Ω ∈ R3 . Sea q su grupo local uniparámetrico asociado. Sea ? ∈ Ω y
pongamos @ = qC (?)

8.4.1. Derivada de Lie de funciones

Sea 5 ∈ F? . Vamos a calcular (!- 5 )?:

(!- 5 )? = lı́m
C→0

(q∗C 5 − 5 ) (?)
C

= lı́m
C→0

( 5 ◦qC ) (?) − 5 (?)
C

= lı́m
C→0

5 (@) − 5 (?)
C

= -? ( 5 )

De modo que
!- 5 = - ( 5 )

Aclaremos el último paso: Dado ? ∈ Ω fijo, sea - =
∑3
8=1

3q8C
3C

m
mG8

el campo tangente
asociado a q = q(C, ?) = qC (?) con q(0, ?) = q0 (?) = ?

lı́m
C→0

5 (@) − 5 (?)
C

= lı́m
C→0

5 (qC (?)) − 5 (q0 (?))
C

= lı́m
C→0

( 5 ◦q) (C, ?) − ( 5 ◦q) (0, ?)
C

= ( 5 ◦qC (?)) ′(0) = 5 ′(qC (?))q′C (?)
���
C=0

=

3∑
8=1

3q8C (?)
3C

m 5

mG8
(q0 (?)) = -? ( 5 )

8.4.2. Derivada de Lie de un campo vectorial

Sea . otro campo vectorial. Calculemos !-. . Vamos a utilizar las propiedades
8.2 de la derivada de Lie

Previamente necesitaremos el siguiente resultado

Lema 8.1. Sea 5 : Ω→ R. Para todo campo vectorial - en Ω se verifica que la
diferencial exterior de la derivada de Lie en la dirección del campo - de una función
es igual a la derivada de Lie de la diferencial de esta función, es decir

3 (!- ( 5 )) = !- (35 )
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Admitamos provisionalmente el lema anterior.
Recordemos primeramente que dada una función 5 , su diferencial 35 es una

1-forma y para un campo + tenemos + ( 5 ) = 35 (+) =+ (35 ).
Para cualquier 5 ∈ F? podemos escribir

(!-. ) ( 5 ) = (!-. ) (35 ) = �1
1 (!-. ⊗ 35 ) (8.8)

tenemos gracias a la propiedad (1) de 8.2

!- (. ⊗ 35 ) = !-. ⊗ 35 +. ⊗ !- (35 )

de donde
!-. ⊗ 35 = !- (. ⊗ 35 ) −. ⊗ !- (35 )

tomando contracciones

�1
1 (!-. ⊗ 35 ) = �

1
1!- (. ⊗ 35 ) −�

1
1 (. ⊗ !- (35 ))

como la derivada de Lie conmuta con las contracciones

(!-. ) (35 ) = (!-. ) ( 5 ) = !-�1
1 (. ⊗ 35 ) −�

1
1
(
. ⊗ !- (35 )

)
= !-

(
. (35 )

)
−.

(
!- (35 )

)
= !-

(
. (35 )

)
−.

(
3
(
!- ( 5 )

) )
= !-

(
. ( 5 )

)
−.

(
!- ( 5 )

)
= -. ( 5 ) −.- ( 5 ) = [-,. ] ( 5 )

La expresión
!-. = -. −.- = [-,. ] (8.9)

se le llama corchete de Lie.
Véase el ejercicio 8.5 para el cálculo de la derivada de Lie de un campo vectorial

utilizando coordenadas.
Demostración del lema 8.1: Sea qC el flujo local asociado a - . Por definición de

derivada de Lie
!- (35 ) =

3

3C

���
C=0

(
q∗C (35 )

)
Por las propiedades de la diferencial exterior q∗C (35 ) = 3 (q∗C 5 ) (véase propiedad (3)
del terorema 5.4). Por tanto podemos escribir

!- (35 ) =
3

3C

���
C=0
3
(
q∗C 5

)
La derivada respecto al parámetro C conmuta con la diferencial (véase comentario
8.3 a continuación) por lo que podemos escribir

!- (35 ) = 3
( 3
3C

���
C=0
q∗C 5

)
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finalmente como
3

3C

���
C=0
q∗C 5 = !- 5 = - ( 5 )

resulta
!- (35 ) = 3 (!- 5 )

�

Comentario 8.3. Si tenemos una función 6 : (C, G) ∈ � ×Ω→ 6(C, G) ∈ R llamamos
6C a la función que para C ∈ � un valor fijo 6C : G ∈ Ω→ 6C (G) = 6(C, G) ∈ R. En
nuestro caso 6C = q∗C 5 = 5 ◦qC . La diferencial de 6C , donde C es considerado un valor
fijo, es

36C =

3∑
8=1

m6C

mG8
3G8

Por otra parte, para un punto ? ∈ Ω fijado de antemano llamamos
6C (?) : C ∈ � → 6(C, ?) ∈ R. Cuando escribimos 36C

3C
nos referimos a la derivada

de la función 36C (?)
3C

=
m6

mC
(C, ?) donde ? es un punto fijo. Entonces por una parte

3

( 36C
3C

)
=

3∑
8=1

m

mG8
m6

mC
3G8

y por otra parte
3

3C
(3 6C ) =

3∑
8=1

m

mC

m6

mG8
3G8

y las dos expresiones son iguales ya que

m

mG8
m6

mC
=
m

mC

m6

mG8

Véase el ejercicio 8.6 para un cálculo detallado utilizando coordenadas.

8.4.3. Derivada de Lie de una 1-forma

Sean l una 1-forma, - e . campos vectoriales. l(. ) es una función que no es
más que la contracción de l⊗. . Podemos escribir !-

(
l(. )

)
= -

(
l(. )

)
. Como la

contracción conmuta con la derivada de Lie

!-
(
l(. )

)
= !- (�1

1l⊗. )
= �1

1
(
!- (l⊗. )

)
= �1

1 (!-l⊗. +l⊗ !-. )
= (!-l) (. ) +l(!-. )

de donde
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(!-l) (. ) = -
(
l(. )

)
−l(!-. ) = -

(
l(. )

)
−l( [-,. ]))

8.4.4. Aplicación: Derivada de Lie del elemento de volumen

Sea Ω un abierto de R3 con el sistema cartesiano de coordendas {G, H, I} y sea +
un campo de velocidades en Ω. Queremos ver cómo se transforma el elemento de
volumen l = 3G∧3H∧3I por acción de este campo, es decir vamos a calcular !+l.

Primeramente observamos que podemos escribir

!+ (3G∧ 3H∧ 3I)
= !+ 3G∧ 3H∧ 3I+ 3G∧ !+ 3H∧ 3I+ 3G∧ 3H∧ !+ 3I

Calcularemos !+ 3G. Como 3G es una 1-forma, cualquiera que sea el campo,

(!+ 3G) (,) =+
(
3G(,)

)
− 3G( [+,,])

Si, viene dado por

, = F1 m

mG
+F2 m

mH
+F3 m

mI

y si + viene dado por

+ = E1 m

mG
+ E2 m

mH
+ E3 m

mI

tenemos +
(
3G(,)

)
= + (F1) y por otra parte 3G( [+,,] = 0 siendo

[+,,] = 0 m
mG
+ 1 m

mH
+ 2 m

mI
. De donde

0 = [+,,] (G) =+
(
, (G)

)
−,

(
+ (G)

)
=+ (F1) −, (E1)

así que

(!+ 3G) (,) =, (E1) = F1 mE
1

mG
+F2 mE

2

mH
+F3 mE

3

mI

=

( mE1

mG
3G + mE

2

mH
3H + mE

3

mI
3I

)
(,)

de modo que podemos escribir

(!+ 3G) ∧ 3H∧ 3I =
( mE1

mG
3G + mE

2

mH
3H + mE

3

mI
3I

)
∧ 3H∧ 3I

=
mE1

mG
3G∧ 3H∧ 3I

Procediendo del mismo modo con las otras coordenadas
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!+ (3G∧ 3H∧ 3I) =
( mE1

mG
+ mE

2

mH
+ mE

3

mI

)
3G∧ 3H∧ 3I

Llegamos a la siguiente conclusión:
!+ (3G∧ 3H∧ 3I) representa lo que varía el elemento de volumen bajo la acción

del campo de velocidades + . Si el fluido es incompresible, es decir el elemento de
volumen no varía entonces

38E+ =
mE1

mG
+ mE

2

mH
+ mE

3

mI
= 0 (8.10)

8.4.5. Derivada de Lie en un abierto espacio temporal

Añadimos ahora la variable tiempo:Más precisamente consideramos aplicaciones
definidas en un abierto � ×Ω ∈ R3+1 donde � es un intervalo abierto de R, cuya
coordenada C representará el tiempo, y Ω un abierto de R3 . Sean {G0 = C, G1, . . . , G3}
el sistema de coordenadas en � ×Ω ∈ R3+1. Sea ?̃ = (C0, ?) ∈ � ×Ω. Para cada ?̃
consideramos la aplicación

q : �X × � ×Ω→ R3+1

(C, ?̃) = (C, C0, G1, . . . , G3) → (q0, q1, . . . , q3)

donde q0 (C, C0, G1, . . . , G3) = C − C0. Ahora para ?̃ fijado consideramos las curvas en
R3+1

2 = qC ( ?̃) : �X → R3+1

C→ 2(C) = qC ( ?̃) =
(
C − C0, q1

C ( ?̃), . . . , q3C ( ?̃)
)

Para todo ?̃ = (C0, ?) ∈ R×Ω, el vector tangente - ?̃ es el vector tangente asociado
a la curva 2 anterior. El campo vectorial inducido es el campo que en cada punto
?̃ = (C0, ?) ∈ R×Ω es el vector tangente en ?̃ dado por

- ?̃ =

(
2∗
3

3C

)
2 (C)

=

3∑
8=0

3q8C ( ?̃)
3C

( m
mG8

)
?̃
=

( m
mC

)
?̃
+

3∑
8=1

3q8C ( ?̃)
3C

( m
mG8

)
?̃

Aquí ponemos 3q
8
C ( ?̃)
3C

pues ?̃ es un punto fijo.
Recíprocamente, dado el campo - expresado en este sistema de coordenadas

mediante

- =
m

mC
+

3∑
8=1
_8 (C, G1, . . . , G3) m

mG8

donde las funciones _8 son funciones reales diferenciables en un entorno de
?̃ ∈ R3+1. Consideremos el problema diferencial de valor inicial siguiente: Dado
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? = {G1
0, . . . , G

3
0 }, hallar G

8 : C ∈ �X → G8 (C) ∈ R para 8 = 0, . . . , 3 tales que verifiquen
el siguiente problema de valor inicial,

3G0

3C
= 1

3G8

3C
= _8 (C, G1 (C) . . . , G3 (C)) 8 = 1, . . . 3

G0 = C0, G
8 (0) = G80 8 = 1, . . . 3

Obtenemos el grupo de transformaciones q = (q0, q1, . . . , q3) donde q8 (C, ?̃) = G8 (C)
para 8 = 0, . . . , 3.

�t

<latexit sha1_base64="kUyfFHzIhHcmvozUVAglkgWAomw=">AAAB6XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm2ARXJWkVHRZcOOygr1AG8pketIMnVyYORFK6EPoStSdr+ML+DZOaxba+q++Of8/cP7jp1Jocpwvq7SxubW9U96t7O0fHB5Vj0+6OskUxw5PZKL6PtMoRYwdEiSxnypkkS+x509vF37vEZUWSfxAsxS9iE1iEQjOyIz6wzQUo5zmo2rNqTtL2evgFlCDQu1R9XM4TngWYUxcMq0HrpOSlzNFgkucV4aZxpTxKZvgwGDMItRevtx3bl8EibIpRHv5/p3NWaT1LPJNJmIU6lVvMfzPG2QU3Hi5iNOMMOYmYrwgkzYl9qK2PRYKOcmZAcaVMFvaPGSKcTLHqZj67mrZdeg26m6zfnXfrLUaxSHKcAbncAkuXEML7qANHeAg4Rne4N2aWk/Wi/X6Ey1ZxZ9T+CPr4xtJDo2/</latexit>

t

<latexit sha1_base64="WIb022XjyI22LtQxbI1mLYgw1CY=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZo5EliRuXkMgjgQnpaQro0PNId40JmfADujLqzk/yB/wbG5yFgnd1uu7tpG4FiZKGXPfLKWxsbm3vFHdLe/sHh0fl45O2iVMtsCViFetuwA0qGWGLJCnsJhp5GCjsBNO7hd95RG1kHD3QLEE/5ONIjqTgZEdNGpQrbtVdiq2Dl0MFcjUG5c/+MBZpiBEJxY3peW5CfsY1SaFwXuqnBhMupnyMPYsRD9H42XLRObsYxZrRBNny/Tub8dCYWRjYTMhpYla9xfA/r5fSqOZnMkpSwkjYiPVGqWIUs0VfNpQaBamZBS60tFsyMeGaC7JXKdn63mrZdWhfVb3r6k3zulKv5YcowhmcwyV4cAt1uIcGtEAAwjO8wbszdJ6cF+f1J1pw8j+n8EfOxzfU14qL</latexit>

x

<latexit sha1_base64="VrJRiYl/SzhpWibhsIUCKckKuRU=">AAAB4nicbZDLTgIxFIZP8YZ4Q126aSQmrsiMwciSxI1LSOSSwIR0yhlo6FzSdoxkwgvoyqg7H8kX8G0sOAsF/9XX8/9Nzn/8RAptHOeLFDY2t7Z3irulvf2Dw6Py8UlHx6ni2OaxjFXPZxqliLBthJHYSxSy0JfY9ae3C7/7gEqLOLo3swS9kI0jEQjOjB21HoflilN1lqLr4OZQgVzNYflzMIp5GmJkuGRa910nMV7GlBFc4rw0SDUmjE/ZGPsWIxai9rLlonN6EcSKmgnS5ft3NmOh1rPQt5mQmYle9RbD/7x+aoK6l4koSQ1G3EasF6SSmpgu+tKRUMiNnFlgXAm7JeUTphg39iolW99dLbsOnauqW6tet2qVRj0/RBHO4BwuwYUbaMAdNKENHBCe4Q3eyYg8kRfy+hMtkPzPKfwR+fgG2s+Kjw==</latexit>

y

<latexit sha1_base64="OaAxZj9f66N7Sp5TVDITAWVUBMo=">AAAB4nicbZDLSgMxFIZP6q3WW9Wlm2ARXJUZUeyy4MZlC/YC7VAy6Zk2NHMhyQjD0BfQlag7H8kX8G1M6yy09V99Of8fOP/xEym0cZwvUtrY3NreKe9W9vYPDo+qxyddHaeKY4fHMlZ9n2mUIsKOEUZiP1HIQl9iz5/dLfzeIyot4ujBZAl6IZtEIhCcGTtqZ6Nqzak7S9F1cAuoQaHWqPo5HMc8DTEyXDKtB66TGC9nyggucV4ZphoTxmdsggOLEQtRe/ly0Tm9CGJFzRTp8v07m7NQ6yz0bSZkZqpXvcXwP2+QmqDh5SJKUoMRtxHrBamkJqaLvnQsFHIjMwuMK2G3pHzKFOPGXqVi67urZdehe1V3r+s37etas1EcogxncA6X4MItNOEeWtABDgjP8AbvZEyeyAt5/YmWSPHnFP6IfHwD3E2KkA==</latexit>

�t(⌦)

<latexit sha1_base64="zFVPjex81j4wEuiiI2GOZjnbpP8=">AAAB73icbZDLTsJAFIZPvSLeUJduJhIT3JDWYGRJ4sadmMgloZVMh1M6YXpxZmpCCM+hK6PufBdfwLdxwC4U/FffnP+f5PzHTwVX2ra/rJXVtfWNzcJWcXtnd2+/dHDYVkkmGbZYIhLZ9alCwWNsaa4FdlOJNPIFdvzR1czvPKJUPInv9DhFL6LDmAecUW1G924a8r6uuDcRDulZv1S2q/ZcZBmcHMqQq9kvfbqDhGURxpoJqlTPsVPtTajUnAmcFt1MYUrZiA6xZzCmESpvMt96Sk6DRBIdIpm/f2cnNFJqHPkmE1EdqkVvNvzP62U6qHsTHqeZxpiZiPGCTBCdkFl5MuASmRZjA5RJbrYkLKSSMm1OVDT1ncWyy9A+rzq16sVtrdyo54cowDGcQAUcuIQGXEMTWsBAwjO8wbv1YD1ZL9brT3TFyv8cwR9ZH9+pbo+f</latexit>

�0(⌦)

<latexit sha1_base64="k+wIDWnVy7hqo36OlOsI/uWxjNY=">AAAB73icbZDLTsJAFIZPvSLeUJduJhIT3JDWYGRJ4sadmMgloZVMh1M6YXpxZmpCCM+hK6PufBdfwLdxwC4U/FffnP+f5PzHTwVX2ra/rJXVtfWNzcJWcXtnd2+/dHDYVkkmGbZYIhLZ9alCwWNsaa4FdlOJNPIFdvzR1czvPKJUPInv9DhFL6LDmAecUW1G924a8r5dcW8iHNKzfqlsV+25yDI4OZQhV7Nf+nQHCcsijDUTVKmeY6fam1CpORM4LbqZwpSyER1iz2BMI1TeZL71lJwGiSQ6RDJ//85OaKTUOPJNJqI6VIvebPif18t0UPcmPE4zjTEzEeMFmSA6IbPyZMAlMi3GBiiT3GxJWEglZdqcqGjqO4tll6F9XnVq1YvbWrlRzw9RgGM4gQo4cAkNuIYmtICBhGd4g3frwXqyXqzXn+iKlf85gj+yPr4BQdaPWw==</latexit>

⌦

<latexit sha1_base64="oSTBurk4s2ZkfLHzUMmT6pJrMyw=">AAAB53icbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmDEaWJG7ciYn8JDAhnXIHKu3MpO2YkAnPoCuj7nwfX8C3seAsFDyrr/ecJvfcIBFcG9f9cgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMSqG1CNgkfYMtwI7CYKqQwEdoLJ9dzvPKLSPI7uzTRBX9JRxEPOqLGjdv9W4ogOyhW36i5EVsHLoQK5moPyZ38Ys1RiZJigWvc8NzF+RpXhTOCs1E81JpRN6Ah7FiMqUfvZYtsZOQtjRcwYyeL9O5tRqfVUBjYjqRnrZW8+/M/rpSas+xmPktRgxGzEemEqiInJvDQZcoXMiKkFyhS3WxI2pooyY09TsvW95bKr0L6oerXq5V2t0qjnhyjCCZzCOXhwBQ24gSa0gMEDPMMbvDvceXJenNefaMHJ/xzDHzkf30jbjI4=</latexit>

p̃ = (0, p)
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q̃ = (t, q)
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Figura 8.3 Grupo uniparametrico de transformaciones espacio temporal

Sea ahora un función 5 : �X ×Ω→ R. Vamos a calcular la derivada de Lie con
respecto al campo - = m

mC
+∑3

8=1
mq8C
mC

m
mG8

:

!- 5 = - ( 5 ) =
m 5

mC
+

3∑
8=1

mq8C

mC

m 5

mG8

también escribimos 3 5
3C
= !- 5 = - ( 5 ) y se llama derivada total de 5 .

8.4.6. Aplicación: Ecuación de conservación de la masa

Vamos a calcular como se comporta el elemento de masa (o carga) en un fluido

d 3G∧ 3H∧ 3I
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cuando el fluido es transportado por un campo de velocidades
+ = E1 m

mG
+E1 m

mH
+E1 m

mI
. Aquí d = d(C, G, H, I) es una función del punto @ = (G, H, I) ∈

Ω y del tiempo C representando la densidad del fluido. Dado un punto ? ∈Ω tenemos
@ = q(C, ?). De modo que @ = (G(C), H(C), I(C)). Calculemos !+ (d 3G∧ 3H∧ 3I).

!+ (d 3G∧ 3H∧ 3I) = !+ (d) 3G∧ 3H∧ 3I+ d !+ 3G∧ 3H∧ 3I

=
3d

3C
3G∧ 3H∧ 3I+ d!+ 3G∧ 3H∧ 3I

=

( md
mC
+ md
mG

mG

mC
+ md
mH

mH

mC
+ md
mI

mI

mC

)
3G∧ 3H∧ 3I

+ d
( mE1

mG
+ mE

2

mH
+ mE

3

mI

)
3G∧ 3H∧ 3I

que escribiremos así

!+ (d 3G∧ 3H∧ 3I) =
( md
mC
+ (+,∇d) + d 38E+

)
3G∧ 3H∧ 3I

y la ecuación de conservación de la masa es

md

mC
+ (+,∇d) + d 38E+ = 0

que también se puede escribir

md

mC
+ 38E (d+) = 0 (8.11)

Supongamos ahora que d no depende directamente del tiempo, es decir d(G, H, C).
La ecuación de conservación de la masa es entonces

38E (d+) = 0 (8.12)

Introduciendo la 2-forma

ld+ = d+
13G2∧ 3G3 + d+23G3∧ 3G1 + d+33G1∧ 3G3

la ecuación (8.12) se puede escribir

3ld+ = 0

Ecuación de conservación de la masa en forma integral

Sea � una región abierta deΩ de frontera m� donde se verifica la ecuación 8.11,
tendremos
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�

md

mC
= −

∫
�

38E (d+)

Aplicando el teorema de Gauss-Ostrogradski 7.4 resulta

3

3C

∫
�

d = −
∫
m�

(d+,=) 3�

siendo 3� el elemento de área en m� ecuación que nos dice que el cambio de masa
total en la región � es igual al flujo de masa que fluye hacia el interior de �.

8.4.7. Aplicación: Ecuación de conservación de la energía

Como en el apartado anterior consideramos una región abierta � ⊂ Ω de frontera
m� donde se verifica la ecuación (8.11) y sobre la que no actúan fuerzas exteriores. En
Ω tenemos definido un campo de velocidades + = E1 m

mG
+ E1 m

mH
+ E1 m

mI
de modo que

la región � es transportada por este campo, es decir si qC es el grupo uniparamétrico
asociado al campo+ pondremos� (C) = qC (�) con� =� (0) = q0 (�). Por definición
la energía es la suma de la energía cinética y de la energía interna. En ausencia de
fuerzas exteriores a � la variación de la energía cinética es nula por lo que no la
vamos a considerar. Supondremos las dos leyes físicas siguientes:

a) La energía interna � es proporcional a la temperatura absoluta.Más precisamente
pondremos � = d�) donde d es la densidad, � es la capacidad calorífica y )
es la temperatura. � representa la energía interna por unidad de volumen. La
capacidad calorífica es la propiedad del material que representa la cantidad de
energía que tiene que absorber una unidad de masa para aumentar la temperatura
una unidad de temperatura.

b) La difusión de energía interna se caracteriza mediante un campo vectorial � re-
presentando el flujo de energía y que depende del vector gradiente de temperatura.
En particular la conocida como ley de Fourier dice

� = − ∇) (8.13)

donde  es una propiedad del material llamada conductividad calorífica postu-
lando que la energía fluye proporcionalmente al gradiente de temperatura desde
las zonas de mayor temperatura a las de menos temperatura.

Queremos estudiar la variación con el tiempo de la energía interna � en � (C)

3

3C

∫
� (C)

d�)3G∧ 3H∧ 3I

y en particular en el instante C = 0 cuando � (C) = � (0) = �. Vamos a expresar esta
integral en el dominio fijo �:

En general para una formal la derivada de Lie viene dada por !+l = 3
3C

���
C=0
q∗Cl.
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3

3C

∫
� (C)

l =
3

3C

∫
qC (�)

l

=
3

3C

∫
�

q∗Cl =

∫
�

3

3C
q∗Cl

=

∫
�

3

3C
q∗Cl

y en el instante C = 0 tendremos

3

3C

���
C=0

∫
� (C)

l =

∫
�

!+l

Comentario 8.4. Se ha utilizado el paso de la derivada bajo el signo integral, lo
cual es cierto para condiciones de regularidad suficientes del integrando. Véase el
ejercicio 8.7.

Aplicaremos el cálculo anterior a la forma l = d) 3G ∧ 3H ∧ 3I. Empezamos
calculando la derivada de Lie de la forma d�) 3G∧3H∧3I. Para simplificar supon-
dremos que � es constante. + es el campo de velocidades en Ω.

!+ (d�) 3G∧ 3H∧ 3I) = �!+ (d) 3G∧ 3H∧ 3I)
= �) (!+ d) 3G∧ 3H∧ 3I+ d� (!+ )) 3G∧ 3H∧ 3I+ d�) !+ (3G∧ 3H∧ 3I)

= �)
( md
mC
+ (+,∇d)

)
3G∧ 3H∧ 3I+ d�

( m)
mC
+ (+,∇))

)
3G∧ 3H∧ 3I

+ d�) 38E+3G∧ 3H∧ 3I

= �)
( md
mC
+ 38E(d+)

)
3G∧ 3H∧ 3I+ d�

( m)
mC
+ (+,∇))

)
3G∧ 3H∧ 3I

= d�
( m)
mC
+ (+,∇))

)
3G∧ 3H∧ 3I

donde hemos tenido en cuenta la ecuación de conservación de la masa (8.11).
Podemos escribir que la variación de la energía interna en � viene dada por

3

3C

���
C=0

∫
� (C)

d�)3G∧ 3H∧ 3I =
∫
�

!+
(
d�)3G∧ 3H∧ 3I

)
=

∫
�

d�
( m)
mC
+ (+,∇))

)
3G∧ 3H∧ 3I

Expresamos ahora que la variación de la energía interna en la región � será igual la
ganancia o pérdida de energía a través de la frontera de �:∫

�

d�
( m)
mC
+ (+,∇))

)
3G∧ 3H∧ 3I = −

∫
m�

�13I∧ 3H + �23H∧ 3I+ �33G∧ 3H

Aplicando el teorema de Gauss-Ostrogradski 7.4 resulta
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�

(
d�

( m)
mC
+ (+,∇))

)
+ 38E�

)
= 0 (8.14)

puesto que esto es cierto para toda región � en Ω resulta

d�
( m)
mC
+ (+,∇))

)
+ 38E� = 0 (8.15)

Si ahora tenemos en cuenta la ley de Fourier (8.13)

d�
( m)
mC
+ (+,∇))

)
− 38E( ∇)) = 0 (8.16)

En el caso particular en el que el campo de velocidades + es nulo, por ejemplo en
un sólido la ecuación de conservación de la energía es

d�
m)

mC
− 38E( ∇)) = 0 (8.17)

Comentario 8.5. Si tenemos fuentes exteriores de energía, llamando 5 : �→ R a
la energía externa aportada por unidad de volumen tendremos

d�
( m)
mC
+ (+,∇))

)
− 38E( ∇)) = 5 (8.18)

Comentario 8.6. La ecuación 8.15 se deduce de la ecuación 8.14 aplicando el
siguiente propiedad fundamental de la integración de funciones: Sea 5 : Ω→ R
una función continua e integrable en Ω tal que

∫
�
5 = 0 para todo conjunto abierto

� ⊂ Ω entonces 5 = 0 en todo punto de Ω.

La demostración es sencilla:

Demostración:

Por reducción al absurdo supongamos que G ∈ Ω es un punto en el que 5 (G0)
no es nulo por ejemplo 5 (G0) > 0. Como 5 es continua existe una bola �(G0) ⊂ Ω
de G0 en el que 5 (G) > 0 para todo G ∈ �(G0). Por ejemplo podemos suponer que
5 (G) > 1

2 5 (G0) para todo G ∈ �(G0). Entonces
∫
� (G0)

5 > 1
2 5 (G0) ×+>;D<4=(�(G0)

lo que es una contradicción.
�

8.4.8. Derivada de Lie de un campo tensorial

Consideremos ahora un campo tensorial ) : ? ∈ Ω :→ )? ∈ M;
:
(T?), : veces

covariante y ; veces contravariante. Para : vectores tangentes (-1)? , . . . , (-: )? , y ;
formas diferenciales (l1)? , . . . , (l;)? observemos
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�) ⊗.1 ⊗ · · · ⊗.: ⊗l1 ⊗ · · · ⊗l; = ) (.1, . . . ,.: ,l
1, . . . ,l;)

donde� es la contracción respecto a todos los índices quedando una función. Veamos
la derivada de Lie para un tensor ) de orden 2 covariante: Sea - un campo vectorial
y vamos a calcular la derivada de Lie !-) .

!-) (.1,.2) = !-� () ⊗.1 ⊗.2)
= �

(
!-) ⊗.1 ⊗.2

)
+

(
) ⊗ !-.1 ⊗.2

)
+

(
) ⊗.1 ⊗ !-.2

)
= !-) (.1,.2) +) ( [-,.1],.2] +) (.1, [,,.2])

de donde

!-) (.1,.2) = -
(
) (.1,.2)

)
−) ( [-,.1],.2] −) (.1, [,,.2])

Ejemplo: Derivada de Lie del tensor métrico

Consideremos ahora el tensor métrico ) = 68 93G8 ⊗ 3G 9 donde 68 9 = )
(
m
mG8
, m
mG 9

)
.

Sea - un campo vectorial, queremos calcular !-) .
Tendremos !-) = 18 93G8 ⊗ 3G 9 .

18 9 = !-)
( m
mG8

,
m

mG 9

)
= -

(
)
( m
mG8

,
m

mG 9

) )
−)

(
[-, m

mG8
], m
mG 9

)
−)

( m
mG8

, [-, m
mG 9
]
)

Escribamos - =
∑3
8=1F

8 m
mG8

. Resulta

-

(
)
( m
mG8

,
m

mG 9

) )
= - (68 9 ) =

3∑
:=1

F:
m68 9

mG:

[-, m
mG8
] ( 5 ) = - m 5

mG8
− m

mG8
- ( 5 )

=

3∑
:=1

F:
m2 5

mG:mG8
−

3∑
:=1

m

mG8

(
F:

m 5

mG:

)
=

3∑
:=1

F:
m2 5

mG:mG8
−

3∑
:=1

mF:

mG8
m 5

mG:
−

3∑
:=1

F:
m2 5

mG8mG:

= −
3∑
:=1

mF:

mG8
m 5

mG:

es decir
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[-, m
mG8
] = −

3∑
:=1

mF:

mG8
m

mG:

Sustituyendo

)
(
[-, m

mG8
], m
mG8

)
= )

(
−

3∑
:=1

mF:

mG8
m

mG:
,
m

mG 9

)
= −

3∑
:=1

mF:

mG8
)
( m

mG:
,
m

mG 9

)
= −

3∑
:=1

6: 9
mF:

mG8

Análogamente

)
( m
mG8

, [-, m
mG 9
]
)
= −

3∑
:=1

mF:

mG 9
)
( m
mG8

,
m

mG:

)
= −

3∑
:=1

68:
mF:

mG 9

y finalmente

18 9 =

3∑
:=1

F:
m68 9

mG:
+

3∑
:=1

6: 9
mF:

mG8
+

3∑
:=1

68:
mF:

mG 9

Este tensor recibe el nombre de tensor de pequeñas deformaciones y define la varia-
ción del tensor métrico) = 68 93G8 ⊗ 3G 9 cuando se efectúa una pequeña deformación
definida por el campo - .

En coordenadas cartesianas 68 9 = X8 9 de donde

18 9 =
mF 9

mG8
+ mF

8

mG 9

En elasticidad lineal se define el tensor de deformaciones (en el caso de pequeñas
deformaciones) es

1
2
( mF 9
mG8
+ mF

8

mG 9

)
Ejercicios del Capítulo 8

8.1. Demostrar que la aplicación
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q : R×Ω→Ω

(C, G, H) → (G coslC + H sinlC,−G sinlC + H coslC)

define un grupo uniparamétrico.

8.2. Calcular el campo asociado al grupo uniparamétrico

q : R×Ω→Ω

(C, G, H) → (G coslC + H sinlC,−G sinlC + H sinlC)

8.3. Demostrar las propiedades 8.1

8.4. Demostrar la propiedad 8.3

8.5. Sean - e . campos vectoriales en un abierto Ω de R3 . Demostrar
!-. = [-,. ] utilizando la definición general de la derivada de Lie 8.2 y la ex-
presión en coordenadas de los campos vectoriales.

8.6. Sean - un campo vectorial en un abierto Ω de R3 y 5Ω→ R. Demostrar que la
derivada de Lie de la función conmuta con la diferencial, es decir

!- (35 ) = 3 (!- 5 )

más precisamente, para todo campo . se verifica

(!- 35 ) (. ) =
(
3 (!- 5

)
(. )

utilizando un cálculo detallado con coordenadas.

8.7. Sean & un d-rectángulo en R3 e � = [0, 1] un intervalo de '. Sea i :&× �→ R
una función continua.

a) Demostrar que la función k : �→ R definida por k(C) =
∫
&
i(G, C) 3G es continua

en �.
b) Supongamos que mi

mC
: & × � → R existe y es continua. Demostrar que k es

derivable y
3k

3C
=

∫
&

mi

mC
3G





Soluciones de los ejercicios

Ejercicios del Capítulo 1

1.1 Las propiedaddes N1, N2 y N3 son consecuencia inmediata de estas propiedades
para el valor absoluto de números reales.

1.2 Daremos la solución para !∞. Para ello verificamos las propiedades #1, #2 y
#3 de la definición de norma.

#1: supG∈[0,1] | 5 (G) | ≥ 0 y si ‖ 5 ‖ = 0 entonces
supG∈[0,1] | 5 (G) | = 0⇒ 5 (G) = 0 ∀G ∈ [0, 1], es decir 5 = 0.
#2: supG∈[0,1] | ( 5 +6) (G) | ≤ supG∈[0,1] | 5 (G) | + supG∈[0,1] |6(G) |
#3: supG∈[0,1] | (_ 5 ) (G) | = |_ | supG∈[0,1] | 5 (G) |

1.3 Dado G ∈ � la aplicación iG : _ ⊂ R→ _G ⊂ � es evidentemente lineal y es
continua pues

‖_G‖ = ‖G‖.|_ |

Esto permite definir una aplicación ) : � → L(R;�) que a todo G le asocia la
aplicación ) (G) = iG . Tenemos,

1. ) es lineal:
) (G + H) = iG+H = iG +iH = ) (G) +) (H)

ya que para todo _ ∈ R tenemos

iG+H (_) = _(G + H) = _G +_H = iG (_) +iH (_)

y del mismo modo
) (0G) = i0G = 0iG = 0) (G)

ya que para todo _ ∈ R

i0G (_) = _(0G) = 0(_G) = 0iG (_)

2. ) es una isometría:

263
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‖iG ‖ = sup
_∈R;_≠0

‖iG (_)‖
|_ |

= sup
_∈R;_≠0

‖_G‖
|_ | = ‖G‖

3. ) es inyectiva pues si iG = iH ,

‖iG −iH ‖ = 0⇒ iG = iH

por tanto
G = iG (1) = iH (1) = H

4. ) es suprayectiva: Dada ` ∈ L(R;�) existe una G ∈ � tal que ` = ) (G) = iG . En
efecto para ` ∈ L(R;�) basta tomar G = `(1) ya que para todo _ ∈ R tenemos

`(_) = _`(1) = _G = iG (_)

es decir ` = iG .

En conclusión ) es una isometría biyectiva.

1.4 Pongamos Δ(ℎ) = 5 (0 + ℎ) − 5 (0) y calculamos

lı́m
ℎ→0

‖_(ℎ) − `(ℎ)‖
‖ℎ‖ = lı́m

ℎ→0

‖_(ℎ) −Δ(ℎ) +Δ(ℎ) − `(ℎ)‖
‖ℎ‖

≤ lı́m
ℎ→0

‖Δ(ℎ) −_(ℎ)‖
‖ℎ‖ + lı́m

ℎ→0

‖Δ(ℎ) − `(ℎ)‖
‖ℎ‖ = 0

Para G ∈ � pongamos ℎ = CG. Cuando C → 0 tendremos ℎ→ 0. Si G ≠ 0 podemos
escribir

0 = lı́m
C→0

‖_(CG) − `(CG)‖
‖CG‖ =

‖_(G) − `(G)‖
‖G‖

Por lo tanto _(G) = `(G) para todo G ∈ � con G ≠ 0. Finalmente como _(0) = `(0) = 0,
pues _ y ` son aplicaciones lineales, tenemos _(G) = `(G) para todo G ∈ � .

1.5 Si � 5 (0) es la diferencial de 5 en 0

lı́m
G→0
‖ 5 (G) − 5 (0) −�� (0) (G− 0)‖

‖G− 0‖ = 0

y a fortiori
lı́m
G→0
‖ 5 (G) − 5 (0) −�� (0) (G− 0)‖ = 0

Como

‖ 5 (G) − 5 (0)‖ − ‖� 5 (0) (G− 0)‖
≤

��‖ 5 (G) − 5 (0)‖ − ‖� 5 (0) (G− 0)‖�� ≤ ‖ 5 (G) − 5 (0) −� 5 (0) (G− 0)‖



Soluciones de los ejercicios 265

resulta

lı́m
G→0
‖ 5 (G) − 5 (0)‖ ≤ lı́m

G→0
‖� 5 (0)‖‖G− 0‖ + lı́m

G→0
‖ 5 (G) − 5 (0) −�� (0) (G− 0)‖ = 0

1.6 Tenemos �,�1, �2, � espacios normados y � un abierto de � y consideremos la
función 5 : �1 ×�2→ � bilineal continua. Por otra parte D : �→ �1 y E : �→ �2
son diferenciables y sea 6 la función

6 :�→ �1×�2

G→ [D(G), E(G)]

que será diferenciable, siendo la diferencial en el punto 0

�6(0) = [�D(0), �E(0)]

La función compuesta F = 5 ◦6 es

F = 5 ◦6 :�→ �

G→ 5 (D(G), E(G))

Aplicando la regla de la cadena

�F(?) = � ( 5 ◦6) (?) = � 5 (6(?)) ◦�6(?)
= � 5 (D(?), E(?)) ◦�6(?)

�F(?) es una aplicación lineal de � en �. Para todo ℎ ∈ � ,�F(?) (ℎ) es el elemento
de � dado por

�F(?) (ℎ) = � ( 5 ◦6) (?) (ℎ) =
(
� 5

(
6(?)

)
◦�6(?)

)
(ℎ)

= � 5
(
D(?), E(?)

) (
�6(?) (ℎ)

)
= � 5

(
D(?), E(?)

) (
�D(?) (ℎ), �E(?) (ℎ)

)
= 5

(
�D(?) (ℎ), E(?)

)
+ 5

(
D(?), �E(?) (ℎ)

)
1.7 Sean �1, . . . �= y � espacios normados y consideremos la función

) : �1× · · · ×�= → �

(E1, . . . , E=) → ) (E1, . . . , E=)

multilineal continua.
Demostraremos que ) es diferenciable y se tiene

�) (01, . . . , 0=) (ℎ1, . . . , ℎ=) = ) (ℎ1, 02, . . . , 0=) +) (01, ℎ2, . . . , 0=)
+ · · · +) (01, . . . , 0=−1, ℎ=)

En efecto, dado 0 = (01, . . . , 0=) ∈ �1× · · · ×�= introducimos la aplicación
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_8 : �8→ �1× · · · ×�=
E8→ (01, . . . , 08−1, E8 , 08+1, . . . , 0=)

La aplicación compuesta

) ◦_8 : �8→ �

E8→ ) (01, . . . , 08−1, E8 , 08+1, . . . , 0=)

es lineal gracias a que ) es multilineal, en efecto:

() ◦_8) (CE8) = ) (01, . . . , CE8 , . . . , 0=) = C) (01, . . . , E8 , . . . , 0=)
= C () ◦_8) (E8)

y también

() ◦_8) (D8 + E8) = ) (01, . . . , D8 + E8 , . . . , 0=) = ) (01, . . . , D8 , . . . , 0=) +) (01, . . . , E8 , . . . , 0=)
= () ◦_8) (D8) + () ◦_8) (E8)

Además como ) es continua ) ◦_8 es continua. En efecto,

‖() ◦_8) (E8)‖ ≤ ‖) ‖.‖01‖. . . . ‖E8 ‖ . . . ‖0=‖ = " ‖E8 ‖

siendo " = ‖) ‖.‖01‖. . . . ‖08−1‖.‖08+1‖ . . . ‖0=‖.
Concluimos que ) ◦_8 es diferenciable siendo � () ◦_8) (08) = ) ◦_8 cualquiera

que sea 08 ∈ �8 .
Por otra parte la aplicación _8 es una aplicación afín que podemos poner de la

forma
_8 (E8) = 0 + `8 (E8 − 08)

donde `8 es la aplicación lineal continua

`8 : �8→ �1× · · · ×�=
E8→ (0, . . . ,0, E8 ,0, . . . ,0)

de modo que �_8 (08) = `8 cualquiera que sea 08 ∈ �8 . Recopilando tenemos las
relaciones para cualquier 0 = (01, . . . , 0=) ∈ �1× · · · ×�=

) ◦_8 = � () ◦_8) (08) = �)
(
_(08)

)
◦�_8 (08) = �) (0) ◦ `8

ya que _8 (08) = 0.
Consideremos ahora las aplicaciones proyección

?8 : �1× · · · ×�=→ �8

(E1, . . . , E=) → E8

tendremos



Soluciones de los ejercicios 267

`8 ◦ ?8 : �1× · · · ×�=→ �1× · · · ×�=
(E1, . . . , E=) → (0, . . . ,0, E8 ,0, . . . ,0)

de modo que ( =∑
8=1
(`8 ◦ ?8)

)
(E1, . . . , E=) = (E1, . . . , E=)

es la aplicación identidad �3 de �1 × · · · × �= en sí mismo. Como �) (0) es una
aplicación lineal tendremos

�) (0) = �) (0) ◦
( =∑
8=1
(`8 ◦ ?8)

)
=

=∑
8=1

(
�) (0) ◦ `8 ◦ ?8

)
=

=∑
8=1

( (
�) (0) ◦ `8

)
◦ ?8

)
=

=∑
8=1

( (
) ◦_8

)
◦ ?8

)
y finalmente

�) (0) (ℎ1, . . . , ℎ=) = �) (01, . . . , 0=) (ℎ1, . . . , ℎ=) =
=∑
8=1

( (
) ◦_8

)
◦ ?8

)
(ℎ1, . . . , ℎ=)

= () ◦_1) (ℎ1) + () ◦_2) (ℎ2) + · · · + () ◦_=) (ℎ=)
= ) (ℎ1, 02, . . . , 0=) +) (01, ℎ2, . . . , 0=) + · · · +) (01, . . . , 0=−1, ℎ=)

1.8

1. Sea 5 una función real definida en [0, 1] ⊂ R→R. Si 5 tiene unmáximo relativo
en un punto G ∈]0, 1[ y existe 5 ′(G) entonces 5 ′(G) = 0.
Si 5 tiene un máximo relativo en G ∈]0, 1[ quiere decir que existe un entorno
* = (G− X, G + X) de G en el que 5 (C) ≤ 5 (G) para todo C ∈*, es decir

Si G < C < G + X tendremos

5 (C) − 5 (G)
C − G ≤ 0

y pasando al límite cuando C→ G obtenemos

5 ′(G) ≤ 0

Si G− X < C < G tendremos

5 (C) − 5 (G)
C − G ≥ 0

y pasando al límite cuando C→ G obtenemos

5 ′(G) ≥ 0
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es decir
5 ′(G) = 0

.
Análogamente si 5 tiene un mínimo relativo en un punto G ∈]0, 1[ y existe 5 ′(G)
entonces 5 ′(G) = 0. La demostración es análoga.

2. Si 5 y 6 son funciones reales continuas en [0, 1] ⊂ R, diferenciables en ]0, 1[,
existe un punto G ∈]0, 1[ en el cual(

5 (1) − 5 (0)
)
6′(G) =

(
6(1) −6(0)

)
5 ′(G)

En efecto, hagamos

ℎ(C) =
(
5 (1) − 5 (0)

)
6(C) −

(
6(1) −6(0)

)
5 (C) 0 ≤ C ≤ 1

ℎ es continua en [0, 1] y diferenciable en ]0, 1[. Además

ℎ(0) = 5 (1)6(0) − 5 (0)6(1) = ℎ(1)

Bastará demostrar que existe un punto G ∈]0, 1[ en el que ℎ′(G) = 0: Si ℎ es
constante, ℎ′(G) = 0 para todo G ∈ (0, 1). Si ℎ(C) > ℎ(0) para algún C ∈]0, 1[,
como ℎ es continua en [0, 1] que es un conjunto compacto, ℎ alcanza el máximo
en el compacto que tendrá que ser algún punto G ∈]0, 1[. Esto demuestra que
ℎ′(G) = 0. Si ℎ(C) < ℎ(0) para algún C ∈]0, 1[ aplicamos el mismo razonamiento
eligiendo un G ∈]0, 1[ donde ℎ alcanza el mínimo.

3. Si 5 es una función real continua en [0, 1] ⊂ R, diferenciable en ]0, 1[, existe
un punto G ∈]0, 1[ en el cual

5 (1) − 5 (0) = (1− 0) 5 ′(G)

Basta hacer 6(G) = G en el punto anterior.

1.9 Pongamos

E(C) = E(0) + 1
1!
E′(0) (C − 0) + · · · + 1

(=−1)!E
(=−1) (C − 0)=−1 +" (C − 0)=

y hagamos

6(C) = E(C) − E(0) − 1
1!
E′(0) (C − 0) − · · · − 1

(=−1)!E
(=−1) (0) (C − 0)=−1−" (C − 0)=

tenemos 6(0) = 0 y derivando sucesivamente
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6′(C) = E′(C) − 1
1!
E′(0) − · · · − 1

(=−2)!E
(=−1) (0) (C − 0)=−2−=" (C − 0)=−1

6′′(C) = E′′(C) − · · · − 1
(=−3)!E

(=−1) (0) (C − 0)=−3−=(=−1)" (C − 0)=−2

. . .

6 (=−1) (C) = E (=−1) (C) − 1
1!
E (=−1) (0) −=(=−1) (=−2) . . .2" (C − 0)

6 (=) (C) = E (=) (C) −=!"

de modo que
6(0) = 0, 6′(0) = 0, . . . 6 (=−1) (0) = 0

por otra parte

6(1) = E(1) − E(0) − 1
1!
E′(0) (1− 0) − . . .

− 1
(=−1)!E

(=−1) (0) (1− 0)=−1−" (1− 0)= = 0

Como 6 es continua y derivable en [0, 1] existirá un punto 0 ≤ C1 ≤ 1 en el que
6′(C1) = 0. Como 6′(0) = 0 existirá un punto 0 ≤ C2 ≤ C1 en el que 6′′(C2) = 0 y así
sucesivamente llegaremos a que existe un punto 0 ≤ C= ≤ C=−1 en el que 6= (C=) = 0.
Finalmente podemos escribir

0 = 6 (=) (C=) = E (=) (C=) −=!"

de modo que poniendo C= = 0 + \1 con 0 ≤ \ ≤ 1.

" =
E (=) (0 + \1)

=!

1.10 Sea un abierto � ⊂ R3 y 5 y 6 las aplicaciones

R3

∪
�

5
−→

R3

∪
5 (�)

6
−→ 6( 5 (�)) ⊂ R3

6 ◦ 5 :
R3

∪
�−→ 6( 5 (�)) ⊂ R3

Si (6 ◦ 5 )−1 existe y 6−1 existe está claro que (6 ◦ 5 )−1 ◦ 6 existe y es la inversa de
5 . En efecto tenemos por una parte

(6 ◦ 5 )−1 ◦6 ◦ 5 = �3

y por otra parte veamos que también 5 ◦ (6 ◦ 5 )−1 ◦6 = �3: Sea H = 5 (G) con G ∈ �,
tendremos
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5 ◦ (6 ◦ 5 )−1 ◦6

)
(H) =

(
5 ◦ (6 ◦ 5 )−1 ◦6

)
( 5 (G))

=
(
5 ◦ (6 ◦ 5 )−1 ◦6 ◦ 5

)
(G) = 5 (G) = H

por tanto 5 ◦ (6 ◦ 5 )−1 ◦ 6 = �3. Una vez comprobado que 5 −1 existe, podemos
escribir (6 ◦ 5 )−1 = 5 −1 ◦6−1

1.11 Aplicaremos la regla de la cadena: Tenemos que � (ℎ ◦6) (G) : R3→ R es una
aplicación lineal de R3 en R. Calcularemos � (ℎ ◦6) (G) (I) para cualquier I ∈ R3 .

Por una parte la diferencial de ℎ en un punto G ∈ R3 aplicado a I, es
�ℎ(G) (I) = 2(G, I). Por otra parte la diferencial de 6 = H − 5 (·) es la aplicación
�6(G) : R3→ R3 lineal con �6(G) = −� 5 (G) pues H es un vector constante. Final-
mente

� (ℎ ◦6) (G) (I) =
(
�ℎ(6(G)) ◦�6(G)

)
(I) = �ℎ(6(G)

(
�6(G) (I)

)
= 2(6(G), �6(G) (I)) = −2(H− 5 (G), � 5 (G) (I))

Ejercicios del Capítulo 2

2.1 Dado Y > 0 elegimos una partición % como se indica en la figura 8.4

S1

<latexit sha1_base64="DTWisgkL7+bJAfd8/LtgcK3QN2o=">AAAB5HicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG5cYpCfBCakU+5AQzszaTsmZMIb6MqoO5/IF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7p6DhVDNssFrHqBVSj4BG2DTcCe4lCKgOB3WB6u/C7j6g0j6MHM0vQl3Qc8ZAzauyo1Rp6w3LFrbpLkXXwcqhAruaw/DkYxSyVGBkmqNZ9z02Mn1FlOBM4Lw1SjQllUzrGvsWIStR+tlx1Ti7CWBEzQbJ8/85mVGo9k4HNSGometVbDP/z+qkJb/yMR0lqMGI2Yr0wFcTEZNGYjLhCZsTMAmWK2y0Jm1BFmbF3Kdn63mrZdejUql69enVfrzRq+SGKcAbncAkeXEMD7qAJbWAwhmd4g3cndJ6cF+f1J1pw8j+n8EfOxzfDfYsI</latexit>

S2

<latexit sha1_base64="ceZX/dTtrEuOZDDtQy6BYDvy60E=">AAAB5HicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG5cYpCfBCakU+5AQ6czaTsmZMIb6MqoO5/IF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7p6DhVDNssFrHqBVSj4BLbhhuBvUQhjQKB3WB6u/C7j6g0j+WDmSXoR3QsecgZNXbUag1rw3LFrbpLkXXwcqhAruaw/DkYxSyNUBomqNZ9z02Mn1FlOBM4Lw1SjQllUzrGvkVJI9R+tlx1Ti7CWBEzQbJ8/85mNNJ6FgU2E1Ez0aveYvif109NeONnXCapQclsxHphKoiJyaIxGXGFzIiZBcoUt1sSNqGKMmPvUrL1vdWy69CpVb169eq+XmnU8kMU4QzO4RI8uIYG3EET2sBgDM/wBu9O6Dw5L87rT7Tg5H9O4Y+cj2/E+4sJ</latexit>

S3

<latexit sha1_base64="6+QI4+Mgv/3LPK0F0LK4h3ij7EU=">AAAB5HicbZDNTgIxFIXv+Iv4h7p000hMXJEZxOiSxI1LDPKTwIR0yh1oaGcmbceETHgDXRl15xP5Ar6NBWeh4Fl9vec0uecGieDauO6Xs7a+sbm1Xdgp7u7tHxyWjo7bOk4VwxaLRay6AdUoeIQtw43AbqKQykBgJ5jczv3OIyrN4+jBTBP0JR1FPOSMGjtqNgeXg1LZrbgLkVXwcihDrsag9NkfxiyVGBkmqNY9z02Mn1FlOBM4K/ZTjQllEzrCnsWIStR+tlh1Rs7DWBEzRrJ4/85mVGo9lYHNSGrGetmbD//zeqkJb/yMR0lqMGI2Yr0wFcTEZN6YDLlCZsTUAmWK2y0JG1NFmbF3Kdr63nLZVWhXK16tcnVfK9er+SEKcApncAEeXEMd7qABLWAwgmd4g3cndJ6cF+f1J7rm5H9O4I+cj2/GeYsK</latexit>

1

2
� "

2

<latexit sha1_base64="hoeCgmMg0qEKO7r+gcglhB69XFo=">AAACBnicbVC9TsMwGHTKXyl/BUYWiwqJAaqkKoKxEgtjkeiP1ESV435prTpxZDuVqqg7vAxMCNh4AF6At8FpM0DLTffdnSXf+TFnStv2t1VYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHbSUSSaFFBRey6xMFnEXQ0kxz6MYSSOhz6Pjj28zvTEAqJqIHPY3BC8kwYgGjRBupX664gSQ0dWZpbYYv8eJyJ0RCrBgXUaablF2158CrxMlJBeVo9stf7kDQJIRIU06U6jl2rL2USM0oh1nJTRTEhI7JEHqGRiQE5aXzMjN8FgiJ9Qjw/P6dTUmo1DT0TSYkeqSWvUz8z+slOrjxUhbFiYaImojxgoRjLXC2CR4wCVTzqSGESmZ+iemImCW0Wa5k6jvLZVdJu1Z16tWr+3qlcZEPUUQn6BSdIwddowa6Q03UQhQ9oRf0jj6sR+vZerXeFtGClb85Rn9gff4Ac+qZAQ==</latexit>

1

2
� "

2

<latexit sha1_base64="hoeCgmMg0qEKO7r+gcglhB69XFo=">AAACBnicbVC9TsMwGHTKXyl/BUYWiwqJAaqkKoKxEgtjkeiP1ESV435prTpxZDuVqqg7vAxMCNh4AF6At8FpM0DLTffdnSXf+TFnStv2t1VYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHbSUSSaFFBRey6xMFnEXQ0kxz6MYSSOhz6Pjj28zvTEAqJqIHPY3BC8kwYgGjRBupX664gSQ0dWZpbYYv8eJyJ0RCrBgXUaablF2158CrxMlJBeVo9stf7kDQJIRIU06U6jl2rL2USM0oh1nJTRTEhI7JEHqGRiQE5aXzMjN8FgiJ9Qjw/P6dTUmo1DT0TSYkeqSWvUz8z+slOrjxUhbFiYaImojxgoRjLXC2CR4wCVTzqSGESmZ+iemImCW0Wa5k6jvLZVdJu1Z16tWr+3qlcZEPUUQn6BSdIwddowa6Q03UQhQ9oRf0jj6sR+vZerXeFtGClb85Rn9gff4Ac+qZAQ==</latexit>

"

2

<latexit sha1_base64="kSBj9IOhlNweTFaRLKtgivHbdPA=">AAAB+HicbZDNSsNAFIUn9a/Wv6i4cjNYBBdSklLRZcGNywr2B5pQJtObduhkEmYmhRryLroSdedz+AK+jdOahbae1Tf3nIF7T5BwprTjfFmltfWNza3ydmVnd2//wD486qg4lRTaNOax7AVEAWcC2pppDr1EAokCDt1gcjv3u1OQisXiQc8S8CMyEixklGgzGtgnXigJzbwpkZAoxmORZ/V8YFedmrMQXgW3gCoq1BrYn94wpmkEQlNOlOq7TqL9jEjNKIe84qUKEkInZAR9g4JEoPxssX6Oz8NYYj0GvHj/zmYkUmoWBSYTET1Wy958+J/XT3V442dMJKkGQU3EeGHKsY7xvAU8ZBKo5jMDhEpmtsR0TEwT2nRVMee7y8euQqdecxu1q/tGtXlZFFFGp+gMXSAXXaMmukMt1EYUZegZvaF369F6sl6s159oySr+HKM/sj6+Adohk70=</latexit>

Figura 8.4 Partición de [0, 1] × [0, 1]
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Para esta partición

! ( 5 , %) = <(1 ( 5 )+ ((1) +<(2 ( 5 )+ ((2) +<(3 ( 5 )+ ((3

= 0.( 1
2
− Y

2
) +0.Y +1.( 1

2
− Y

2
) = 1

2
− Y

2
* ( 5 , %) = "(1 ( 5 )+ ((1) +"(2 ( 5 )+ ((2) +"(3 ( 5 )+ ((3

= 0.( 1
2
− Y

2
) +1.Y +1.( 1

2
− Y

2
) = 1

2
+ Y

2

de modo que
* ( 5 , %) − ! ( 5 , %) = Y

Por lo tanto la función es integrable y

! ( 5 , %) ≤
∫
[0,1]×[0,1]

5 ≤ * ( 5 , %)

o bien
1
2
− Y

2
≤

∫
[0,1]×[0,1]

5 ≤ 1
2
+ Y

2

y pasando al límite cuando Y→ 0 resulta∫
[0,1]×[0,1]

5 =
1
2

2.2 Llamemos "( ( 5 ) = sup{ 5 (G); G ∈ (} y <( ( 5 ) = ı́nf{ 5 (H); H ∈ (}. Esto quiere
decir que para todo Y > 0 existe G ∈ ( tal que

"( ( 5 ) − Y < 5 (G)

y existe H ∈ ( tal que
5 (H) < <( ( 5 ) + Y

que es lo mismo que
− 5 (H) > −Y−<B ( 5 )

de modo que sumando

5 (G) − 5 (H) > "( ( 5 ) −<( ( 5 ) −2Y

Salvo en el caso en el que "( ( 5 ) = <( ( 5 ), tendremos "( ( 5 ) > <( ( 5 ) y por lo
tanto para Y > 0 suficientemente pequeño tendremos también

| 5 (G) − 5 (H) | > "( ( 5 ) −<( ( 5 ) −2Y

lo que quiere decir que sup{| 5 (G) − 5 (H) |; G ∈ (, H ∈ (} = "( ( 5 ) −<( ( 5 ).
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En el caso en que "( ( 5 ) = <( ( 5 ) la función 5 es constante en (, y entonces
también

sup{| 5 (G) − 5 (H) |; G ∈ (, H ∈ (} = sup{ 5 (G) − 5 (H); G ∈ (, H ∈ (} = 0

2.3 Como 5 es continua en & es integrable en &, entonces

sup! ( 5 , %) =
∫
&

5 = ı́nf* ( 5 , %)

Vamos a tomar una sucesión de particiones (%=)= tales que los subrectángulos (=
de %=. verifiquen + ((=) → 0 cuando =→∞. Por ejemplo sean los (= = (8 9 de %=
siguientes

(8 9 = [
8−1
=
,
8

=
] × [ 9 −1

=
,
9

=
] 8, 9 = 1, . . . , =

El volumen de cada subrectángulo es

j = 3

<latexit sha1_base64="ZgMF+4kMi9N7y4ns4Y5sdtBk9qc=">AAAB5HicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCpJrehGKLhxWdFeoA1lMj1px04uzEyEEvoGuhJ15xP5Ar6Nk5qFtv6rb87/D5z/eLHgStv2l1VYWV1b3yhulra2d3b3yvsHbRUlkmGLRSKSXY8qFDzEluZaYDeWSANPYMebXGd+5xGl4lF4r6cxugEdhdznjGozunu4OhuUK3bVnossg5NDBXI1B+XP/jBiSYChZoIq1XPsWLsplZozgbNSP1EYUzahI+wZDGmAyk3nq87IiR9JosdI5u/f2ZQGSk0Dz2QCqsdq0cuG/3m9RPuXbsrDONEYMhMxnp8IoiOSNSZDLpFpMTVAmeRmS8LGVFKmzV1Kpr6zWHYZ2rWqU6+e39YrjVp+iCIcwTGcggMX0IAbaEILGIzgGd7g3fKtJ+vFev2JFqz8zyH8kfXxDbYbiv8=</latexit>

i = 2

<latexit sha1_base64="iRpdHDD6zi+iO4jCofPxr0Mr5KQ=">AAAB5HicbZDNSgMxFIXv1L9a/6ou3QSL4KrMlIpuhIIblxXtD7RDyaR32tBkZkgyQhn6BroSdecT+QK+jWmdhbae1Zd7TuCeGySCa+O6X05hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8etXWcKoYtFotYdQOqUfAIW4Ybgd1EIZWBwE4wuZn7nUdUmsfRg5km6Es6injIGTV2dM+va4Nyxa26C5FV8HKoQK7moPzZH8YslRgZJqjWPc9NjJ9RZTgTOCv1U40JZRM6wp7FiErUfrZYdUbOwlgRM0ayeP/OZlRqPZWBzUhqxnrZmw//83qpCa/8jEdJajBiNmK9MBXExGTemAy5QmbE1AJlitstCRtTRZmxdynZ+t5y2VVo16pevXpxV680avkhinACp3AOHlxCA26hCS1gMIJneIN3J3SenBfn9SdacPI/x/BHzsc3sx2K/Q==</latexit>

S2,3

<latexit sha1_base64="hjBB2v0j9aoKoJAJXTv45Jr5vE8=">AAAB6XicbZDLTsJAFIZP8YZ4Q126mUhMXBjSAkaXJG5cYpRLAg2ZDqcwYXrJzNSENDyEroy683V8Ad/GKXah4L/65vz/JOc/Xiy40rb9ZRXW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRR0WJZNhmkYhkz6MKBQ+xrbkW2Isl0sAT2PWmN5nffUSpeBQ+6FmMbkDHIfc5o9qMevfDtHZRn5eG5YpdtRciq+DkUIFcrWH5czCKWBJgqJmgSvUdO9ZuSqXmTOC8NEgUxpRN6Rj7BkMaoHLTxb5zcuZHkugJksX7dzalgVKzwDOZgOqJWvay4X9eP9H+tZvyME40hsxEjOcnguiIZLXJiEtkWswMUCa52ZKwCZWUaXOcrL6zXHYVOrWq06he3jUqzVp+iCKcwCmcgwNX0IRbaEEbGAh4hjd4t6bWk/Vivf5EC1b+5xj+yPr4BpR0jJw=</latexit>

(2, 3)

<latexit sha1_base64="JgOgPlkTooC7nMhDm4uqCYKZV24=">AAAB53icbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiVJCS1IouC25cVrAXaEOZTE/asZMLMxOhhD6DrkTd+T6+gG/jpGah1X/1zfn/gfMfLxZcadv+tAorq2vrG8XN0tb2zu5eef+go6JEMmyzSESy51GFgofY1lwL7MUSaeAJ7HrT68zvPqBUPArv9CxGN6DjkPucUW1GnWr97Py0NCxX7Jq9EPkLTg4VyNUalj8Go4glAYaaCapU37Fj7aZUas4EzkuDRGFM2ZSOsW8wpAEqN11sOycnfiSJniBZvH9mUxooNQs8kwmonqhlLxv+5/UT7V+5KQ/jRGPITMR4fiKIjkhWmoy4RKbFzABlkpstCZtQSZk2p8nqO8tl/0KnXnMatYvbRqVZzQ9RhCM4hio4cAlNuIEWtIHBPTzBK7xZ3Hq0nq2X72jByv8cwi9Z718+Qosl</latexit>

(1, 1)

<latexit sha1_base64="OzJaF0ig02SvB843KuyGoeJSyEY=">AAAB53icbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiVJCSlIouC25cVrAXaEOZTE/asZMLMxOhhD6DrkTd+T6+gG/jpGahrf/qm/P/A+c/Xiy40rb9ZRXW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRR0WJZNhmkYhkz6MKBQ+xrbkW2Isl0sAT2PWmN5nffUSpeBTe61mMbkDHIfc5o9qMOlXnwjkvDcsVu2YvRFbByaECuVrD8udgFLEkwFAzQZXqO3as3ZRKzZnAeWmQKIwpm9Ix9g2GNEDlpott5+TMjyTREySL9+9sSgOlZoFnMgHVE7XsZcP/vH6i/Ws35WGcaAyZiRjPTwTREclKkxGXyLSYGaBMcrMlYRMqKdPmNFl9Z7nsKnTqNadRu7xrVJrV/BBFOIFTqIIDV9CEW2hBGxg8wDO8wbvFrSfrxXr9iRas/M8x/JH18Q05wIsi</latexit>

S1,1

<latexit sha1_base64="JLT93CNwAnpPrNQAsBMIggioKeg=">AAAB6XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuJCSlIouC25cVrQXaEOZTE/aoZMLMxOhhD6ErkTd+Tq+gG/jJGahrf/qm/P/A+c/Xiy40rb9ZZXW1jc2t8rblZ3dvf2D6uFRV0WJZNhhkYhk36MKBQ+xo7kW2I8l0sAT2PNmN5nfe0SpeBQ+6HmMbkAnIfc5o9qM+vej1LlwFpVRtWbX7VxkFZwCalCoPap+DscRSwIMNRNUqYFjx9pNqdScCVxUhonCmLIZneDAYEgDVG6a77sgZ34kiZ4iyd+/sykNlJoHnskEVE/VspcN//MGifav3ZSHcaIxZCZiPD8RREckq03GXCLTYm6AMsnNloRNqaRMm+Nk9Z3lsqvQbdSdZv3yrllrNYpDlOEETuEcHLiCFtxCGzrAQMAzvMG7NbOerBfr9Sdasoo/x/BH1sc3j/KMmQ==</latexit>

Figura 8.5 Partición de [0, 1] × [0, 1] para = = 4

+ ((8 9 ) =
1
=

1
=
=

1
=2

de modo que + ((8 9 ) → 0 cuando =→∞. Tendremos pues

lı́m
=→∞

! ( 5 , %=) = lı́m
=→∞

* ( 5 , %=) =
∫
&

5

Calculemos por ejemplo lı́m=→∞* ( 5 , %):
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* ( 5 , %=) =
=∑

8, 9=1
"(8 9 ( 5 ).+ ((8 9 ) =

=∑
8, 9=1

82

=
.
9

=
.

1
=2

=
1
=4

=∑
8, 9=1

82 9 =
1
=4

=∑
8, 9=1

82
=∑

8, 9=1
9

=
1
=4 (1

2 +22 + · · · +=2) (1+2+ · · · +=) = 1
=4
=(=+1) (2=+1)

6
=+1

2
=→∞−→ 1

6

Nota: Hemos utilizado 12 + 22 + · · · + =2 = =(=+1) (2=+1)
6 que se puede demostrar me-

diante el principio de inducción matemática.

2.4

a) Sea [0, 1] ⊂ R un intervalo cerrado de R. Demostraremos que si {*1,*2, . . . ,*=}
recubre [0, 1] entonces ∑=

8=1+ (*8) ≥ 1− 0. Razonando por inducción:

Sea = = 1, es decir, supongamos que*1 recubre [0, 1] entonces tendremos

+ (*1) ≥ 1− 0

Supongamos válido el resultado para un recubrimiento del intervalo [0, 1]
por = intervalos y sea {*1,*2, . . . ,*=+1} un recubrimiento de [0, 1] con =+1
subintervalos. Podemos suponer que 0 ∈ *1 = [U, V]. Tendremos U ≤ 0 ≤ V.
Si V ≥ 1 entonces + (*1) = V−U ≥ 1− 0 y a fortiriori

∑=+1
8=1 + (*8) ≥ 1− 0.

Si V < 1 entonces [V, 1] está recubierto por {*2, . . . ,*=+1} y por la hipótesis
de inducción

=+1∑
8=2
+ (*8) ≥ 1− V

entonces

=+1∑
8=1
+ (*8) = E(*1) +

=+1∑
8=2
+ (*8) ≥ V− 0 + 1− V = 1− 0

b) Si � es un conjunto compacto, de todo recubrimiento abierto puede obtenerse
un subrecubrimiento finito. Por tanto si para todo Y > 0 existe un recubrimiento
numerable R = {*1,*2, . . . } de � tal que para todo

∞∑
8=1
+ (*8) < Y

Sea {,1, . . . ,,=} ⊂ R un subrecubrimiento finito de � extraido del recubrimiento
R. Entonces
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=∑
8=1
+ (,8) < Y

por lo que � tiene contenido cero.
c) Un intervalo cerrado [0, 1] ⊂ R es un conjunto compacto. Si[0, 1] tuviesemedida

cero por la parte (b) del ejercicio [0, 1] tendría contenido cero y en la parte (a)
hemos visto que un intervalo cerrado [0, 1] no tiene contenido cero. Por lo tanto
un intervalo cerrado [0, 1] no tiene medida cero.

2.5 Como

� = {G ∈ &; 5 (G) ≠ 0} =
∞⋃
==1
{G; 5 (G) > 1

=
}

bastará probar que el conjunto {G; 5 (G) > 1
=
} tiene contenido cero.

Si
∫
&
5 = 0 existe una partición % tal que

* ( 5 , %) − ! ( 5 , %) < Y

=

Como 5 es no negativa 0 ≤ ! ( 5 , %) ≤
∫
&
5 = 0 tendremos ! ( 5 , %) = 0 y

* ( 5 , %) < Y

=

Sea S el conjunto de subrectángulos ( de la partición % tales que

(∩ {G; 5 (G) > 1
=
} ≠ ∅

Tendremos

1
=

∑
(∈S

+ (() <
∑
(∈S

"( ( 5 )+ (() ≤
∑
(∈%

"( ( 5 )+ (() ≤
Y

=

es decir ∑
(∈S

+ (() < Y

2.6 & = [0,1] y � el conjunto de números racionales entre 0 y 1. En efecto, la
frontera de � es todo el intervalo [0,1] pues en cualquier entorno de un número
racional hay números reales no racionales. Por lo tanto la frontera no tiene medida
cero y j� no es integrable.

2.7

a) Sean G1 < G2 < . . . < G= ∈ [0, 1] y hagamos G0 = 0 y G=+1 = 1.
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=+1∑
8=0
O( 5 , G8) = 5 (0+) − 5 (0) + 5 (G+1 ) − 5 (G

−
1 ) + 5 (G

+
2 ) − 5 (G

−
2 )

+ 5 (G+3 ) − 5 (G
−
3 ) + · · · + 5 (G

+
=) − 5 (G−= ) + 5 (1) − 5 (1−)

= − 5 (0) +
(
5 (0+) − 5 (G−1 )

)
+

(
5 (G+1 ) − 5 (G

−
2 )

)
+ . . .

+
(
5 (G+=−1) − 5 (G

−
= )

)
+

(
5 (G+=) − 5 (1−)

)
+ 5 (1)

como
(
5 (0+) − 5 (G−1 )

)
≤ 0,

(
5 (G+1 ) − 5 (G

−
2 )

)
≤ 0, . . . ,

(
5 (G+

=−1) − 5 (G
−
= )

)
≤ 0 y(

5 (G+=) − 5 (1−)
)
≤ 0 tenemos

=+1∑
8=0
O( 5 , G8) ≤ 5 (1) − 5 (0)

Ahora bien para todo X > 0, " (0, 5 , X) ≥ 5 (0) y <(0, 5 , X) = 5 (0) puesto que
5 es creciente, de modo que O( 5 , 0) = lı́mX→0 (" (0, 5 , X) −<(0, 5 , X)) ≥ 0. Del
mismo modo " (1, 5 , X) = 5 (1) y <(1, 5 , X) ≤ 5 (1) y también O( 5 , 1) ≥ 0.
Finalmente

=∑
8=1
O( 5 , G8) =

=+1∑
8=0
O( 5 , G8) −O( 5 , 0) −O( 5 , 1) ≤ 5 (1) − 5 (0)

a

<latexit sha1_base64="8oTap2zwQxW6M/ku0KxyjSVyT5g=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZo5EliRuXkMgjgQmpaQro0PNId48JmfADujLqzk/yB/wbG5yFgnd1uu7tpG4FiRTauO6XU9jY3NreKe6W9vYPDo/KxydtHaeKU4vHMlbdADVJEVHLCCOpmyjCMJDUCaZ3C7/zSEqLOHows4T8EMeRGAmOxo6aOChX3Kq7FFsHL4cK5GoMyp/9YczTkCLDJWrd89zE+BkqI7ikeamfakqQT3FMPYsRhqT9bLnonF2MYsXMhNjy/TubYaj1LAxsJkQz0aveYvif10vNqOZnIkpSQxG3EeuNUslMzBZ92VAo4kbOLCBXwm7J+AQVcmOvUrL1vdWy69C+qnrX1ZvmdaVeyw9RhDM4h0vw4BbqcA8NaAEHgmd4g3dn6Dw5L87rT7Tg5H9O4Y+cj2+4fYp4</latexit>

b

<latexit sha1_base64="9zpivAPejwNEq0XeBcDN5PSO7mo=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZo5EliRuXkMgjgQnpaQro0PNId40JmfADujLqzk/yB/wbG5yFgnd1uu7tpG4FiZKGXPfLKWxsbm3vFHdLe/sHh0fl45O2iVMtsCViFetuwA0qGWGLJCnsJhp5GCjsBNO7hd95RG1kHD3QLEE/5ONIjqTgZEfNYFCuuFV3KbYOXg4VyNUYlD/7w1ikIUYkFDem57kJ+RnXJIXCeamfGky4mPIx9ixGPETjZ8tF5+xiFGtGE2TL9+9sxkNjZmFgMyGniVn1FsP/vF5Ko5qfyShJCSNhI9YbpYpRzBZ92VBqFKRmFrjQ0m7JxIRrLshepWTre6tl16F9VfWuqzfN60q9lh+iCGdwDpfgwS3U4R4a0AIBCM/wBu/O0HlyXpzXn2jByf+cwh85H9+5+4p5</latexit>

Figura 8.6 Funcion creciente

b) Podemos escribir
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{G; 5 no es continua en G} = {G; O( 5 , G) > 0} =
∞⋃
==1
{G; O( 5 , G) ≥ 1

=
}

Bastará probar que �= = {G; O( 5 , G) ≥ 1
=
} tiene medida nula. Para ello vamos a

ver que �= es un conjunto finito. En efecto, razonando por reducción al absurdo
supongamos que �= no es finito. Extraigamos un conjunto numerable de puntos
que ordenaremos en orden creciente 0 ≤ G1 ≤ G2 ≤ · · · ≤ G" < 1.

"∑
8=1
O( 5 , G8) ≥

"∑
8=1

1
=
=
"

=

Por otra parte aplicando el resultado de la parte (a)

"∑
8=1
O( 5 , G8) ≤ 5 (1) − 5 (0)

Pero tomando " suficientemente grande resulta "
=
> 5 (1) − 5 (0) llegando a

una contradicción. En consecuencia �= tiene que ser un conjunto finito y en
consecuencia tiene contenido cero y por lo tanto medida cero.

c) Como el conjunto {G; 5 no es continua en G} tiene medida nula, aplicando el
teorema 2.3 concluimos que si 5 es creciente es integrable.

2.8 ∫
�

5 =

∫ 1

0

(∫ 1

0
(G2j�) 3H

)
3G

=

∫ 1

0

(∫ G2

0
G2 3H

)
3G

=

∫ 1

0
G2

(∫ G2

0
3H

)
3G

=

∫ 1

0
(G2 [H]G2

0 ) 3G =
∫ 1

0
G4 3G = [ G

5

5
]10 =

1
5
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y

<latexit sha1_base64="MNaLjrTzo6V0XVjdinVAdOAf2gs=">AAAB4nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVagtEliRuXkAiYQEOmwy1MmGmbmalJ0/ACujLqzkfyBXwbB+xCwbP65p4zyT03SATXxnW/nNLG5tb2Tnm3srd/cHhUPT7p6ThVDLssFrF6CKhGwSPsGm4EPiQKqQwE9oPZ7cLvP6LSPI7uTZagL+kk4iFn1NhRJxtVa27dXYqsg1dADQq1R9XP4ThmqcTIMEG1HnhuYvycKsOZwHllmGpMKJvRCQ4sRlSi9vPlonNyEcaKmCmS5ft3NqdS60wGNiOpmepVbzH8zxukJrzxcx4lqcGI2Yj1wlQQE5NFXzLmCpkRmQXKFLdbEjalijJjr1Kx9b3VsuvQa9S9Zv2q06y1GsUhynAG53AJHlxDC+6gDV1ggPAMb/DujJ0n58V5/YmWnOLPKfyR8/EN2n+Kig==</latexit>

x

<latexit sha1_base64="XmTur66Q76xrGKad4N8gZ+V/a1k=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG5cQiI/CUxIp9yBhs500naMZMIL6MqoOx/JF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7paJkqhm0mhVS9gGoUPMa24UZgL1FIo0BgN5jeLvzuAyrNZXxvZgn6ER3HPOSMGjtqPQ7LFbfqLkXWwcuhArmaw/LnYCRZGmFsmKBa9z03MX5GleFM4Lw0SDUmlE3pGPsWYxqh9rPlonNyEUpFzATJ8v07m9FI61kU2ExEzUSveovhf14/NeGNn/E4SQ3GzEasF6aCGEkWfcmIK2RGzCxQprjdkrAJVZQZe5WSre+tll2HTq3q1atXrXqlUcsPUYQzOIdL8OAaGnAHTWgDA4RneIN3Z+Q8OS/O60+04OR/TuGPnI9v2QGKiQ==</latexit>

D

<latexit sha1_base64="okZ3f7sZlIk5ZVq38Em0i+clUms=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJLpwCYn8JDAhnXIHGjqdSdsxIRNeQFdG3flIvoBvY8FZKHhWX+85Te65QSK4Nq775RQ2Nre2d4q7pb39g8Oj8vFJR8epYthmsYhVL6AaBZfYNtwI7CUKaRQI7AbT24XffUSleSwfzCxBP6JjyUPOqLGj1t2wXHGr7lJkHbwcKpCrOSx/DkYxSyOUhgmqdd9zE+NnVBnOBM5Lg1RjQtmUjrFvUdIItZ8tF52TizBWxEyQLN+/sxmNtJ5Fgc1E1Ez0qrcY/uf1UxPe+BmXSWpQMhuxXpgKYmKy6EtGXCEzYmaBMsXtloRNqKLM2KuUbH1vtew6dGpVr169atUrjVp+iCKcwTlcggfX0IB7aEIbGCA8wxu8OyPnyXlxXn+iBSf/cwp/5Hx8A4tpilU=</latexit>

y = x2

<latexit sha1_base64="4Y3oe7KbkXyWmSW5NcFpBPBQeNs=">AAAB5nicbZDNTsJAFIVv/UX8Q126mUhMXJGWYHRjQuLGJSYWSKCS6XBLJ0x/MjM1koZX0JVRdz6QL+DbOGAXCp7VN/ecSe65fiq40rb9Za2srq1vbJa2yts7u3v7lYPDtkoyydBliUhk16cKBY/R1VwL7KYSaeQL7Pjj65nfeUCpeBLf6UmKXkRHMQ84o9qM3MnV4319UKnaNXsusgxOAVUo1BpUPvvDhGURxpoJqlTPsVPt5VRqzgROy/1MYUrZmI6wZzCmESovny87JadBIokOkczfv7M5jZSaRL7JRFSHatGbDf/zepkOLr2cx2mmMWYmYrwgE0QnZNaZDLlEpsXEAGWSmy0JC6mkTJvLlE19Z7HsMrTrNadRO79tVJv14hAlOIYTOAMHLqAJN9ACFxhweIY3eLdC68l6sV5/oitW8ecI/sj6+AZXD4v3</latexit>

Figura 8.7 Dominio de integración. Ejercicio 2.8

2.9 ∫
�

5 =

∫ 1

0

(∫ 1

G

4H
2
3H

)
3G

La integral
∫ 1
G
4H

2
3H es la integral de una curva gaussiana (campana de Gauss). Para

calcular la integral en � será más sencillo utilizar el teorema de Fubini observando
que

� = {(G, H) ∈ R2; 0 < H < 1, 0 < G < H}

y calcular ∫
�

5 =

∫ 1

0

(∫ H

0
4H

2
3G

)
3H =

∫ 1

0
4H

2
(∫ H

0
13G

)
3H

=

∫ 1

0
H4H

2
3H = [ 1

2
4H

2 ]10 =
1
2
(4−1)
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y

<latexit sha1_base64="MNaLjrTzo6V0XVjdinVAdOAf2gs=">AAAB4nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVagtEliRuXkAiYQEOmwy1MmGmbmalJ0/ACujLqzkfyBXwbB+xCwbP65p4zyT03SATXxnW/nNLG5tb2Tnm3srd/cHhUPT7p6ThVDLssFrF6CKhGwSPsGm4EPiQKqQwE9oPZ7cLvP6LSPI7uTZagL+kk4iFn1NhRJxtVa27dXYqsg1dADQq1R9XP4ThmqcTIMEG1HnhuYvycKsOZwHllmGpMKJvRCQ4sRlSi9vPlonNyEcaKmCmS5ft3NqdS60wGNiOpmepVbzH8zxukJrzxcx4lqcGI2Yj1wlQQE5NFXzLmCpkRmQXKFLdbEjalijJjr1Kx9b3VsuvQa9S9Zv2q06y1GsUhynAG53AJHlxDC+6gDV1ggPAMb/DujJ0n58V5/YmWnOLPKfyR8/EN2n+Kig==</latexit>

x

<latexit sha1_base64="XmTur66Q76xrGKad4N8gZ+V/a1k=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG5cQiI/CUxIp9yBhs500naMZMIL6MqoOx/JF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7paJkqhm0mhVS9gGoUPMa24UZgL1FIo0BgN5jeLvzuAyrNZXxvZgn6ER3HPOSMGjtqPQ7LFbfqLkXWwcuhArmaw/LnYCRZGmFsmKBa9z03MX5GleFM4Lw0SDUmlE3pGPsWYxqh9rPlonNyEUpFzATJ8v07m9FI61kU2ExEzUSveovhf14/NeGNn/E4SQ3GzEasF6aCGEkWfcmIK2RGzCxQprjdkrAJVZQZe5WSre+tll2HTq3q1atXrXqlUcsPUYQzOIdL8OAaGnAHTWgDA4RneIN3Z+Q8OS/O60+04OR/TuGPnI9v2QGKiQ==</latexit>

D

<latexit sha1_base64="okZ3f7sZlIk5ZVq38Em0i+clUms=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJLpwCYn8JDAhnXIHGjqdSdsxIRNeQFdG3flIvoBvY8FZKHhWX+85Te65QSK4Nq775RQ2Nre2d4q7pb39g8Oj8vFJR8epYthmsYhVL6AaBZfYNtwI7CUKaRQI7AbT24XffUSleSwfzCxBP6JjyUPOqLGj1t2wXHGr7lJkHbwcKpCrOSx/DkYxSyOUhgmqdd9zE+NnVBnOBM5Lg1RjQtmUjrFvUdIItZ8tF52TizBWxEyQLN+/sxmNtJ5Fgc1E1Ez0qrcY/uf1UxPe+BmXSWpQMhuxXpgKYmKy6EtGXCEzYmaBMsXtloRNqKLM2KuUbH1vtew6dGpVr169atUrjVp+iCKcwTlcggfX0IB7aEIbGCA8wxu8OyPnyXlxXn+iBSf/cwp/5Hx8A4tpilU=</latexit>

x = y

<latexit sha1_base64="ViHBK5KbiOZJXZL9TbwJC8QYhXY=">AAAB5HicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCpJadGNUHDjsqK9QBvKZHrSDp1cmJmIIfQNdCXqzifyBXwbpzULbf1X35z/Hzj/8WLBlbbtL6uwtr6xuVXcLu3s7u0flA+POipKJMM2i0Qkex5VKHiIbc21wF4skQaewK43vZ773QeUikfhvU5jdAM6DrnPGdVmdPd4lQ7LFbtqL0RWwcmhArlaw/LnYBSxJMBQM0GV6jt2rN2MSs2ZwFlpkCiMKZvSMfYNhjRA5WaLVWfkzI8k0RMki/fvbEYDpdLAM5mA6ola9ubD/7x+ov1LN+NhnGgMmYkYz08E0RGZNyYjLpFpkRqgTHKzJWETKinT5i4lU99ZLrsKnVrVqVcbt/VKs5YfoggncArn4MAFNOEGWtAGBmN4hjd4t3zryXqxXn+iBSv/cwx/ZH18AzOei1M=</latexit>

Figura 8.8 Dominio de integración. Ejercicio 2.9

2.10

∫
�

5 =

∫ 2

1

(∫ c
2G

0
cos(GH) 3H

)
3G =

∫ 2

1
[ 1
G

sin(GH)]
c

2G
0 3G

=

∫ 2

1

1
G

sin
c

2
3G =

∫ 2

1

1
G
3G = [logG]21 = log2

y

<latexit sha1_base64="MNaLjrTzo6V0XVjdinVAdOAf2gs=">AAAB4nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVagtEliRuXkAiYQEOmwy1MmGmbmalJ0/ACujLqzkfyBXwbB+xCwbP65p4zyT03SATXxnW/nNLG5tb2Tnm3srd/cHhUPT7p6ThVDLssFrF6CKhGwSPsGm4EPiQKqQwE9oPZ7cLvP6LSPI7uTZagL+kk4iFn1NhRJxtVa27dXYqsg1dADQq1R9XP4ThmqcTIMEG1HnhuYvycKsOZwHllmGpMKJvRCQ4sRlSi9vPlonNyEcaKmCmS5ft3NqdS60wGNiOpmepVbzH8zxukJrzxcx4lqcGI2Yj1wlQQE5NFXzLmCpkRmQXKFLdbEjalijJjr1Kx9b3VsuvQa9S9Zv2q06y1GsUhynAG53AJHlxDC+6gDV1ggPAMb/DujJ0n58V5/YmWnOLPKfyR8/EN2n+Kig==</latexit>

x

<latexit sha1_base64="XmTur66Q76xrGKad4N8gZ+V/a1k=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG5cQiI/CUxIp9yBhs500naMZMIL6MqoOx/JF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7paJkqhm0mhVS9gGoUPMa24UZgL1FIo0BgN5jeLvzuAyrNZXxvZgn6ER3HPOSMGjtqPQ7LFbfqLkXWwcuhArmaw/LnYCRZGmFsmKBa9z03MX5GleFM4Lw0SDUmlE3pGPsWYxqh9rPlonNyEUpFzATJ8v07m9FI61kU2ExEzUSveovhf14/NeGNn/E4SQ3GzEasF6aCGEkWfcmIK2RGzCxQprjdkrAJVZQZe5WSre+tll2HTq3q1atXrXqlUcsPUYQzOIdL8OAaGnAHTWgDA4RneIN3Z+Q8OS/O60+04OR/TuGPnI9v2QGKiQ==</latexit>

D1

<latexit sha1_base64="J3C6M6q867v806dbTlHd0TD4hyQ=">AAAB5HicbZDNSsNAFIVv6l+tf1WXbgaL4CokouiyoAuXFe0PtKFMpjft0JkkzEyEEvoGuhJ15xP5Ar6N05qFtp7VN/ecgXtumAqujed9OaWV1bX1jfJmZWt7Z3evun/Q0kmmGDZZIhLVCalGwWNsGm4EdlKFVIYC2+H4eua3H1FpnsQPZpJiIOkw5hFn1NjR/U3f71drnuvNRZbBL6AGhRr96mdvkLBMYmyYoFp3fS81QU6V4UzgtNLLNKaUjekQuxZjKlEH+XzVKTmJEkXMCMn8/TubU6n1RIY2I6kZ6UVvNvzP62YmugpyHqeZwZjZiPWiTBCTkFljMuAKmRETC5QpbrckbEQVZcbepWLr+4tll6F15vrn7sXdea3uFocowxEcwyn4cAl1uIUGNIHBEJ7hDd6dyHlyXpzXn2jJKf4cwh85H9+ryYr1</latexit>

D2

<latexit sha1_base64="86DFzAJMph+x6YDh+kZyC2YEg68=">AAAB5HicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuApJqeiyoAuXFe0F2lAm05N26OTCzEQooW+gK1F3PpEv4Ns4jVlo67/65vz/wPmPnwiutON8WaW19Y3NrfJ2ZWd3b/+genjUUXEqGbZZLGLZ86lCwSNsa64F9hKJNPQFdv3p9cLvPqJUPI4e9CxBL6TjiAecUW1G9zfD+rBac2wnF1kFt4AaFGoNq5+DUczSECPNBFWq7zqJ9jIqNWcC55VBqjChbErH2DcY0RCVl+WrzslZEEuiJ0jy9+9sRkOlZqFvMiHVE7XsLYb/ef1UB1dexqMk1RgxEzFekAqiY7JoTEZcItNiZoAyyc2WhE2opEybu1RMfXe57Cp06rbbsC/uGrWmXRyiDCdwCufgwiU04RZa0AYGY3iGN3i3AuvJerFef6Ilq/hzDH9kfXwDrUeK9g==</latexit>

x = 1

<latexit sha1_base64="FpNnnpo4DOsdODM+BHufxy7S3LU=">AAAB5HicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuAqJVHQjFNy4rGgv0IYymZ60QycXZiZiCX0DXYm684l8Ad/GSc1CW//VN+f/B85//ERwpR3nyyqtrK6tb5Q3K1vbO7t71f2DtopTybDFYhHLrk8VCh5hS3MtsJtIpKEvsONPrnO/84BS8Ti619MEvZCOIh5wRrUZ3T1euYNqzbGducgyuAXUoFBzUP3sD2OWhhhpJqhSPddJtJdRqTkTOKv0U4UJZRM6wp7BiIaovGy+6oycBLEkeoxk/v6dzWio1DT0TSakeqwWvXz4n9dLdXDpZTxKUo0RMxHjBakgOiZ5YzLkEpkWUwOUSW62JGxMJWXa3KVi6ruLZZehfWa7dfv8tl5r2MUhynAEx3AKLlxAA26gCS1gMIJneIN3K7CerBfr9Sdasoo/h/BH1sc3xuuLBw==</latexit>

x = 2

<latexit sha1_base64="4z94pq+eg4WsdtPukfrPEcc6SCE=">AAAB5HicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuApJadGNUHDjsqK9QBvKZHrSDp1cmJmIJfQNdCXqzifyBXwbpzULbf1X35z/Hzj/8RPBlXacL6uwtr6xuVXcLu3s7u0flA+P2ipOJcMWi0Usuz5VKHiELc21wG4ikYa+wI4/uZ77nQeUisfRvZ4m6IV0FPGAM6rN6O7xqjooVxzbWYisgptDBXI1B+XP/jBmaYiRZoIq1XOdRHsZlZozgbNSP1WYUDahI+wZjGiIyssWq87IWRBLosdIFu/f2YyGSk1D32RCqsdq2ZsP//N6qQ4uvYxHSaoxYiZivCAVRMdk3pgMuUSmxdQAZZKbLQkbU0mZNncpmfructlVaFdtt2bXb2uVhp0foggncArn4MIFNOAGmtACBiN4hjd4twLryXqxXn+iBSv/cwx/ZH18A8hpiwg=</latexit>

y =
⇡

4

<latexit sha1_base64="3eDCbFV4xhCu6hyaNPfhZmpsIyk=">AAAB83icbZDLSsNAFIZPvNZ6i7p0EyyCq5BIRTdCwY3LCvYCTSiT6Uk7dHJhZlIIoU+iK1F3vokv4Ns4qVlo67/65vz/wDl/kHImleN8GWvrG5tb27Wd+u7e/sGheXTclUkmKHZowhPRD4hEzmLsKKY49lOBJAo49oLpXen3ZigkS+JHlafoR2Qcs5BRovRoaJr5rRcKQgsvZfOiOa8PzYZjOwtZq+BW0IBK7aH56Y0SmkUYK8qJlAPXSZVfEKEY5Tive5nElNApGeNAY0wilH6x2HxunYeJsNQErcX7d7YgkZR5FOhMRNRELnvl8D9vkKnwxi9YnGYKY6oj2gszbqnEKguwRkwgVTzXQKhgekuLToiuQOmayvPd5WNXoXtpu0376qHZaNlVETU4hTO4ABeuoQX30IYOUJjBM7zBu5EZT8aL8foTXTOqPyfwR8bHNwMckOU=</latexit>

y =
⇡

2

<latexit sha1_base64="UVVoPBRC9yFdQEbm/1e2wDPc6nI=">AAAB83icbZDLSsNAFIZP6q3WW9Slm8EiuApJqehGKLhxWcFeoAllMp20QycXZiaFEPIkuhJ155v4Ar6Nk5qFtv6rb87/D5zz+wlnUtn2l1Hb2Nza3qnvNvb2Dw6PzOOTvoxTQWiPxDwWQx9LyllEe4opToeJoDj0OR3487vSHyyokCyOHlWWUC/E04gFjGClR2PTzG7dQGCSuwkr8lbRGJtN27KXQuvgVNCESt2x+elOYpKGNFKEYylHjp0oL8dCMcJp0XBTSRNM5nhKRxojHFLp5cvNC3QRxAKpGUXL9+9sjkMps9DXmRCrmVz1yuF/3ihVwY2XsyhJFY2IjmgvSDlSMSoLQBMmKFE804CJYHpLRGZYV6B0TeX5zuqx69BvWU7bunpoNztWVUQdzuAcLsGBa+jAPXShBwQW8Axv8G6kxpPxYrz+RGtG9ecU/sj4+AYAHJDj</latexit>

y =
⇡

2x

<latexit sha1_base64="gEyAXj0tDXxsLpLSAAaE5CWavD0=">AAAB9HicbZDNSsNAFIUn9a/Wv1SXbgaL4CokpaIboeDGZQXbCm0ok+lNO3Tyw8ykGkLeRFei7nwSX8C3cVKz0Naz+uaeM3Dv8WLOpLLtL6Oytr6xuVXdru3s7u0fmPXDnowSQaFLIx6Je49I4CyErmKKw30sgAQeh743uy78/hyEZFF4p9IY3IBMQuYzSpQejcx6ejX0BaHZMGZ51nzMayOzYVv2QngVnBIaqFRnZH4OxxFNAggV5UTKgWPHys2IUIxyyGvDREJM6IxMYKAxJAFIN1usnuNTPxJYTQEv3r+zGQmkTANPZwKipnLZK4b/eYNE+ZduxsI4URBSHdGen3CsIlw0gMdMAFU81UCoYHpLTKdEd6B0T8X5zvKxq9BrWk7LOr9tNdpWWUQVHaMTdIYcdIHa6AZ1UBdR9ICe0Rt6N+bGk/FivP5EK0b55wj9kfHxDd6/kWU=</latexit>

D = D1 [ D2

<latexit sha1_base64="aHFWuloczQC6ZH/LglqNzk9gMAA=">AAAB8nicbZDLSgMxFIYz9VbrpaMu3QSL4GqYKRXdCAW7cFnBXqAdhkyaaUMzF5IToZS+iK5E3fkovoBvY6bOQlv/1Zfz/4HznzATXIHrflmljc2t7Z3ybmVv/+Cwah8dd1WqJWUdmopU9kOimOAJ6wAHwfqZZCQOBeuF09vc7z0yqXiaPMAsY35MxgmPOCVgRoFdbd20Ag8Pqc5wK6hXArvmOu5SeB28AmqoUDuwP4ejlOqYJUAFUWrguRn4cyKBU8EWlaFWLCN0SsZsYDAhMVP+fLn4Ap9HqcQwYXj5/p2dk1ipWRyaTExgola9fPifN9AQXftznmQaWEJNxHiRFhhSnPfHIy4ZBTEzQKjkZktMJ0QSCuZKeX1vtew6dOuO13Au7xu1plMcooxO0Rm6QB66Qk10h9qogyjS6Bm9oXcLrCfrxXr9iZas4s8J+iPr4xvauY7i</latexit>

Figura 8.9 Dominio de integración. Ejercicio 2.10

2.11 Como
� = {(G, H) ∈ R2; |G | < 1, |H | < 1}

tenemos � = �1∪�2 donde
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�1 = {(G, H) ∈ R2; −1 < G < 1, −1 < H < −G}

y
�2 = {(G, H) ∈ R2; −1 < G < 1, −G < H < 1}

Como
5 (G, H) = |G + H |

tenemos
5 (G, H) =

{
G + H si G + H > 0

−(G + H) si G + H < 0

y

<latexit sha1_base64="MNaLjrTzo6V0XVjdinVAdOAf2gs=">AAAB4nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVagtEliRuXkAiYQEOmwy1MmGmbmalJ0/ACujLqzkfyBXwbB+xCwbP65p4zyT03SATXxnW/nNLG5tb2Tnm3srd/cHhUPT7p6ThVDLssFrF6CKhGwSPsGm4EPiQKqQwE9oPZ7cLvP6LSPI7uTZagL+kk4iFn1NhRJxtVa27dXYqsg1dADQq1R9XP4ThmqcTIMEG1HnhuYvycKsOZwHllmGpMKJvRCQ4sRlSi9vPlonNyEcaKmCmS5ft3NqdS60wGNiOpmepVbzH8zxukJrzxcx4lqcGI2Yj1wlQQE5NFXzLmCpkRmQXKFLdbEjalijJjr1Kx9b3VsuvQa9S9Zv2q06y1GsUhynAG53AJHlxDC+6gDV1ggPAMb/DujJ0n58V5/YmWnOLPKfyR8/EN2n+Kig==</latexit>

x

<latexit sha1_base64="XmTur66Q76xrGKad4N8gZ+V/a1k=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG5cQiI/CUxIp9yBhs500naMZMIL6MqoOx/JF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7paJkqhm0mhVS9gGoUPMa24UZgL1FIo0BgN5jeLvzuAyrNZXxvZgn6ER3HPOSMGjtqPQ7LFbfqLkXWwcuhArmaw/LnYCRZGmFsmKBa9z03MX5GleFM4Lw0SDUmlE3pGPsWYxqh9rPlonNyEUpFzATJ8v07m9FI61kU2ExEzUSveovhf14/NeGNn/E4SQ3GzEasF6aCGEkWfcmIK2RGzCxQprjdkrAJVZQZe5WSre+tll2HTq3q1atXrXqlUcsPUYQzOIdL8OAaGnAHTWgDA4RneIN3Z+Q8OS/O60+04OR/TuGPnI9v2QGKiQ==</latexit>

y = �x

<latexit sha1_base64="EFigCPyTpCkPWhBtdlN5+KKC/h8=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZPvNZ6q7p0M1gEN5akVHQjFNy4rGAv0IYymZ40QycXZiZiKH0EXYm684V8Ad/GSc1CW//VN+f/B85/vERwpW37y1pZXVvf2Cxtlbd3dvf2KweHHRWnkmGbxSKWPY8qFDzCtuZaYC+RSENPYNeb3OR+9wGl4nF0r7ME3ZCOI+5zRnU+yq7PH4eVql2z5yLL4BRQhUKtYeVzMIpZGmKkmaBK9R070e6USs2ZwFl5kCpMKJvQMfYNRjRE5U7nu87IqR9LogMk8/fv7JSGSmWhZzIh1YFa9PLhf14/1f6VO+VRkmqMmIkYz08F0THJK5MRl8i0yAxQJrnZkrCASsq0OUzZ1HcWyy5Dp15zGrWLu0a1WS8OUYJjOIEzcOASmnALLWgDgwCe4Q3erbH1ZL1Yrz/RFav4cwR/ZH18A5yLi4o=</latexit>

D1

<latexit sha1_base64="oN6S7KAb1AQ2vn0+Dv1Tr5MDan8=">AAAB5HicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJLpwiVF+EpiQTrkDDZ3ppO2YkAlvoCuj7nwiX8C3seAsFDyrr/ecJvfcIBFcG9f9cgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCorWWqGLaYFFJ1A6pR8BhbhhuB3UQhjQKBnWByPfc7j6g0l/GDmSboR3QU85Azauzo/mbgDcoVt+ouRFbBy6ECuZqD8md/KFkaYWyYoFr3PDcxfkaV4UzgrNRPNSaUTegIexZjGqH2s8WqM3IWSkXMGMni/Tub0UjraRTYTETNWC978+F/Xi814ZWf8ThJDcbMRqwXpoIYSeaNyZArZEZMLVCmuN2SsDFVlBl7l5Kt7y2XXYV2rerVqxd39Uqjlh+iCCdwCufgwSU04Baa0AIGI3iGN3h3QufJeXFef6IFJ/9zDH/kfHwDrP2K+Q==</latexit>

D2

<latexit sha1_base64="JtaQP9RqHZI5yToz2hbiNegDx4Y=">AAAB5HicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJLpwiVF+EpiQTrkDDZ3ppO2YkAlvoCuj7nwiX8C3seAsFDyrr/ecJvfcIBFcG9f9cgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCorWWqGLaYFFJ1A6pR8BhbhhuB3UQhjQKBnWByPfc7j6g0l/GDmSboR3QU85Azauzo/mZQG5QrbtVdiKyCl0MFcjUH5c/+ULI0wtgwQbXueW5i/Iwqw5nAWamfakwom9AR9izGNELtZ4tVZ+QslIqYMZLF+3c2o5HW0yiwmYiasV725sP/vF5qwis/43GSGoyZjVgvTAUxkswbkyFXyIyYWqBMcbslYWOqKDP2LiVb31suuwrtWtWrVy/u6pVGLT9EEU7gFM7Bg0towC00oQUMRvAMb/DuhM6T8+K8/kQLTv7nGP7I+fgGrnuK+g==</latexit>

Figura 8.10 Dominio de integración. Ejercicio 2.11

∫
�

5 =

∫
�1

5 +
∫
�2

5

∫
�1

5 =

∫ 1

−1

(∫ −G

−1
−(G + H) 3H

)
3G
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∫ −G

−1
−(G + H) 3H = −G

∫ −G

−1
3H−

∫ −G

−1
H 3H

= −G [H]−G−1 − [
H2

2
]−G−1 = −G(−G +1) − ( G

2

2
− 1

2
)

= G2− G− G
2

2
+ 1

2
=
G2

2
− G + 1

2

de donde ∫
�1

5 =

∫ 1

−1
( G

2

2
− G + 1

2
) 3G

= [ G
3

6
− G

2

2
+ G

2
]1−1 =

1
3
+1 =

4
3

Por otra parte ∫
�2

5 =

∫ 1

−1

(∫ 1

−G
(G + H) 3H

)
3G

∫ 1

−G
(G + H) 3H =

∫ 1

−G
G 3H +

∫ 1

−G
H 3H

= G [H]1−G + [
H2

2
]1−G = G(1+ G) + (

1
2
− G

2

2
)

=
G2

2
+ G + 1

2

de donde ∫
�2

5 =

∫ 1

−1
( G

2

2
+ G + 1

2
) 3G

= [ G
3

6
+ G

2

2
+ G

2
]1−1 =

1
3
+1 =

4
3

y finalmente ∫
�

5 =

∫
�1

5 +
∫
�2

5 =
4
3
+ 4

3
=

8
3

2.12 Calcular
∫
�
5 para

� = [−2,2] × [−1,1]

5 (G, H) =máx{G, H}

Tenemos � = �1∪�2 donde
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�1 = {(G, H) ∈ �; G ≤ H}

�2 = {(G, H) ∈ �; H ≤ G}

En consecuencia, 5 (G, H) = H en �1 y 5 (G, H) = G en �2.

D1

<latexit sha1_base64="oN6S7KAb1AQ2vn0+Dv1Tr5MDan8=">AAAB5HicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJLpwiVF+EpiQTrkDDZ3ppO2YkAlvoCuj7nwiX8C3seAsFDyrr/ecJvfcIBFcG9f9cgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCorWWqGLaYFFJ1A6pR8BhbhhuB3UQhjQKBnWByPfc7j6g0l/GDmSboR3QU85Azauzo/mbgDcoVt+ouRFbBy6ECuZqD8md/KFkaYWyYoFr3PDcxfkaV4UzgrNRPNSaUTegIexZjGqH2s8WqM3IWSkXMGMni/Tub0UjraRTYTETNWC978+F/Xi814ZWf8ThJDcbMRqwXpoIYSeaNyZArZEZMLVCmuN2SsDFVlBl7l5Kt7y2XXYV2rerVqxd39Uqjlh+iCCdwCufgwSU04Baa0AIGI3iGN3h3QufJeXFef6IFJ/9zDH/kfHwDrP2K+Q==</latexit>

D2

<latexit sha1_base64="JtaQP9RqHZI5yToz2hbiNegDx4Y=">AAAB5HicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJLpwiVF+EpiQTrkDDZ3ppO2YkAlvoCuj7nwiX8C3seAsFDyrr/ecJvfcIBFcG9f9cgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCorWWqGLaYFFJ1A6pR8BhbhhuB3UQhjQKBnWByPfc7j6g0l/GDmSboR3QU85Azauzo/mZQG5QrbtVdiKyCl0MFcjUH5c/+ULI0wtgwQbXueW5i/Iwqw5nAWamfakwom9AR9izGNELtZ4tVZ+QslIqYMZLF+3c2o5HW0yiwmYiasV725sP/vF5qwis/43GSGoyZjVgvTAUxkswbkyFXyIyYWqBMcbslYWOqKDP2LiVb31suuwrtWtWrVy/u6pVGLT9EEU7gFM7Bg0towC00oQUMRvAMb/DuhM6T8+K8/kQLTv7nGP7I+fgGrnuK+g==</latexit>

y = x

<latexit sha1_base64="nqQh7VSSfsDSOtGmlZQI7TNckhQ=">AAAB5HicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCpJadGNUHDjsqK9QBvKZHrSDp1cmJmIIfQNdCXqzifyBXwbpzULbf1X35z/Hzj/8WLBlbbtL6uwtr6xuVXcLu3s7u0flA+POipKJMM2i0Qkex5VKHiIbc21wF4skQaewK43vZ773QeUikfhvU5jdAM6DrnPGdVmdJdePQ7LFbtqL0RWwcmhArlaw/LnYBSxJMBQM0GV6jt2rN2MSs2ZwFlpkCiMKZvSMfYNhjRA5WaLVWfkzI8k0RMki/fvbEYDpdLAM5mA6ola9ubD/7x+ov1LN+NhnGgMmYkYz08E0RGZNyYjLpFpkRqgTHKzJWETKinT5i4lU99ZLrsKnVrVqVcbt/VKs5YfoggncArn4MAFNOEGWtAGBmN4hjd4t3zryXqxXn+iBSv/cwx/ZH18AzOgi1M=</latexit>

(�2,�1)

<latexit sha1_base64="e8MrG3gQbEBHJSmckmkrFIRzfW8=">AAAB6HicbZDLTgIxFIbP4A3xhrp000hMMBEyQzC6JHHjEhO5JDAhnXIGKp1L2o4JmfAOujLqzufxBXwbC85CwX/19fx/k/MfLxZcadv+snJr6xubW/ntws7u3v5B8fCoraJEMmyxSESy61GFgofY0lwL7MYSaeAJ7HiTm7nfeUSpeBTe62mMbkBHIfc5o9qMOuVK7aLinA+KJbtqL0RWwcmgBJmag+JnfxixJMBQM0GV6jl2rN2USs2ZwFmhnyiMKZvQEfYMhjRA5aaLdWfkzI8k0WMki/fvbEoDpaaBZzIB1WO17M2H/3m9RPvXbsrDONEYMhMxnp8IoiMyb02GXCLTYmqAMsnNloSNqaRMm9sUTH1nuewqtGtVp169vKuXGuXsEHk4gVMogwNX0IBbaEILGEzgGd7g3XqwnqwX6/UnmrOyP8fwR9bHN9iTi30=</latexit>

(�1,�1)

<latexit sha1_base64="5ESbzuANbCsnoQD87yh04Cty7ME=">AAAB6HicbZDLTgIxFIbP4A3xhrp000hMMBEyQzC6JHHjEhO5JDAhnXIGKp1L2o4JmfAOujLqzufxBXwbC85CwX/19fx/k/MfLxZcadv+snJr6xubW/ntws7u3v5B8fCoraJEMmyxSESy61GFgofY0lwL7MYSaeAJ7HiTm7nfeUSpeBTe62mMbkBHIfc5o9qMOuWKc1FxzgfFkl21FyKr4GRQgkzNQfGzP4xYEmComaBK9Rw71m5KpeZM4KzQTxTGlE3oCHsGQxqgctPFujNy5keS6DGSxft3NqWBUtPAM5mA6rFa9ubD/7xeov1rN+VhnGgMmYkYz08E0RGZtyZDLpFpMTVAmeRmS8LGVFKmzW0Kpr6zXHYV2rWqU69e3tVLjXJ2iDycwCmUwYEraMAtNKEFDCbwDG/wbj1YT9aL9foTzVnZn2P4I+vjG9cRi3w=</latexit>

(2,�1)

<latexit sha1_base64="BrnGjd77qINkdnLOobrPhBcZflI=">AAAB53icbZDLTgIxFIbP4A3xAurSTSMxwUTJDMHoksSNS0zkksCEdMoZqHQuaTsmZMIz6MqoO9/HF/BtLDgLBf/V1/P/Tc5/vFhwpW37y8qtrW9sbuW3Czu7e/vF0sFhW0WJZNhikYhk16MKBQ+xpbkW2I0l0sAT2PEmN3O/84hS8Si819MY3YCOQu5zRrUZtSu18wvnbFAq21V7IbIKTgZlyNQclD77w4glAYaaCapUz7Fj7aZUas4Ezgr9RGFM2YSOsGcwpAEqN11sOyOnfiSJHiNZvH9nUxooNQ08kwmoHqtlbz78z+sl2r92Ux7GicaQmYjx/EQQHZF5aTLkEpkWUwOUSW62JGxMJWXanKZg6jvLZVehXas69erlXb3cqGSHyMMxnEAFHLiCBtxCE1rA4AGe4Q3eLW49WS/W6080Z2V/juCPrI9vb3yLRg==</latexit>

(2, 1)

<latexit sha1_base64="yzzvfCZwU+Ciu04xHVmENzbqnB8=">AAAB5nicbZDNSsNAFIVv/K31r+rSzWARKkhJSkWXBTcuK5i20IYymd40Qyc/zEyEEvoKuhJ15wP5Ar6N05qFtp7VN/ecgXuunwqutG1/WWvrG5tb26Wd8u7e/sFh5ei4o5JMMnRZIhLZ86lCwWN0NdcCe6lEGvkCu/7kdu53H1EqnsQPepqiF9FxzAPOqDYjt9a4dC6Glapdtxciq+AUUIVC7WHlczBKWBZhrJmgSvUdO9VeTqXmTOCsPMgUppRN6Bj7BmMaofLyxbIzch4kkugQyeL9O5vTSKlp5JtMRHWolr358D+vn+ngxst5nGYaY2YixgsyQXRC5p3JiEtkWkwNUCa52ZKwkErKtLlM2dR3lsuuQqdRd5r1q/tmtVUrDlGCUziDGjhwDS24gza4wIDDM7zBuxVaT9aL9foTXbOKPyfwR9bHNwaQiw8=</latexit>

(1, 1)

<latexit sha1_base64="oyb2Zn6F3TZueSU2WYjce8yddyw=">AAAB5nicbZDNSsNAFIVv6l+tf1WXbgaLUEFKIhVdFty4rGDaQhvKZHrTDJ38MDMRSugr6ErUnQ/kC/g2TmsW2npW39xzBu65fiq40rb9ZZXW1jc2t8rblZ3dvf2D6uFRRyWZZOiyRCSy51OFgsfoaq4F9lKJNPIFdv3J7dzvPqJUPIkf9DRFL6LjmAecUW1Gbt25cM6H1ZrdsBciq+AUUINC7WH1czBKWBZhrJmgSvUdO9VeTqXmTOCsMsgUppRN6Bj7BmMaofLyxbIzchYkkugQyeL9O5vTSKlp5JtMRHWolr358D+vn+ngxst5nGYaY2YixgsyQXRC5p3JiEtkWkwNUCa52ZKwkErKtLlMxdR3lsuuQuey4TQbV/fNWqteHKIMJ3AKdXDgGlpwB21wgQGHZ3iDdyu0nqwX6/UnWrKKP8fwR9bHNwUPiw4=</latexit>

(�2, 1)

<latexit sha1_base64="LIlgvzx4sCzWvmbBTP7lhKP2/jY=">AAAB53icbZDLTgIxFIbP4A3xAurSTSMxwUTJDMHoksSNS0zkksCEdMoZqHQuaTsmZMIz6MqoO9/HF/BtLDgLBf/V1/P/Tc5/vFhwpW37y8qtrW9sbuW3Czu7e/vF0sFhW0WJZNhikYhk16MKBQ+xpbkW2I0l0sAT2PEmN3O/84hS8Si819MY3YCOQu5zRrUZtSsXtXPnbFAq21V7IbIKTgZlyNQclD77w4glAYaaCapUz7Fj7aZUas4Ezgr9RGFM2YSOsGcwpAEqN11sOyOnfiSJHiNZvH9nUxooNQ08kwmoHqtlbz78z+sl2r92Ux7GicaQmYjx/EQQHZF5aTLkEpkWUwOUSW62JGxMJWXanKZg6jvLZVehXas69erlXb3cqGSHyMMxnEAFHLiCBtxCE1rA4AGe4Q3eLW49WS/W6080Z2V/juCPrI9vb3iLRg==</latexit>

Figura 8.11 Dominio de integración. Ejercicio 2.12

∫
�

5 =

∫
�1

5 +
∫
�2

5

=

∫ 1

−1

(∫ H

−2
H 3G

)
3H +

∫ 1

−1

(∫ 2

H

G 3G

)
3H

=

∫ 1

−1
H[G]H−2 3H +

∫ 1

−1
[ G

2

2
]2H 3H

=

∫ 1

−1
(H2 +2H) 3H +

∫ 1

−1
(2− H

2

2
) 3H

= [ H
3

3
+ H2]1−1 + [2H−

H3

6
]1−1 =

2
3
+ 11

3
=

13
3

2.13
� = [−2,2] × [−1,1]

5 (G, H) = |máx{G, H}|

Ponemos
� = �1∪�2∪�3∪�4∪�5
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En �1 = {(G, H) ∈ �; H ≥ G, H ≥ 0} tenemos 5 (G, H) = H
En �2 = {(G, H) ∈ �; H ≥ G, H ≤ 0} tenemos 5 (G, H) = −H
En �3 = {(G, H) ∈ �; H ≤ G, H ≥ 0} tenemos 5 (G, H) = G
En �4 = {(G, H) ∈ �; H ≤ G, H ≤ 0, G ≥ 0} tenemos 5 (G, H) = G
En �5 = {(G, H) ∈ �; H ≤ G, H ≤ 0, G ≤ 0} tenemos 5 (G, H) = −G

D1

<latexit sha1_base64="oN6S7KAb1AQ2vn0+Dv1Tr5MDan8=">AAAB5HicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJLpwiVF+EpiQTrkDDZ3ppO2YkAlvoCuj7nwiX8C3seAsFDyrr/ecJvfcIBFcG9f9cgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCorWWqGLaYFFJ1A6pR8BhbhhuB3UQhjQKBnWByPfc7j6g0l/GDmSboR3QU85Azauzo/mbgDcoVt+ouRFbBy6ECuZqD8md/KFkaYWyYoFr3PDcxfkaV4UzgrNRPNSaUTegIexZjGqH2s8WqM3IWSkXMGMni/Tub0UjraRTYTETNWC978+F/Xi814ZWf8ThJDcbMRqwXpoIYSeaNyZArZEZMLVCmuN2SsDFVlBl7l5Kt7y2XXYV2rerVqxd39Uqjlh+iCCdwCufgwSU04Baa0AIGI3iGN3h3QufJeXFef6IFJ/9zDH/kfHwDrP2K+Q==</latexit>

D2

<latexit sha1_base64="JtaQP9RqHZI5yToz2hbiNegDx4Y=">AAAB5HicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJLpwiVF+EpiQTrkDDZ3ppO2YkAlvoCuj7nwiX8C3seAsFDyrr/ecJvfcIBFcG9f9cgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCorWWqGLaYFFJ1A6pR8BhbhhuB3UQhjQKBnWByPfc7j6g0l/GDmSboR3QU85Azauzo/mZQG5QrbtVdiKyCl0MFcjUH5c/+ULI0wtgwQbXueW5i/Iwqw5nAWamfakwom9AR9izGNELtZ4tVZ+QslIqYMZLF+3c2o5HW0yiwmYiasV725sP/vF5qwis/43GSGoyZjVgvTAUxkswbkyFXyIyYWqBMcbslYWOqKDP2LiVb31suuwrtWtWrVy/u6pVGLT9EEU7gFM7Bg0towC00oQUMRvAMb/DuhM6T8+K8/kQLTv7nGP7I+fgGrnuK+g==</latexit>

y = x

<latexit sha1_base64="nqQh7VSSfsDSOtGmlZQI7TNckhQ=">AAAB5HicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCpJadGNUHDjsqK9QBvKZHrSDp1cmJmIIfQNdCXqzifyBXwbpzULbf1X35z/Hzj/8WLBlbbtL6uwtr6xuVXcLu3s7u0flA+POipKJMM2i0Qkex5VKHiIbc21wF4skQaewK43vZ773QeUikfhvU5jdAM6DrnPGdVmdJdePQ7LFbtqL0RWwcmhArlaw/LnYBSxJMBQM0GV6jt2rN2MSs2ZwFlpkCiMKZvSMfYNhjRA5WaLVWfkzI8k0RMki/fvbEYDpdLAM5mA6ola9ubD/7x+ov1LN+NhnGgMmYkYz08E0RGZNyYjLpFpkRqgTHKzJWETKinT5i4lU99ZLrsKnVrVqVcbt/VKs5YfoggncArn4MAFNOEGWtAGBmN4hjd4t3zryXqxXn+iBSv/cwx/ZH18AzOgi1M=</latexit>

(�2,�1)

<latexit sha1_base64="e8MrG3gQbEBHJSmckmkrFIRzfW8=">AAAB6HicbZDLTgIxFIbP4A3xhrp000hMMBEyQzC6JHHjEhO5JDAhnXIGKp1L2o4JmfAOujLqzufxBXwbC85CwX/19fx/k/MfLxZcadv+snJr6xubW/ntws7u3v5B8fCoraJEMmyxSESy61GFgofY0lwL7MYSaeAJ7HiTm7nfeUSpeBTe62mMbkBHIfc5o9qMOuVK7aLinA+KJbtqL0RWwcmgBJmag+JnfxixJMBQM0GV6jl2rN2USs2ZwFmhnyiMKZvQEfYMhjRA5aaLdWfkzI8k0WMki/fvbEoDpaaBZzIB1WO17M2H/3m9RPvXbsrDONEYMhMxnp8IoiMyb02GXCLTYmqAMsnNloSNqaRMm9sUTH1nuewqtGtVp169vKuXGuXsEHk4gVMogwNX0IBbaEILGEzgGd7g3XqwnqwX6/UnmrOyP8fwR9bHN9iTi30=</latexit>

(�1,�1)

<latexit sha1_base64="5ESbzuANbCsnoQD87yh04Cty7ME=">AAAB6HicbZDLTgIxFIbP4A3xhrp000hMMBEyQzC6JHHjEhO5JDAhnXIGKp1L2o4JmfAOujLqzufxBXwbC85CwX/19fx/k/MfLxZcadv+snJr6xubW/ntws7u3v5B8fCoraJEMmyxSESy61GFgofY0lwL7MYSaeAJ7HiTm7nfeUSpeBTe62mMbkBHIfc5o9qMOuWKc1FxzgfFkl21FyKr4GRQgkzNQfGzP4xYEmComaBK9Rw71m5KpeZM4KzQTxTGlE3oCHsGQxqgctPFujNy5keS6DGSxft3NqWBUtPAM5mA6rFa9ubD/7xeov1rN+VhnGgMmYkYz08E0RGZtyZDLpFpMTVAmeRmS8LGVFKmzW0Kpr6zXHYV2rWqU69e3tVLjXJ2iDycwCmUwYEraMAtNKEFDCbwDG/wbj1YT9aL9foTzVnZn2P4I+vjG9cRi3w=</latexit>

(2,�1)

<latexit sha1_base64="BrnGjd77qINkdnLOobrPhBcZflI=">AAAB53icbZDLTgIxFIbP4A3xAurSTSMxwUTJDMHoksSNS0zkksCEdMoZqHQuaTsmZMIz6MqoO9/HF/BtLDgLBf/V1/P/Tc5/vFhwpW37y8qtrW9sbuW3Czu7e/vF0sFhW0WJZNhikYhk16MKBQ+xpbkW2I0l0sAT2PEmN3O/84hS8Si819MY3YCOQu5zRrUZtSu18wvnbFAq21V7IbIKTgZlyNQclD77w4glAYaaCapUz7Fj7aZUas4Ezgr9RGFM2YSOsGcwpAEqN11sOyOnfiSJHiNZvH9nUxooNQ08kwmoHqtlbz78z+sl2r92Ux7GicaQmYjx/EQQHZF5aTLkEpkWUwOUSW62JGxMJWXanKZg6jvLZVehXas69erlXb3cqGSHyMMxnEAFHLiCBtxCE1rA4AGe4Q3eLW49WS/W6080Z2V/juCPrI9vb3yLRg==</latexit>

(2, 1)

<latexit sha1_base64="yzzvfCZwU+Ciu04xHVmENzbqnB8=">AAAB5nicbZDNSsNAFIVv/K31r+rSzWARKkhJSkWXBTcuK5i20IYymd40Qyc/zEyEEvoKuhJ15wP5Ar6N05qFtp7VN/ecgXuunwqutG1/WWvrG5tb26Wd8u7e/sFh5ei4o5JMMnRZIhLZ86lCwWN0NdcCe6lEGvkCu/7kdu53H1EqnsQPepqiF9FxzAPOqDYjt9a4dC6Glapdtxciq+AUUIVC7WHlczBKWBZhrJmgSvUdO9VeTqXmTOCsPMgUppRN6Bj7BmMaofLyxbIzch4kkugQyeL9O5vTSKlp5JtMRHWolr358D+vn+ngxst5nGYaY2YixgsyQXRC5p3JiEtkWkwNUCa52ZKwkErKtLlM2dR3lsuuQqdRd5r1q/tmtVUrDlGCUziDGjhwDS24gza4wIDDM7zBuxVaT9aL9foTXbOKPyfwR9bHNwaQiw8=</latexit>

(1, 1)

<latexit sha1_base64="oyb2Zn6F3TZueSU2WYjce8yddyw=">AAAB5nicbZDNSsNAFIVv6l+tf1WXbgaLUEFKIhVdFty4rGDaQhvKZHrTDJ38MDMRSugr6ErUnQ/kC/g2TmsW2npW39xzBu65fiq40rb9ZZXW1jc2t8rblZ3dvf2D6uFRRyWZZOiyRCSy51OFgsfoaq4F9lKJNPIFdv3J7dzvPqJUPIkf9DRFL6LjmAecUW1Gbt25cM6H1ZrdsBciq+AUUINC7WH1czBKWBZhrJmgSvUdO9VeTqXmTOCsMsgUppRN6Bj7BmMaofLyxbIzchYkkugQyeL9O5vTSKlp5JtMRHWolr358D+vn+ngxst5nGYaY2YixgsyQXRC5p3JiEtkWkwNUCa52ZKwkErKtLlMxdR3lsuuQuey4TQbV/fNWqteHKIMJ3AKdXDgGlpwB21wgQGHZ3iDdyu0nqwX6/UnWrKKP8fwR9bHNwUPiw4=</latexit>

(�2, 1)

<latexit sha1_base64="LIlgvzx4sCzWvmbBTP7lhKP2/jY=">AAAB53icbZDLTgIxFIbP4A3xAurSTSMxwUTJDMHoksSNS0zkksCEdMoZqHQuaTsmZMIz6MqoO9/HF/BtLDgLBf/V1/P/Tc5/vFhwpW37y8qtrW9sbuW3Czu7e/vF0sFhW0WJZNhikYhk16MKBQ+xpbkW2I0l0sAT2PEmN3O/84hS8Si819MY3YCOQu5zRrUZtSsXtXPnbFAq21V7IbIKTgZlyNQclD77w4glAYaaCapUz7Fj7aZUas4Ezgr9RGFM2YSOsGcwpAEqN11sOyOnfiSJHiNZvH9nUxooNQ08kwmoHqtlbz78z+sl2r92Ux7GicaQmYjx/EQQHZF5aTLkEpkWUwOUSW62JGxMJWXanKZg6jvLZVehXas69erlXb3cqGSHyMMxnEAFHLiCBtxCE1rA4AGe4Q3eLW49WS/W6080Z2V/juCPrI9vb3iLRg==</latexit>

D3

<latexit sha1_base64="RTpgPQTAu5lqSh3dSVT7e5ekd94=">AAAB5HicbZDNTgIxFIXv+Iv4h7p000hMXJEZxOiSRBcuMcpPAhPSKXegoTOdtB0TMuENdGXUnU/kC/g2FpyFgmf19Z7T5J4bJIJr47pfzsrq2vrGZmGruL2zu7dfOjhsaZkqhk0mhVSdgGoUPMam4UZgJ1FIo0BgOxhfz/z2IyrNZfxgJgn6ER3GPOSMGju6v+mf90tlt+LORZbBy6EMuRr90mdvIFkaYWyYoFp3PTcxfkaV4UzgtNhLNSaUjekQuxZjGqH2s/mqU3IaSkXMCMn8/Tub0UjrSRTYTETNSC96s+F/Xjc14ZWf8ThJDcbMRqwXpoIYSWaNyYArZEZMLFCmuN2SsBFVlBl7l6Kt7y2WXYZWteLVKhd3tXK9mh+iAMdwAmfgwSXU4RYa0AQGQ3iGN3h3QufJeXFef6IrTv7nCP7I+fgGr/mK+w==</latexit>

D4

<latexit sha1_base64="XUAvMR+rxJ9GGwAMBRHmkYQ94A0=">AAAB5HicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJLpwiVF+EpiQTrkDDZ3ppO2YkAlvoCuj7nwiX8C3seAsFDyrr/ecJvfcIBFcG9f9cgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCorWWqGLaYFFJ1A6pR8BhbhhuB3UQhjQKBnWByPfc7j6g0l/GDmSboR3QU85Azauzo/mZQH5QrbtVdiKyCl0MFcjUH5c/+ULI0wtgwQbXueW5i/Iwqw5nAWamfakwom9AR9izGNELtZ4tVZ+QslIqYMZLF+3c2o5HW0yiwmYiasV725sP/vF5qwis/43GSGoyZjVgvTAUxkswbkyFXyIyYWqBMcbslYWOqKDP2LiVb31suuwrtWtWrVy/u6pVGLT9EEU7gFM7Bg0towC00oQUMRvAMb/DuhM6T8+K8/kQLTv7nGP7I+fgGsXeK/A==</latexit>

D5

<latexit sha1_base64="sRBSaR0YYtNpe/Yl3z2eORs4f0o=">AAAB5HicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVaAtEliS5cYhQkgYZMh1uYMO00M1MT0vAGujLqzifyBXwbB+xCwbP65p4zyT03SATXxnW/nMLa+sbmVnG7tLO7t39QPjzqaJkqhm0mhVTdgGoUPMa24UZgN1FIo0DgQzC5mvsPj6g0l/G9mSboR3QU85Azauzo7nrQGJQrbtVdiKyCl0MFcrUG5c/+ULI0wtgwQbXueW5i/Iwqw5nAWamfakwom9AR9izGNELtZ4tVZ+QslIqYMZLF+3c2o5HW0yiwmYiasV725sP/vF5qwks/43GSGoyZjVgvTAUxkswbkyFXyIyYWqBMcbslYWOqKDP2LiVb31suuwqdWtWrVxu39Uqzlh+iCCdwCufgwQU04QZa0AYGI3iGN3h3QufJeXFef6IFJ/9zDH/kfHwDsvWK/Q==</latexit>

(0, 0)

<latexit sha1_base64="nQh/t59FF8W9hZ0egDNl++83np0=">AAAB5nicbZDNSsNAFIVv6l+tf1WXbgaLUEFKIhVdFty4rGDaQhvKZHrTDJ38MDMRSugr6ErUnQ/kC/g2TmsW2npW39xzBu65fiq40rb9ZZXW1jc2t8rblZ3dvf2D6uFRRyWZZOiyRCSy51OFgsfoaq4F9lKJNPIFdv3J7dzvPqJUPIkf9DRFL6LjmAecUW1Gbt2+sM+H1ZrdsBciq+AUUINC7WH1czBKWBZhrJmgSvUdO9VeTqXmTOCsMsgUppRN6Bj7BmMaofLyxbIzchYkkugQyeL9O5vTSKlp5JtMRHWolr358D+vn+ngxst5nGYaY2YixgsyQXRC5p3JiEtkWkwNUCa52ZKwkErKtLlMxdR3lsuuQuey4TQbV/fNWqteHKIMJ3AKdXDgGlpwB21wgQGHZ3iDdyu0nqwX6/UnWrKKP8fwR9bHNwIPiww=</latexit>

Figura 8.12 Dominio de integración. Ejercicio 2.13
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2.14 Calculamos
∫
�
5 en el subconjunto � ⊂ [0, 1] × [0, 1] de la figura 8.13 y

aplicamos el teorema de Fubini.
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<latexit sha1_base64="okZ3f7sZlIk5ZVq38Em0i+clUms=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJLpwCYn8JDAhnXIHGjqdSdsxIRNeQFdG3flIvoBvY8FZKHhWX+85Te65QSK4Nq775RQ2Nre2d4q7pb39g8Oj8vFJR8epYthmsYhVL6AaBZfYNtwI7CUKaRQI7AbT24XffUSleSwfzCxBP6JjyUPOqLGj1t2wXHGr7lJkHbwcKpCrOSx/DkYxSyOUhgmqdd9zE+NnVBnOBM5Lg1RjQtmUjrFvUdIItZ8tF52TizBWxEyQLN+/sxmNtJ5Fgc1E1Ez0qrcY/uf1UxPe+BmXSWpQMhuxXpgKYmKy6EtGXCEzYmaBMsXtloRNqKLM2KuUbH1vtew6dGpVr169atUrjVp+iCKcwTlcggfX0IB7aEIbGCA8wxu8OyPnyXlxXn+iBSf/cwp/5Hx8A4tpilU=</latexit>

(a, a)

<latexit sha1_base64="B+ENB4fMV0bBSrJC6KDrQxcDVWw=">AAAB5nicbZDNSsNAFIVv/K31r+rSzWARKkhJpGKXBTcuK5i20IZyM500Qyc/zEyEEvoKuhJ15wP5Ar6N05qFtp7VN/ecgXuunwqutG1/WWvrG5tb26Wd8u7e/sFh5ei4o5JMUubSRCSy56NigsfM1VwL1kslw8gXrOtPbud+95FJxZP4QU9T5kU4jnnAKWozcmt4iRfDStWu2wuRVXAKqEKh9rDyORglNItYrKlApfqOnWovR6k5FWxWHmSKpUgnOGZ9gzFGTHn5YtkZOQ8SSXTIyOL9O5tjpNQ08k0mQh2qZW8+/M/rZzpoejmP00yzmJqI8YJMEJ2QeWcy4pJRLaYGkEputiQ0RIlUm8uUTX1nuewqdK7qTqN+fd+otprFIUpwCmdQAwduoAV30AYXKHB4hjd4t0LryXqxXn+ia1bx5wT+yPr4Bpnfi34=</latexit>

(a, b)

<latexit sha1_base64="nvBP2yld9Y+CCcRKs3zOMecGFLE=">AAAB5nicbZDNSsNAFIVv/K31r+rSzWARKkhJpGKXBTcuK5i20IYymd40Qyc/zEyEEvoKuhJ15wP5Ar6N05qFtp7VN/ecgXuunwqutG1/WWvrG5tb26Wd8u7e/sFh5ei4o5JMMnRZIhLZ86lCwWN0NdcCe6lEGvkCu/7kdu53H1EqnsQPepqiF9FxzAPOqDYjt0Yv/YthpWrX7YXIKjgFVKFQe1j5HIwSlkUYayaoUn3HTrWXU6k5EzgrDzKFKWUTOsa+wZhGqLx8seyMnAeJJDpEsnj/zuY0Umoa+SYTUR2qZW8+/M/rZzpoejmP00xjzEzEeEEmiE7IvDMZcYlMi6kByiQ3WxIWUkmZNpcpm/rOctlV6FzVnUb9+r5RbTWLQ5TgFM6gBg7cQAvuoA0uMODwDG/wboXWk/Vivf5E16zizwn8kfXxDZtei38=</latexit>

(b, b)

<latexit sha1_base64="g9kzTL+kYFbSoef/RYgJ1PEWjl8=">AAAB5nicbZDNSsNAFIVv/K31r+rSzWARKkhJpGKXBTcuK5i20IYymd40Qyc/zEyEEvoKuhJ15wP5Ar6N05qFtp7VN/ecgXuunwqutG1/WWvrG5tb26Wd8u7e/sFh5ei4o5JMMnRZIhLZ86lCwWN0NdcCe6lEGvkCu/7kdu53H1EqnsQPepqiF9FxzAPOqDYjt+Zf+hfDStWu2wuRVXAKqEKh9rDyORglLIsw1kxQpfqOnWovp1JzJnBWHmQKU8omdIx9gzGNUHn5YtkZOQ8SSXSIZPH+nc1ppNQ08k0mojpUy958+J/Xz3TQ9HIep5nGmJmI8YJMEJ2QeWcy4hKZFlMDlElutiQspJIybS5TNvWd5bKr0LmqO4369X2j2moWhyjBKZxBDRy4gRbcQRtcYMDhGd7g3QqtJ+vFev2JrlnFnxP4I+vjG5zfi4A=</latexit>

(b, a)

<latexit sha1_base64="0SMAV2HJf61d1JgtwLGsb++LuD4=">AAAB5nicbZDNSsNAFIVv/K31r+rSzWARKkhJpGKXBTcuK5i20IYymd40Qyc/zEyEEvoKuhJ15wP5Ar6N05qFtp7VN/ecgXuunwqutG1/WWvrG5tb26Wd8u7e/sFh5ei4o5JMMnRZIhLZ86lCwWN0NdcCe6lEGvkCu/7kdu53H1EqnsQPepqiF9FxzAPOqDYjt+Zf0othpWrX7YXIKjgFVKFQe1j5HIwSlkUYayaoUn3HTrWXU6k5EzgrDzKFKWUTOsa+wZhGqLx8seyMnAeJJDpEsnj/zuY0Umoa+SYTUR2qZW8+/M/rZzpoejmP00xjzEzEeEEmiE7IvDMZcYlMi6kByiQ3WxIWUkmZNpcpm/rOctlV6FzVnUb9+r5RbTWLQ5TgFM6gBg7cQAvuoA0uMODwDG/wboXWk/Vivf5E16zizwn8kfXxDZtgi38=</latexit>

y = x

<latexit sha1_base64="SSC/71oI1XFCtmI2cfehLpEckaU=">AAAB5HicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJtNiNUHDjsqK9QBvKZHrSDp1cmJmIIfQNdCXqzifyBXwbpzULbf1X35z/Hzj/8WLBlbbtL6uwtr6xuVXcLu3s7u0flA+POipKJMM2i0Qkex5VKHiIbc21wF4skQaewK43vZ773QeUikfhvU5jdAM6DrnPGdVmdJdePQ7LFbtqL0RWwcmhArlaw/LnYBSxJMBQM0GV6jt2rN2MSs2ZwFlpkCiMKZvSMfYNhjRA5WaLVWfkzI8k0RMki/fvbEYDpdLAM5mA6ola9ubD/7x+ov2Gm/EwTjSGzESM5yeC6IjMG5MRl8i0SA1QJrnZkrAJlZRpc5eSqe8sl12FzkXVqVXrt7VKs5EfoggncArn4MAlNOEGWtAGBmN4hjd4t3zryXqxXn+iBSv/cwx/ZH18AzVui1k=</latexit>

Figura 8.13 Dominio de integración. Ejercicio 2.14
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2.15

x

<latexit sha1_base64="VrJRiYl/SzhpWibhsIUCKckKuRU=">AAAB4nicbZDLTgIxFIZP8YZ4Q126aSQmrsiMwciSxI1LSOSSwIR0yhlo6FzSdoxkwgvoyqg7H8kX8G0sOAsF/9XX8/9Nzn/8RAptHOeLFDY2t7Z3irulvf2Dw6Py8UlHx6ni2OaxjFXPZxqliLBthJHYSxSy0JfY9ae3C7/7gEqLOLo3swS9kI0jEQjOjB21HoflilN1lqLr4OZQgVzNYflzMIp5GmJkuGRa910nMV7GlBFc4rw0SDUmjE/ZGPsWIxai9rLlonN6EcSKmgnS5ft3NmOh1rPQt5mQmYle9RbD/7x+aoK6l4koSQ1G3EasF6SSmpgu+tKRUMiNnFlgXAm7JeUTphg39iolW99dLbsOnauqW6tet2qVRj0/RBHO4BwuwYUbaMAdNKENHBCe4Q3eyYg8kRfy+hMtkPzPKfwR+fgG2s+Kjw==</latexit>

x

<latexit sha1_base64="VrJRiYl/SzhpWibhsIUCKckKuRU=">AAAB4nicbZDLTgIxFIZP8YZ4Q126aSQmrsiMwciSxI1LSOSSwIR0yhlo6FzSdoxkwgvoyqg7H8kX8G0sOAsF/9XX8/9Nzn/8RAptHOeLFDY2t7Z3irulvf2Dw6Py8UlHx6ni2OaxjFXPZxqliLBthJHYSxSy0JfY9ae3C7/7gEqLOLo3swS9kI0jEQjOjB21HoflilN1lqLr4OZQgVzNYflzMIp5GmJkuGRa910nMV7GlBFc4rw0SDUmjE/ZGPsWIxai9rLlonN6EcSKmgnS5ft3NmOh1rPQt5mQmYle9RbD/7x+aoK6l4koSQ1G3EasF6SSmpgu+tKRUMiNnFlgXAm7JeUTphg39iolW99dLbsOnauqW6tet2qVRj0/RBHO4BwuwYUbaMAdNKENHBCe4Q3eyYg8kRfy+hMtkPzPKfwR+fgG2s+Kjw==</latexit>

y

<latexit sha1_base64="OaAxZj9f66N7Sp5TVDITAWVUBMo=">AAAB4nicbZDLSgMxFIZP6q3WW9Wlm2ARXJUZUeyy4MZlC/YC7VAy6Zk2NHMhyQjD0BfQlag7H8kX8G1M6yy09V99Of8fOP/xEym0cZwvUtrY3NreKe9W9vYPDo+qxyddHaeKY4fHMlZ9n2mUIsKOEUZiP1HIQl9iz5/dLfzeIyot4ujBZAl6IZtEIhCcGTtqZ6Nqzak7S9F1cAuoQaHWqPo5HMc8DTEyXDKtB66TGC9nyggucV4ZphoTxmdsggOLEQtRe/ly0Tm9CGJFzRTp8v07m7NQ6yz0bSZkZqpXvcXwP2+QmqDh5SJKUoMRtxHrBamkJqaLvnQsFHIjMwuMK2G3pHzKFOPGXqVi67urZdehe1V3r+s37etas1EcogxncA6X4MItNOEeWtABDgjP8AbvZEyeyAt5/YmWSPHnFP6IfHwD3E2KkA==</latexit>

y

<latexit sha1_base64="OaAxZj9f66N7Sp5TVDITAWVUBMo=">AAAB4nicbZDLSgMxFIZP6q3WW9Wlm2ARXJUZUeyy4MZlC/YC7VAy6Zk2NHMhyQjD0BfQlag7H8kX8G1M6yy09V99Of8fOP/xEym0cZwvUtrY3NreKe9W9vYPDo+qxyddHaeKY4fHMlZ9n2mUIsKOEUZiP1HIQl9iz5/dLfzeIyot4ujBZAl6IZtEIhCcGTtqZ6Nqzak7S9F1cAuoQaHWqPo5HMc8DTEyXDKtB66TGC9nyggucV4ZphoTxmdsggOLEQtRe/ly0Tm9CGJFzRTp8v07m7NQ6yz0bSZkZqpXvcXwP2+QmqDh5SJKUoMRtxHrBamkJqaLvnQsFHIjMwuMK2G3pHzKFOPGXqVi67urZdehe1V3r+s37etas1EcogxncA6X4MItNOEeWtABDgjP8AbvZEyeyAt5/YmWSPHnFP6IfHwD3E2KkA==</latexit>

z

<latexit sha1_base64="gJNY2lhuUzboy+JR297ibUNQ7Ac=">AAAB4nicbZDLTgIxFIZP8YZ4Q126aSQmrsiMwciSxI1LSOSSwIR0yhlo6FzSdkxwwgvoyqg7H8kX8G0sOAsF/9XX8/9Nzn/8RAptHOeLFDY2t7Z3irulvf2Dw6Py8UlHx6ni2OaxjFXPZxqliLBthJHYSxSy0JfY9ae3C7/7gEqLOLo3swS9kI0jEQjOjB21HoflilN1lqLr4OZQgVzNYflzMIp5GmJkuGRa910nMV7GlBFc4rw0SDUmjE/ZGPsWIxai9rLlonN6EcSKmgnS5ft3NmOh1rPQt5mQmYle9RbD/7x+aoK6l4koSQ1G3EasF6SSmpgu+tKRUMiNnFlgXAm7JeUTphg39iolW99dLbsOnauqW6tet2qVRj0/RBHO4BwuwYUbaMAdNKENHBCe4Q3eyYg8kRfy+hMtkPzPKfwR+fgG3cuKkQ==</latexit>

y =
p

2 � x2

<latexit sha1_base64="6lNhbZUMkl4yZjF/OqC12TyvyRk=">AAAB73icbZDLTsJAFIZP8YZ4Q126aSQmLpS0BKMbExI3LjGRSwKFTIdTmDC9MDM1Ng3PoSuj7nwXX8C3ccAuFPxX35z/n+T8x404k8qyvozcyura+kZ+s7C1vbO7V9w/aMowFhQbNOShaLtEImcBNhRTHNuRQOK7HFvu+Gbmtx5QSBYG9yqJ0PHJMGAeo0TpUS+57sqJUGnl/LFXmfaLJatszWUug51BCTLV+8XP7iCksY+BopxI2bGtSDkpEYpRjtNCN5YYETomQ+xoDIiP0knnW0/NEy8UphqhOX//zqbElzLxXZ3xiRrJRW82/M/rxMq7clIWRLHCgOqI9ryYmyo0Z+XNARNIFU80ECqY3tKkIyIIVfpEBV3fXiy7DM1K2a6WL+6qpdpZdog8HMExnIINl1CDW6hDAygIeIY3eDcmxpPxYrz+RHNG9ucQ/sj4+Ab1pI/I</latexit>

z = x2 + y2

<latexit sha1_base64="MCL4UtrYw6UyFa5fXG+JovNsWrw=">AAAB6nicbZDNSgMxFIUz9a/Wv6pLN8EiCEqZKRXdCAU3LivYH2mnJZPeaUOTmSHJiOPQl9CVqDsfxxfwbUzrLLT1rL7ccwL3XC/iTGnb/rJyS8srq2v59cLG5tb2TnF3r6nCWFJo0JCHsu0RBZwF0NBMc2hHEojwOLS88dXUb92DVCwMbnUSgSvIMGA+o0Sb0d3j5UOvcpL0Kv1iyS7bM+FFcDIooUz1fvGzOwhpLCDQlBOlOo4daTclUjPKYVLoxgoiQsdkCB2DARGg3HS28AQf+aHEegR49v6dTYlQKhGeyQiiR2remw7/8zqx9i/clAVRrCGgJmI8P+ZYh3jaGw+YBKp5YoBQycyWmI6IJFSb6xRMfWe+7CI0K2WnWj67qZZqp9kh8ugAHaJj5KBzVEPXqI4aiCKBntEbere49WS9WK8/0ZyV/dlHf2R9fAO+6o1O</latexit>

Figura 8.14 Dominio de integración 1. Ejercicio 2.15
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Sea � la región acotada por los planos G = 0, H = 0, I = 2 y la superficie (figura
8.14)

I = G2 + H2, G ≥ 0, H ≥ 0

∫
�

G 3G 3H 3I =

∫ √
2

0

(∫ √
2−G2

0

(∫ 2

G2+H2
G 3I

)
3H

)
3G

=

∫ √
2

0

(∫ √
2−G2

0
G(2− G2− H2) 3H

)
3G

=

∫ √
2

0
G
(
(2− G2)3/2− (2− G

2)3/2
3

)
3G

=

∫ √
2

0

2G
3
(2− G2)3/2 3G = [ −2(2− G2)5/2

15
]
√

2
0 =

8
√

2
15

o también (figura 8.15)

x

<latexit sha1_base64="VrJRiYl/SzhpWibhsIUCKckKuRU=">AAAB4nicbZDLTgIxFIZP8YZ4Q126aSQmrsiMwciSxI1LSOSSwIR0yhlo6FzSdoxkwgvoyqg7H8kX8G0sOAsF/9XX8/9Nzn/8RAptHOeLFDY2t7Z3irulvf2Dw6Py8UlHx6ni2OaxjFXPZxqliLBthJHYSxSy0JfY9ae3C7/7gEqLOLo3swS9kI0jEQjOjB21HoflilN1lqLr4OZQgVzNYflzMIp5GmJkuGRa910nMV7GlBFc4rw0SDUmjE/ZGPsWIxai9rLlonN6EcSKmgnS5ft3NmOh1rPQt5mQmYle9RbD/7x+aoK6l4koSQ1G3EasF6SSmpgu+tKRUMiNnFlgXAm7JeUTphg39iolW99dLbsOnauqW6tet2qVRj0/RBHO4BwuwYUbaMAdNKENHBCe4Q3eyYg8kRfy+hMtkPzPKfwR+fgG2s+Kjw==</latexit>

y

<latexit sha1_base64="OaAxZj9f66N7Sp5TVDITAWVUBMo=">AAAB4nicbZDLSgMxFIZP6q3WW9Wlm2ARXJUZUeyy4MZlC/YC7VAy6Zk2NHMhyQjD0BfQlag7H8kX8G1M6yy09V99Of8fOP/xEym0cZwvUtrY3NreKe9W9vYPDo+qxyddHaeKY4fHMlZ9n2mUIsKOEUZiP1HIQl9iz5/dLfzeIyot4ujBZAl6IZtEIhCcGTtqZ6Nqzak7S9F1cAuoQaHWqPo5HMc8DTEyXDKtB66TGC9nyggucV4ZphoTxmdsggOLEQtRe/ly0Tm9CGJFzRTp8v07m7NQ6yz0bSZkZqpXvcXwP2+QmqDh5SJKUoMRtxHrBamkJqaLvnQsFHIjMwuMK2G3pHzKFOPGXqVi67urZdehe1V3r+s37etas1EcogxncA6X4MItNOEeWtABDgjP8AbvZEyeyAt5/YmWSPHnFP6IfHwD3E2KkA==</latexit>

y

<latexit sha1_base64="OaAxZj9f66N7Sp5TVDITAWVUBMo=">AAAB4nicbZDLSgMxFIZP6q3WW9Wlm2ARXJUZUeyy4MZlC/YC7VAy6Zk2NHMhyQjD0BfQlag7H8kX8G1M6yy09V99Of8fOP/xEym0cZwvUtrY3NreKe9W9vYPDo+qxyddHaeKY4fHMlZ9n2mUIsKOEUZiP1HIQl9iz5/dLfzeIyot4ujBZAl6IZtEIhCcGTtqZ6Nqzak7S9F1cAuoQaHWqPo5HMc8DTEyXDKtB66TGC9nyggucV4ZphoTxmdsggOLEQtRe/ly0Tm9CGJFzRTp8v07m7NQ6yz0bSZkZqpXvcXwP2+QmqDh5SJKUoMRtxHrBamkJqaLvnQsFHIjMwuMK2G3pHzKFOPGXqVi67urZdehe1V3r+s37etas1EcogxncA6X4MItNOEeWtABDgjP8AbvZEyeyAt5/YmWSPHnFP6IfHwD3E2KkA==</latexit>

z

<latexit sha1_base64="gJNY2lhuUzboy+JR297ibUNQ7Ac=">AAAB4nicbZDLTgIxFIZP8YZ4Q126aSQmrsiMwciSxI1LSOSSwIR0yhlo6FzSdkxwwgvoyqg7H8kX8G0sOAsF/9XX8/9Nzn/8RAptHOeLFDY2t7Z3irulvf2Dw6Py8UlHx6ni2OaxjFXPZxqliLBthJHYSxSy0JfY9ae3C7/7gEqLOLo3swS9kI0jEQjOjB21HoflilN1lqLr4OZQgVzNYflzMIp5GmJkuGRa910nMV7GlBFc4rw0SDUmjE/ZGPsWIxai9rLlonN6EcSKmgnS5ft3NmOh1rPQt5mQmYle9RbD/7x+aoK6l4koSQ1G3EasF6SSmpgu+tKRUMiNnFlgXAm7JeUTphg39iolW99dLbsOnauqW6tet2qVRj0/RBHO4BwuwYUbaMAdNKENHBCe4Q3eyYg8kRfy+hMtkPzPKfwR+fgG3cuKkQ==</latexit>

z

<latexit sha1_base64="gJNY2lhuUzboy+JR297ibUNQ7Ac=">AAAB4nicbZDLTgIxFIZP8YZ4Q126aSQmrsiMwciSxI1LSOSSwIR0yhlo6FzSdkxwwgvoyqg7H8kX8G0sOAsF/9XX8/9Nzn/8RAptHOeLFDY2t7Z3irulvf2Dw6Py8UlHx6ni2OaxjFXPZxqliLBthJHYSxSy0JfY9ae3C7/7gEqLOLo3swS9kI0jEQjOjB21HoflilN1lqLr4OZQgVzNYflzMIp5GmJkuGRa910nMV7GlBFc4rw0SDUmjE/ZGPsWIxai9rLlonN6EcSKmgnS5ft3NmOh1rPQt5mQmYle9RbD/7x+aoK6l4koSQ1G3EasF6SSmpgu+tKRUMiNnFlgXAm7JeUTphg39iolW99dLbsOnauqW6tet2qVRj0/RBHO4BwuwYUbaMAdNKENHBCe4Q3eyYg8kRfy+hMtkPzPKfwR+fgG3cuKkQ==</latexit>

y =
p

z

<latexit sha1_base64="QbqSSeaoDD/AOx/Z7bs12AK6CcI=">AAAB63icbZDNSgMxFIUz9a/Wv6pLN8EiuCozpaIboeDGZQX7g+1QMumdNjTJjElGGIc+ha5E3fk2voBvY1pnoa1n9eWeE7jnBjFn2rjul1NYWV1b3yhulra2d3b3yvsHbR0likKLRjxS3YBo4ExCyzDDoRsrICLg0AkmVzO/8wBKs0jemjQGX5CRZCGjxNjRXXrZ1/fKZI/TQbniVt258DJ4OVRQruag/NkfRjQRIA3lROue58bGz4gyjHKYlvqJhpjQCRlBz6IkArSfzTee4pMwUtiMAc/fv7MZEVqnIrAZQcxYL3qz4X9eLzHhhZ8xGScGJLUR64UJxybCs+J4yBRQw1MLhCpmt8R0TBShxp6nZOt7i2WXoV2revXq2U290qjlhyiiI3SMTpGHzlEDXaMmaiGKJHpGb+jdEc6T8+K8/kQLTv7nEP2R8/EN8PyOuQ==</latexit>

x =
p

z � y2

<latexit sha1_base64="4AxR8Y7CXPIEduJ9jV/CgzbTYG8=">AAAB8nicbZDLTgIxFIbPeEW8MOrSTSMxcSOZIRjdmJC4cYmJXBIYSacUaOhcbM8YccKL6MqoOx/FF/BtLDgLBf/V1/P/Tc5//FgKjY7zZS0tr6yurec28ptb2zsFe3evoaNEMV5nkYxUy6eaSxHyOgqUvBUrTgNf8qY/upz6zXuutIjCGxzH3AvoIBR9wSiaUdcuPFx09J3C9JGcjG/Lk65ddErOTGQR3AyKkKnWtT87vYglAQ+RSap123Vi9FKqUDDJJ/lOonlM2YgOeNtgSAOuvXS2+IQc9SNFcMjJ7P07m9JA63Hgm0xAcajnvenwP6+dYP/cS0UYJ8hDZiLG6yeSYESm/UlPKM5Qjg1QpoTZkrAhVZShuVLe1Hfnyy5Co1xyK6XT60qxWs4OkYMDOIRjcOEMqnAFNagDgwSe4Q3eLbSerBfr9Se6ZGV/9uGPrI9vNIGQcQ==</latexit>

Figura 8.15 Dominio de integración 2. Ejercicio 2.15
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�

G 3G 3H 3I =

∫ 2

0

(∫ I1/2

0

(∫ (I−H2)1/2

0
G 3G

)
3H

)
3I

=

∫ 2

0

(∫ I1/2

0

( I− H2

2
)
3H

)
3I

=
1
2

∫ 2

0
(I3/2− I

3/2

3
) 3I

=
1
2

∫ 2

0

2
3
I3/2 3I =

8
√

2
15

2.16
A continuación puesto que en R3 todas las normas son equivalentes utilizaremos

la norma ‖ · ‖∞.

a) Probaremos que si � ⊂ R3 es medible Jordan de medida nula
(
+ (�) = 0

)
y

� : �→ R3 una función Lipschitziana de constante ! entonces � (�) es medible
Jordan y tiene medida nula

(
+ (� (�)) = 0

)
.

Tomemos la norma | | · | |∞, las bolas son entonces 3-rectángulos, si � es demedida
nula veamos que existe un recubrimento de � mediante rectángulos cerrados
*1,*2, . . . ,*A tales que E(*1) + E(*2) + · · · + E(*A ) < Y/!3 . En efecto, podemos
elegir los *8 8 = 1, . . . , A de manera que sean cubos y que no se solapen de la
manera siguiente: Sea j� la función característica de � que es integrable puesto
que � es medible Jordan y sea & un 3-rectángulo que contiene a �. Tomamos
una partición % de & de manera que la suma superior * (%, j�, ) sea menor que
Y/!3 , lo cual es siempre posible puesto que

∫
&
j� = 0. Elegimos *1,*2, . . . ,*A

los elementos de la partición % que tienen puntos en �.
Tomando la norma | | · | |∞ el volumen de *8 es + (*8) = (<0GG,H∈*8 | |G − H | |)3 .
Como � es Lipschitziana cada � (*8) 8 = 1, . . . , A está contenido en un cubo
*
′
8
, de diámetro ; = máxG,H∈*8 | |� (G) − � (H) | |∞. Tendremos que el volumen

+
(
� (*8) ≤ + (*

′
8
) verifica

+
(
� (*8)

)
≤ + (*′8) ≤ ;3 =

(
máx
G,H∈*8

| |� (G) −� (H) | |∞
)3

≤
(
! máx
G,H∈*8

| |G− H | |∞
)3
= !3+ (*8)

y en consecuencia � (�) está recubierto por los rectángulos *′
8
8 = 1, . . . , A, veri-

ficándose
A∑
8=1
+ (*′8) ≤ !3

Y

!3
= Y

y por tanto +
(
� (�)

)
= 0.

b) Sea � :*→ R3 con * un abierto de R3 de clase �1 en *. Sea � ⊂ R3 medible
Jordan de medida nula y tal que �̄ ⊂ *. Entonces � (�) es medible Jordan de
medida nula:
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Tenemos que para cada G ∈* existe un entorno en el que � es Lipschitziana (se
dice que � es localmente Lipschitziana). Como � es acotado �̄ es compacto y
por lo tanto existe un número finito de entornos *1,*2, . . . ,*A recubriendo �̄
en los que � es Lipschitziana. Claramente los conjuntos �∩*8 son de volumen
cero, por la parte (a) los conjuntos � (�∩*8) serán de medida nula y como

� (�) ⊂
A⋃
8=1
� (�∩*8)

es unión finita de conjuntos de medida nula se sigue que +
(
� (�)

)
= 0.

c) Sea � :*→ R3 con* un abierto de R3 de clase �1 en* y con inversa de clase
�1 en �̊. Sea � ⊂ R3 medible Jordan y tal que �̄ ⊂*. Entonces � (�) es medible
Jordan y además m (� (�)) ⊂ � (m�).
En efecto, observemos primero que como � (�) ⊂ � ( �̄), siendo �̊ y � ( �̊) abier-
tos, � | �̊ es un homeomorfismo. � ( �̄) es compacto pues es la imagen de una
aplicación continua del conjunto compacto �̄ y se tiene que � ( �̄) es cerrado.
Ahora como � (�) es el menor cerrado que contiene a � (�) tendremos necesaria-
mente � (�) ⊂ � ( �̄). Por otra parte � | �̊ : �̊→ � | �̊ es un difeomorfismo de clase
�1, en consecuencia � ( �̊) es un conjunto abierto y por tanto � ( �̊) ⊂

(
� (�)

)0

pues el interior de un conjunto es el abierto máximo contenido en él. Finalmente,

m (� (�)) = � (�) \
(
� (�)

)0 ⊂ � ( �̄) \� ( �̊)
⊂ � ( �̄ \ �̊) = � (m�)

Sabemos que si � esmedible Jordan su frontera m� tienemedida nula. Por la parte
(b) � (m�) tiene medida nula y ya que como acabamos de ver m (� (�)) ⊂ � (m�)
tendremos que su frontera m (� (�)) tiene medida nula y por lo tanto � (�) es
medible Jordan.

2.17
En el caso en el que no podamos encontrar un 3-rectángulo & tal que

6(�) ⊂ & ⊂ 6(�), al menos siempre existirá un 3-rectángulo & tal que 6(�) ⊂ &.
En efecto � es acotado en consecuencia � es compacto por lo que 6(�) es compacto
y por lo tanto acotado de modo que puesto que 6(�) ⊂ 6(�) resulta que 6(�) es
acotado. También 6(�) ⊂ 6(�) puesto que 6(�) es el menor cerrado que contiene a
6(�). Sea X > 0 la distancia de la frontera de 6(�) a la frontera de 6(�). Conside-
remos una partición % de & tal que el diámetro de ( sea menor que X para cualquier
( ∈ %. Llamemos � al subconjunto de subrectángulos � = {( ∈ %; (∩ 6(�) ≠ ∅}.
Tendremos que para cualquier subrectángulo ( ∈ � se verifica ( ⊂ 6(�). Como en
la etapa 1 de la demostración del teorema 2.6 extendemos la función 5 mediante 0
fuera de 6(�). Podemos poner ∫

6 (�)
5 =

∑
(∈�

∫
(

5
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Aplicando el razonamiento de la etapa 1 a cada ( del conjunto �,∫
6 (�)

5 =
∑
(∈�

∫
(

5 =
∑
(∈�

∫
6−1 (()

( 5 ◦6) |34C 6′ |

=

∫
�

( 5 ◦6) |34C 6′ |

y ya que si G ∈ 6−1 (()\� resulta ( 5 ◦ 6) (G) = 5 (6(G)) = 0 pues 6(G) ∉ 6(�) y �
recubre 6(�).

A

<latexit sha1_base64="xlMBcuLwO6idx19vG6modqbP+/s=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXGDcuIZGfBCakU+5AQ6czaTsmZMIL6MqoOx/JF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7p6DhVDNssFrHqBVSj4BLbhhuBvUQhjQKB3WB6t/C7j6g0j+WDmSXoR3QsecgZNXbUuh2WK27VXYqsg5dDBXI1h+XPwShmaYTSMEG17ntuYvyMKsOZwHlpkGpMKJvSMfYtShqh9rPlonNyEcaKmAmS5ft3NqOR1rMosJmImole9RbD/7x+asIbP+MySQ1KZiPWC1NBTEwWfcmIK2RGzCxQprjdkrAJVZQZe5WSre+tll2HTq3q1atXrXqlUcsPUYQzOIdL8OAaGnAPTWgDA4RneIN3Z+Q8OS/O60+04OR/TuGPnI9vhu+KUg==</latexit>

g(A)

<latexit sha1_base64="VaWm5L8ExyRkWiCxYEyFfVIP+gY=">AAAB5XicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxwQ1pCUaXGDcuMREkgYZMh9t2wvQnM1MTQngEXRl15wv5Ar6NU+xCwbP65p4zyT3XSwVX2ra/rNLa+sbmVnm7srO7t39QPTzqqSSTDLssEYnse1Sh4DF2NdcC+6lEGnkCH7zJTe4/PKJUPInv9TRFN6JBzH3OqM5HQf36fFSt2Q17IbIKTgE1KNQZVT+H44RlEcaaCarUwLFT7c6o1JwJnFeGmcKUsgkNcGAwphEqd7bYdU7O/EQSHSJZvH9nZzRSahp5JhNRHaplLx/+5w0y7V+5Mx6nmcaYmYjx/EwQnZC8MhlziUyLqQHKJDdbEhZSSZk2h6mY+s5y2VXoNRtOq3Fx16q1m8UhynACp1AHBy6hDbfQgS4wCOEZ3uDdCqwn68V6/YmWrOLPMfyR9fENCgOLKA==</latexit>

g

<latexit sha1_base64="haEj/pTiy4hOzjFgr0rTAYtlTwk=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZgtEliRuXkAiYwIT0NDXQoeeR7hoTQvgBXRl15yf5A/6NDc5Cwbs6Xfd2UreCVElDrvvlFDY2t7Z3irulvf2Dw6Py8UnHJJkW2BaJSvRDwA0qGWObJCl8SDXyKFDYDSa3C7/7iNrIJL6naYp+xEexDKXgZEet0aBccavuUmwdvBwqkKs5KH/2h4nIIoxJKG5Mz3NT8mdckxQK56V+ZjDlYsJH2LMY8wiNP1suOmcXYaIZjZEt37+zMx4ZM40Cm4k4jc2qtxj+5/UyCm/8mYzTjDAWNmK9MFOMErboy4ZSoyA1tcCFlnZLJsZcc0H2KiVb31stuw6dWtWrV69a9Uqjlh+iCGdwDpfgwTU04A6a0AYBCM/wBu/O0HlyXpzXn2jByf+cwh85H9+/o4p4</latexit>

g(E)

<latexit sha1_base64="UdlxA+oJRinwJOOd0bjxCRTKwFA=">AAAB5XicbZDNSsNAFIVv6l+tf1WXbgaLUDclKRVdFkRwWcHWQhvKZHqTDJ38MDMRSukj6ErUnS/kC/g2TmoW2npW39xzBu65Xiq40rb9ZZXW1jc2t8rblZ3dvf2D6uFRTyWZZNhliUhk36MKBY+xq7kW2E8l0sgT+OBNrnP/4RGl4kl8r6cpuhENYu5zRnU+Cuo356NqzW7YC5FVcAqoQaHOqPo5HCcsizDWTFClBo6dandGpeZM4LwyzBSmlE1ogAODMY1QubPFrnNy5ieS6BDJ4v07O6ORUtPIM5mI6lAte/nwP2+Qaf/KnfE4zTTGzESM52eC6ITklcmYS2RaTA1QJrnZkrCQSsq0OUzF1HeWy65Cr9lwWo2Lu1at3SwOUYYTOIU6OHAJbbiFDnSBQQjP8AbvVmA9WS/W60+0ZBV/juGPrI9vD/+LLA==</latexit>

E

<latexit sha1_base64="DSwECA+nPI3j2jlX7KX/mx4ttGU=">AAAB4nicbZDNSgMxFIXv1L9a/6ou3QSL4KrMlIouCyK4bMH+QDuUTHqnDc1khiQjlKEvoCtRdz6SL+DbmNZZaOtZfbnnBO65QSK4Nq775RQ2Nre2d4q7pb39g8Oj8vFJR8epYthmsYhVL6AaBZfYNtwI7CUKaRQI7AbT24XffUSleSwfzCxBP6JjyUPOqLGj1t2wXHGr7lJkHbwcKpCrOSx/DkYxSyOUhgmqdd9zE+NnVBnOBM5Lg1RjQtmUjrFvUdIItZ8tF52TizBWxEyQLN+/sxmNtJ5Fgc1E1Ez0qrcY/uf1UxPe+BmXSWpQMhuxXpgKYmKy6EtGXCEzYmaBMsXtloRNqKLM2KuUbH1vtew6dGpVr169atUrjVp+iCKcwTlcggfX0IB7aEIbGCA8wxu8OyPnyXlxXn+iBSf/cwp/5Hx8A4znilY=</latexit>

�

<latexit sha1_base64="hU2huxKo0XmDnVOtKonR+HHTf6Q=">AAAB6HicbZDLSsNAFIZPvNZ6q7p0M1gEVyUpFV0W3LisYC/QhjKZnrRjJxdmToQS+g66EnXn8/gCvo1JzUJb/9U35/8Hzn+8WElDtv1lra1vbG5tl3bKu3v7B4eVo+OOiRItsC0iFemexw0qGWKbJCnsxRp54CnsetOb3O8+ojYyCu9pFqMb8HEofSk4ZaPuYISKeHlYqdo1eyG2Ck4BVSjUGlY+B6NIJAGGJBQ3pu/YMbkp1ySFwnl5kBiMuZjyMfYzDHmAxk0X687ZuR9pRhNki/fvbMoDY2aBl2UCThOz7OXD/7x+Qv61m8owTghDkUUyz08Uo4jlrdlIahSkZhlwoWW2JRMTrrmg7DZ5fWe57Cp06jWnUbu8a1Sb9eIQJTiFM7gAB66gCbfQgjYImMIzvMG79WA9WS/W6090zSr+nMAfWR/frtyMvQ==</latexit>

S

<latexit sha1_base64="huyANp51lIt4wOqXoUu3JvRx3P8=">AAAB43icbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EidFUSqeiy4MZlvfQCbSiT6Uk7dHJhZiKE0CfQlag738gX8G2c1Cy09V99c/5/4PzHiwVX2ra/rNLa+sbmVnm7srO7t39QPTzqqiiRDDssEpHse1Sh4CF2NNcC+7FEGngCe97sOvd7jygVj8IHncboBnQScp8zqs3o7r4yqtbshr0QWQWngBoUao+qn8NxxJIAQ80EVWrg2LF2Myo1ZwLnlWGiMKZsRic4MBjSAJWbLTadkzM/kkRPkSzev7MZDZRKA89kAqqnatnLh/95g0T7V27GwzjRGDITMZ6fCKIjkhcmYy6RaZEaoExysyVhUyop0+YseX1nuewqdM8bTrNxcdusterFIcpwAqdQBwcuoQU30IYOMPDhGd7g3ULryXqxXn+iJav4cwx/ZH18A9Lmim4=</latexit>

g�1(S)

<latexit sha1_base64="Md+rCwa6GR7LdmBb+pkGkbLMv0Q=">AAAB6nicbZDNTgIxFIXv+Iv4h7p000hMcCGZMRhdkrhxiVF+DIykU+5AQzszaTsmZMJL6MqoOx/HF/BtLMhCwbP6es9pcs8NEsG1cd0vZ2l5ZXVtPbeR39za3tkt7O03dJwqhnUWi1i1AqpR8AjrhhuBrUQhlYHAZjC8mvjNR1Sax9GdGSXoS9qPeMgZNXZ033/ITr1x6fakWyi6ZXcqsgjeDIowU61b+Oz0YpZKjAwTVOu25ybGz6gynAkc5zupxoSyIe1j22JEJWo/my48JsdhrIgZIJm+f2czKrUeycBmJDUDPe9Nhv957dSEl37GoyQ1GDEbsV6YCmJiMulNelwhM2JkgTLF7ZaEDaiizNjr5G19b77sIjTOyl6lfH5TKVZLs0Pk4BCOoAQeXEAVrqEGdWAg4Rne4N0RzpPz4rz+RJec2Z8D+CPn4xtvz40W</latexit>

Figura 8.16 Ilustracion del cambio de variable: Etapa 1, caso general

2.18 Probar que toda aplicación lineal ) : R3 → R3 se puede descomponer como
composición de aplicaciones lineales elementales de la forma

a) ) (G1, G2, . . . , G3) = (_G1, G2, . . . , G3)
b) ) (G1, G2, . . . , G3) = (G1 + G2, G3, . . . , G3)
c) ) (G1, G2, . . . , G8 , . . . , G 9 , . . . , G3) = (G1, G2, . . . , G 9 , . . . , G8 , . . . , G3)

Utilizamos el método de Gauss-Jordan para resolver ecuaciones lineales. El método
de Gauss-Jordan es una extensión del método de Gauss que permite transformar
una matriz en la matriz identidad mediante transformaciones elementales. De modo
que mediante el método de Gauss-Jordan obtenemos mediante transformaciones
elementales )8

)1 ◦ · · · ◦)A ◦ � = �3

de donde � = )−1
A · · · ◦)−1

1 . En el método de Gauss tranformarmos en cero los
términos debajo de la diagonal mediante transformaciones elementales. Por ejemplo
en una matriz 4×4 la matriz la transformación consistente en multiplicar la primera
componente 01 de un vector por un número U y añadirlo a la segunda componente
02 se puede representar mediante la multiplicación de una matriz, llamemosla �1
por este vector, en efecto, poniendo
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�1 =


1 0 0 0
U 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


tendremos, designando 0 = [01 02 03 04]C

�10 =


1 0 0 0
U 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



01
02
03
04

 =


01
U01 + 02

03
04


esto permite tranformar en cero el término (2,1) de la matriz eligiendo U = −02/01.
Análogamente, multiplicar 01 por V y añadirlo a 03 se puede expresar

�20 =


1 0 0 0
0 1 0 0
V 0 1 0
0 0 0 1



01
02
03
04

 =


01
02

V01 + 03
04


Eligiendo V = −03/01 esta matriz transforma en cero el término (3,1) de la matriz
dejando inalterado los términos que están por encima del mismo. �1 y �2 son una
combinación de transformaciones de tipo (a) y (b).

Eventualmente en cada paso se efectúa una permutación de filas para evitar
divisiones por cero. En el ejemplo anterior si 01 fuese cero previamente deberiamos
permutar la fila 1 con otra fila cuyo primer término fuese distinto de cero. Un ejemplo
de matriz que permuta filas es

% =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1


que efectúa una permutación de las filas segunda y tercera que es una transformación
de tipo (c). Mediante este tipo de transformaciones se transforma la matriz inicial en
una matriz triangular superior. Procediendo análogamente desde la última fila hasta
la primera podemos transformar la parte triangular superior, exceptuando la diagonal,
en ceros obteniendo una matriz diagonal. Finalmente mediante tranformaciones de
tipo (a) compuestas con permutaciones de filas (tipo (c)) transformamos la matriz
diagonal obtenida en la matriz identidad.

2.19 Tenemos que ' es un (3 − 1)-rectángulo y & de la forma ' × [03 , 13] .
Aplicando el teorema de Fubini∫

: (&)
1 =

∫
'

(∫
: ( { G̃ }×[03 ,13 ])

3G3

)
3G1 . . . 3G3−1
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donde nos referimos mediante G̃ = (G1, . . . , G3−1) a un punto genérico fijo del rectán-
gulo '. Tenemos

: ′(G1, . . . , G3) =

©­­­­­«
m:1

mG1
. . . m:1

mG3−1
m:1

mG3
m:2

mG1
. . . m:2

mG3−1
m:1

mG3
...

...
...

...
m:3

mG1
. . . m:3

mG3−1
m:3

mG3

ª®®®®®¬
=

©­­­­«
1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0
...

...
...

...
...

m:3

mG1
. . . . . . . . . m:

3

mG3

ª®®®®¬
de modo que 34C : ′(G) = m:3

mG3
. Ahora introduciendo para cada G̃ ∈ ' la función

: G̃ :R→ R
G3→ :3 (G̃, G3)

tenemos
| : ′G̃ (G3) |=|

m:3

mG3
|=| 34C : ′(G) |

de modo que finalmente∫
: (&)

1 =
∫
'

(∫
: ( { G̃ }×[03 ,13 ])

3G3

)
3G1 . . . 3G3−1

=

∫
'

(∫
:3 ( [03 ,13 ])

3G3

)
3G1 . . . . . . , 3G3−1

=

∫
'

(∫
[03 ,13 ]

| (:3) ′ |3G3
)
3G1 . . . . . . , 3G3−1 =

∫
&

|34C : ′ |

2.20
Utilizando la simetría de la figura vamos a calcular la mitad del volumen + .

Tendremos
+

2
=

∫
�

I 3G 3H =

∫
�

√
02− G2− H2 3G 3H

Utilizamos el cambio de variable

6 :]0,∞[×]0,2c[→ R2

(A, \)C → (G, H)C

dado por

G = A cos\
H = A sin\

de modo que |34C 6′ | = A y I =
√
02− G2− H2 =

√
02− A2. Tendremos
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x

<latexit sha1_base64="XmTur66Q76xrGKad4N8gZ+V/a1k=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG5cQiI/CUxIp9yBhs500naMZMIL6MqoOx/JF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7paJkqhm0mhVS9gGoUPMa24UZgL1FIo0BgN5jeLvzuAyrNZXxvZgn6ER3HPOSMGjtqPQ7LFbfqLkXWwcuhArmaw/LnYCRZGmFsmKBa9z03MX5GleFM4Lw0SDUmlE3pGPsWYxqh9rPlonNyEUpFzATJ8v07m9FI61kU2ExEzUSveovhf14/NeGNn/E4SQ3GzEasF6aCGEkWfcmIK2RGzCxQprjdkrAJVZQZe5WSre+tll2HTq3q1atXrXqlUcsPUYQzOIdL8OAaGnAHTWgDA4RneIN3Z+Q8OS/O60+04OR/TuGPnI9v2QGKiQ==</latexit>

y

<latexit sha1_base64="MNaLjrTzo6V0XVjdinVAdOAf2gs=">AAAB4nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVagtEliRuXkAiYQEOmwy1MmGmbmalJ0/ACujLqzkfyBXwbB+xCwbP65p4zyT03SATXxnW/nNLG5tb2Tnm3srd/cHhUPT7p6ThVDLssFrF6CKhGwSPsGm4EPiQKqQwE9oPZ7cLvP6LSPI7uTZagL+kk4iFn1NhRJxtVa27dXYqsg1dADQq1R9XP4ThmqcTIMEG1HnhuYvycKsOZwHllmGpMKJvRCQ4sRlSi9vPlonNyEcaKmCmS5ft3NqdS60wGNiOpmepVbzH8zxukJrzxcx4lqcGI2Yj1wlQQE5NFXzLmCpkRmQXKFLdbEjalijJjr1Kx9b3VsuvQa9S9Zv2q06y1GsUhynAG53AJHlxDC+6gDV1ggPAMb/DujJ0n58V5/YmWnOLPKfyR8/EN2n+Kig==</latexit>

z

<latexit sha1_base64="2dPe87cqLbhgsCG+xspr2mSLLFc=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG5cQiI/CUxIp9yBhs500nZMcMIL6MqoOx/JF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7paJkqhm0mhVS9gGoUPMa24UZgL1FIo0BgN5jeLvzuAyrNZXxvZgn6ER3HPOSMGjtqPQ7LFbfqLkXWwcuhArmaw/LnYCRZGmFsmKBa9z03MX5GleFM4Lw0SDUmlE3pGPsWYxqh9rPlonNyEUpFzATJ8v07m9FI61kU2ExEzUSveovhf14/NeGNn/E4SQ3GzEasF6aCGEkWfcmIK2RGzCxQprjdkrAJVZQZe5WSre+tll2HTq3q1atXrXqlUcsPUYQzOIdL8OAaGnAHTWgDA4RneIN3Z+Q8OS/O60+04OR/TuGPnI9v2/2Kiw==</latexit>

Figura 8.17 Intersección de la esfera y el cilindro

 

x

<latexit sha1_base64="XmTur66Q76xrGKad4N8gZ+V/a1k=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG5cQiI/CUxIp9yBhs500naMZMIL6MqoOx/JF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7paJkqhm0mhVS9gGoUPMa24UZgL1FIo0BgN5jeLvzuAyrNZXxvZgn6ER3HPOSMGjtqPQ7LFbfqLkXWwcuhArmaw/LnYCRZGmFsmKBa9z03MX5GleFM4Lw0SDUmlE3pGPsWYxqh9rPlonNyEUpFzATJ8v07m9FI61kU2ExEzUSveovhf14/NeGNn/E4SQ3GzEasF6aCGEkWfcmIK2RGzCxQprjdkrAJVZQZe5WSre+tll2HTq3q1atXrXqlUcsPUYQzOIdL8OAaGnAHTWgDA4RneIN3Z+Q8OS/O60+04OR/TuGPnI9v2QGKiQ==</latexit>

y

<latexit sha1_base64="MNaLjrTzo6V0XVjdinVAdOAf2gs=">AAAB4nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVagtEliRuXkAiYQEOmwy1MmGmbmalJ0/ACujLqzkfyBXwbB+xCwbP65p4zyT03SATXxnW/nNLG5tb2Tnm3srd/cHhUPT7p6ThVDLssFrF6CKhGwSPsGm4EPiQKqQwE9oPZ7cLvP6LSPI7uTZagL+kk4iFn1NhRJxtVa27dXYqsg1dADQq1R9XP4ThmqcTIMEG1HnhuYvycKsOZwHllmGpMKJvRCQ4sRlSi9vPlonNyEcaKmCmS5ft3NqdS60wGNiOpmepVbzH8zxukJrzxcx4lqcGI2Yj1wlQQE5NFXzLmCpkRmQXKFLdbEjalijJjr1Kx9b3VsuvQa9S9Zv2q06y1GsUhynAG53AJHlxDC+6gDV1ggPAMb/DujJ0n58V5/YmWnOLPKfyR8/EN2n+Kig==</latexit>

✓

<latexit sha1_base64="zieGtMCHylT5SFyl4Fbz3eik4dM=">AAAB53icbVDLTgJBEOz1ifhCPXqZSEw8kV2C0SOJF4+YyCOBDZkdemFk9pGZXhNC+AY9GfXm//gD/o0D7kHBOlV3Vae7OkiVNOS6X87a+sbm1nZhp7i7t39wWDo6bpkk0wKbIlGJ7gTcoJIxNkmSwk6qkUeBwnYwvpnr7UfURibxPU1S9CM+jGUoBSfbavVohMT7pbJbcRdgq8TLSRlyNPqlz94gEVmEMQnFjel6bkr+lGuSQuGs2MsMplyM+RC7lsY8QuNPF9fO2HmYaGb3skX92zvlkTGTKLCeiNPILGvz5n9aN6Pw2p/KOM0IY2EtVgszxShh89BsIDUKUhNLuNDSXsnEiGsuyL6maON7y2FXSata8WqVy7tauV7NH1GAUziDC/DgCupwCw1ogoAHeIY3eHek8+S8OK8/1jUnnzmBP3A+vgGKxYy1</latexit>

a

<latexit sha1_base64="gTX4ZIQ1ZbnYMyV+e6d81+PmXy8=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZgtEliRuXkAiYwIT0NAV06Hmku8aETPgBXRl15yf5A/6NDc5Cwbs6Xfd2UreCRElDrvvlFDY2t7Z3irulvf2Dw6Py8UnHxKkW2BaxivVDwA0qGWGbJCl8SDTyMFDYDaa3C7/7iNrIOLqnWYJ+yMeRHEnByY5afFCuuFV3KbYOXg4VyNUclD/7w1ikIUYkFDem57kJ+RnXJIXCeamfGky4mPIx9ixGPETjZ8tF5+xiFGtGE2TL9+9sxkNjZmFgMyGniVn1FsP/vF5Koxs/k1GSEkbCRqw3ShWjmC36sqHUKEjNLHChpd2SiQnXXJC9SsnW91bLrkOnVvXq1atWvdKo5YcowhmcwyV4cA0NuIMmtEEAwjO8wbszdJ6cF+f1J1pw8j+n8EfOxze2r4py</latexit>

D

<latexit sha1_base64="okZ3f7sZlIk5ZVq38Em0i+clUms=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJLpwCYn8JDAhnXIHGjqdSdsxIRNeQFdG3flIvoBvY8FZKHhWX+85Te65QSK4Nq775RQ2Nre2d4q7pb39g8Oj8vFJR8epYthmsYhVL6AaBZfYNtwI7CUKaRQI7AbT24XffUSleSwfzCxBP6JjyUPOqLGj1t2wXHGr7lJkHbwcKpCrOSx/DkYxSyOUhgmqdd9zE+NnVBnOBM5Lg1RjQtmUjrFvUdIItZ8tF52TizBWxEyQLN+/sxmNtJ5Fgc1E1Ez0qrcY/uf1UxPe+BmXSWpQMhuxXpgKYmKy6EtGXCEzYmaBMsXtloRNqKLM2KuUbH1vtew6dGpVr169atUrjVp+iCKcwTlcggfX0IB7aEIbGCA8wxu8OyPnyXlxXn+iBSf/cwp/5Hx8A4tpilU=</latexit>

r = a sin ✓

<latexit sha1_base64="8IhfszzTy49NQ51TUZefTYUSl1g=">AAAB83icbVDLSgNBEOyNrxhfqx69DAbBU9gNEb0IAS8eI5gHZJcwO5lNhsw+mOkNhCVfoidRb/6JP+DfOIl70MQ6VXdV090VpFJodJwvq7SxubW9U96t7O0fHB7ZxycdnWSK8TZLZKJ6AdVcipi3UaDkvVRxGgWSd4PJ3ULvTrnSIokfcZZyP6KjWISCUTStgW2rW0KJp0VMPBxzpAO76tScJcg6cQtShQKtgf3pDROWRTxGJqnWfddJ0c+pQsEkn1e8TPOUsgkd8b6hMY249vPl5XNyESaKmL1kWf/25jTSehYFxhNRHOtVbdH8T+tnGN74uYjTDHnMjMVoYSYJJmQRABkKxRnKmSGUKWGuJGxMFWVoYqqY993VZ9dJp15zG7Wrh0a1WS+CKMMZnMMluHANTbiHFrSBwRSe4Q3ercx6sl6s1x9rySpmTuEPrI9vLsOQYA==</latexit>

Figura 8.18 Cambio de variable

+

2
=

∫ c/2

0

∫ 0 sin \

0
A
√
02− A2 3A 3\ =

∫ c/2

0
[−1

3
(02− A2)3/2]0 sin \

0 3\

=
1
3

∫ c/2

0
(03− 03 cos3 \) 3\ = 0

3

3

∫ c/2

0
(1− cos3 \) 3\

=
03

3

(∫ c/2

0
3\ −

∫ c/2

0
cos3 \ 3\

)
=
03

3
( c

2
− 2

3
)
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donde la última integral se puede obtener mediante integraciones sucesivas por
partes o bien poniendo

cos3 \ = cos\ − sin2 \ cos\

2.21 El ejercicio es calcular el volumen+ comprendido entre los cilindros G2+H2 = 1,
G2 + H2 = 4 el plano I = 0 y el paraboloide I = G2 + H2. Calcularemos la cuarta parte
del volumen.

 
x

<latexit sha1_base64="XmTur66Q76xrGKad4N8gZ+V/a1k=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG5cQiI/CUxIp9yBhs500naMZMIL6MqoOx/JF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7paJkqhm0mhVS9gGoUPMa24UZgL1FIo0BgN5jeLvzuAyrNZXxvZgn6ER3HPOSMGjtqPQ7LFbfqLkXWwcuhArmaw/LnYCRZGmFsmKBa9z03MX5GleFM4Lw0SDUmlE3pGPsWYxqh9rPlonNyEUpFzATJ8v07m9FI61kU2ExEzUSveovhf14/NeGNn/E4SQ3GzEasF6aCGEkWfcmIK2RGzCxQprjdkrAJVZQZe5WSre+tll2HTq3q1atXrXqlUcsPUYQzOIdL8OAaGnAHTWgDA4RneIN3Z+Q8OS/O60+04OR/TuGPnI9v2QGKiQ==</latexit>

y

<latexit sha1_base64="MNaLjrTzo6V0XVjdinVAdOAf2gs=">AAAB4nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVagtEliRuXkAiYQEOmwy1MmGmbmalJ0/ACujLqzkfyBXwbB+xCwbP65p4zyT03SATXxnW/nNLG5tb2Tnm3srd/cHhUPT7p6ThVDLssFrF6CKhGwSPsGm4EPiQKqQwE9oPZ7cLvP6LSPI7uTZagL+kk4iFn1NhRJxtVa27dXYqsg1dADQq1R9XP4ThmqcTIMEG1HnhuYvycKsOZwHllmGpMKJvRCQ4sRlSi9vPlonNyEcaKmCmS5ft3NqdS60wGNiOpmepVbzH8zxukJrzxcx4lqcGI2Yj1wlQQE5NFXzLmCpkRmQXKFLdbEjalijJjr1Kx9b3VsuvQa9S9Zv2q06y1GsUhynAG53AJHlxDC+6gDV1ggPAMb/DujJ0n58V5/YmWnOLPKfyR8/EN2n+Kig==</latexit>

z

<latexit sha1_base64="2dPe87cqLbhgsCG+xspr2mSLLFc=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG5cQiI/CUxIp9yBhs500nZMcMIL6MqoOx/JF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7paJkqhm0mhVS9gGoUPMa24UZgL1FIo0BgN5jeLvzuAyrNZXxvZgn6ER3HPOSMGjtqPQ7LFbfqLkXWwcuhArmaw/LnYCRZGmFsmKBa9z03MX5GleFM4Lw0SDUmlE3pGPsWYxqh9rPlonNyEUpFzATJ8v07m9FI61kU2ExEzUSveovhf14/NeGNn/E4SQ3GzEasF6aCGEkWfcmIK2RGzCxQprjdkrAJVZQZe5WSre+tll2HTq3q1atXrXqlUcsPUYQzOIdL8OAaGnAHTWgDA4RneIN3Z+Q8OS/O60+04OR/TuGPnI9v2/2Kiw==</latexit>

D

<latexit sha1_base64="aVIG3GhZ646FeBX9vfhtPFw8xNg=">AAAB43icbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCpJqeiyoAuXVewF2lAm05N26OTCzEQooU+gK1F3vpEv4Ns4iVlo67/65vz/wPmPFwuutG1/WaW19Y3NrfJ2ZWd3b/+genjUVVEiGXZYJCLZ96hCwUPsaK4F9mOJNPAE9rzZdeb3HlEqHoUPeh6jG9BJyH3OqDaj+5vKqFqz63YusgpOATUo1B5VP4fjiCUBhpoJqtTAsWPtplRqzgQuKsNEYUzZjE5wYDCkASo3zTddkDM/kkRPkeTv39mUBkrNA89kAqqnatnLhv95g0T7V27KwzjRGDITMZ6fCKIjkhUmYy6RaTE3QJnkZkvCplRSps1ZsvrOctlV6DbqTrN+cdestRrFIcpwAqdwDg5cQgtuoQ0dYODDM7zBu4XWk/Vivf5ES1bx5xj+yPr4Br93imk=</latexit>

Figura 8.19 Cuarta parte del Volumen

Utilizando coordenadas cartesianas sería

+

4
=

∫
�

(G2 + H2) 3G 3H

=

∫ 1

0

∫ √
4−G2

√
1−G2

(G2 + H2) 3G 3H +
∫ 2

1

∫ √
4−G2

0
(G2 + H2) 3G 3H

Si utilizamos el cambio de variable

6 :]0,∞[×]0,2c[→ R2

(A, \)C → (G, H)C

dado por

G = A cos\
H = A sin\
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x

<latexit sha1_base64="XmTur66Q76xrGKad4N8gZ+V/a1k=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG5cQiI/CUxIp9yBhs500naMZMIL6MqoOx/JF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7paJkqhm0mhVS9gGoUPMa24UZgL1FIo0BgN5jeLvzuAyrNZXxvZgn6ER3HPOSMGjtqPQ7LFbfqLkXWwcuhArmaw/LnYCRZGmFsmKBa9z03MX5GleFM4Lw0SDUmlE3pGPsWYxqh9rPlonNyEUpFzATJ8v07m9FI61kU2ExEzUSveovhf14/NeGNn/E4SQ3GzEasF6aCGEkWfcmIK2RGzCxQprjdkrAJVZQZe5WSre+tll2HTq3q1atXrXqlUcsPUYQzOIdL8OAaGnAHTWgDA4RneIN3Z+Q8OS/O60+04OR/TuGPnI9v2QGKiQ==</latexit>

y

<latexit sha1_base64="MNaLjrTzo6V0XVjdinVAdOAf2gs=">AAAB4nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVagtEliRuXkAiYQEOmwy1MmGmbmalJ0/ACujLqzkfyBXwbB+xCwbP65p4zyT03SATXxnW/nNLG5tb2Tnm3srd/cHhUPT7p6ThVDLssFrF6CKhGwSPsGm4EPiQKqQwE9oPZ7cLvP6LSPI7uTZagL+kk4iFn1NhRJxtVa27dXYqsg1dADQq1R9XP4ThmqcTIMEG1HnhuYvycKsOZwHllmGpMKJvRCQ4sRlSi9vPlonNyEcaKmCmS5ft3NqdS60wGNiOpmepVbzH8zxukJrzxcx4lqcGI2Yj1wlQQE5NFXzLmCpkRmQXKFLdbEjalijJjr1Kx9b3VsuvQa9S9Zv2q06y1GsUhynAG53AJHlxDC+6gDV1ggPAMb/DujJ0n58V5/YmWnOLPKfyR8/EN2n+Kig==</latexit>

y =
p

1 � x2

<latexit sha1_base64="/Apl7LrbylLTIVu4TFgf/k9rlH0=">AAAB8nicbZDLSsNAFIZP6q3WS6Mu3QSL4MaSlIpuhIIblxXsBdpYJtNJO3RyceZELKEvoitRdz6KL+DbOKlZaOu/+ub8/8D5jxcLrtC2v4zCyura+kZxs7S1vbNbNvf22ypKJGUtGolIdj2imOAhayFHwbqxZCTwBOt4k6vM7zwwqXgU3uI0Zm5ARiH3OSWoRwOzPL3sq3uJqXP6eFeblQZmxa7ac1nL4ORQgVzNgfnZH0Y0CViIVBCleo4do5sSiZwKNiv1E8ViQidkxHoaQxIw5abzxWfWsR9JC8fMmr9/Z1MSKDUNPJ0JCI7VopcN//N6CfoXbsrDOEEWUh3Rnp8ICyMr628NuWQUxVQDoZLrLS06JpJQ1FfK6juLZZehXas69erZTb3SqOWHKMIhHMEJOHAODbiGJrSAQgLP8AbvBhpPxovx+hMtGPmfA/gj4+MbpheQEg==</latexit>

y =
p

4 � x2

<latexit sha1_base64="SEX1NlnxzBqbFzpTPSyy5Jkfyc0=">AAAB8nicbZDLSsNAFIZP6q3WS6Mu3QSL4MaSlIpuhIIblxXsBdpYJtNJO3RyceZELKEvoitRdz6KL+DbOKlZaOu/+ub8/8D5jxcLrtC2v4zCyura+kZxs7S1vbNbNvf22ypKJGUtGolIdj2imOAhayFHwbqxZCTwBOt4k6vM7zwwqXgU3uI0Zm5ARiH3OSWoRwOzPL3sq3uJaf308a42Kw3Mil2157KWwcmhArmaA/OzP4xoErAQqSBK9Rw7RjclEjkVbFbqJ4rFhE7IiPU0hiRgyk3ni8+sYz+SFo6ZNX//zqYkUGoaeDoTEByrRS8b/uf1EvQv3JSHcYIspDqiPT8RFkZW1t8acskoiqkGQiXXW1p0TCShqK+U1XcWyy5Du1Z16tWzm3qlUcsPUYRDOIITcOAcGnANTWgBhQSe4Q3eDTSejBfj9SdaMPI/B/BHxsc3qqOQFQ==</latexit>

Figura 8.20 Dominio de integración. Ejercicio 2.21

Tenemos |34C 6′ | = A , G2 + H2 = A2 y � = {1 ≤ A ≤ 2; 0 ≤ \ ≤ c
2 }.

+

4
=

∫
�

A2 |34C 6′ | 3A 3\ =
∫ c

2

0

(∫ 2

1
A3 3A

)
3\

=
c

2

∫ 2

1
A3 3A =

15c
8

y el volumen pedido es + = 15c
2

2.22 La matriz jacobiana es

6′ =


sinicos\ −A sini sin\ A cosicos\
sini sin\ A sinicos\ A cosi sin\

cosi 0 −A sini


de modo que

|34C 6′ | = A2 sini

y
( 5 ◦6) (A, \, i) = A2 (cos2 \ sin2 i+ sin2 \ sin2 i+ cos2 i) = A2

Entonces
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�

5 =

∫ c

0

(∫ 2c

0

(∫ 0

0
A4 sini3A

)
3\

)
3i

=
05

5

∫ c

0
sini3i

∫ 2c

0
3\ =

4c
5
05

2.23 |34C 6′ | = A∫
�

5 =

∫ ;

0

∫ 2c

0

∫ 0

0
I2A 3A 3\ 3I =

∫ ;

0
I2 3I

∫ 2c

0
3\

∫ 0

0
A 3A

=
;3

3
2c
02

2
=
c

3
;302

2.24

a)
� = {(G, H) ∈ R2; G > 0, H > 0, G + H < 1}

y
5 (G, H) = G@−1H@−1

con ? y @ enteros positivos

y = 1 � x

<latexit sha1_base64="mkJJ20Vs0zpYBWBmo9M3W6GfrdY=">AAAB5nicbZDNSsNAFIVv/K31r+rSzWAR3FiSUtGNUHDjsoJpC20ok+lNM3Tyw8xELKGvoCtRdz6QL+DbOK1ZaOtZfXPPGbjn+qngStv2l7Wyura+sVnaKm/v7O7tVw4O2yrJJEOXJSKRXZ8qFDxGV3MtsJtKpJEvsOOPb2Z+5wGl4kl8rycpehEdxTzgjGozcifXzvnjoFK1a/ZcZBmcAqpQqDWofPaHCcsijDUTVKmeY6fay6nUnAmclvuZwpSyMR1hz2BMI1RePl92Sk6DRBIdIpm/f2dzGik1iXyTiagO1aI3G/7n9TIdXHk5j9NMY8xMxHhBJohOyKwzGXKJTIuJAcokN1sSFlJJmTaXKZv6zmLZZWjXa06jdnHXqDbrxSFKcAwncAYOXEITbqEFLjDg8Axv8G6F1pP1Yr3+RFes4s8R/JH18Q0LtIvF</latexit>

x

<latexit sha1_base64="XmTur66Q76xrGKad4N8gZ+V/a1k=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG5cQiI/CUxIp9yBhs500naMZMIL6MqoOx/JF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7paJkqhm0mhVS9gGoUPMa24UZgL1FIo0BgN5jeLvzuAyrNZXxvZgn6ER3HPOSMGjtqPQ7LFbfqLkXWwcuhArmaw/LnYCRZGmFsmKBa9z03MX5GleFM4Lw0SDUmlE3pGPsWYxqh9rPlonNyEUpFzATJ8v07m9FI61kU2ExEzUSveovhf14/NeGNn/E4SQ3GzEasF6aCGEkWfcmIK2RGzCxQprjdkrAJVZQZe5WSre+tll2HTq3q1atXrXqlUcsPUYQzOIdL8OAaGnAHTWgDA4RneIN3Z+Q8OS/O60+04OR/TuGPnI9v2QGKiQ==</latexit>

y

<latexit sha1_base64="MNaLjrTzo6V0XVjdinVAdOAf2gs=">AAAB4nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVagtEliRuXkAiYQEOmwy1MmGmbmalJ0/ACujLqzkfyBXwbB+xCwbP65p4zyT03SATXxnW/nNLG5tb2Tnm3srd/cHhUPT7p6ThVDLssFrF6CKhGwSPsGm4EPiQKqQwE9oPZ7cLvP6LSPI7uTZagL+kk4iFn1NhRJxtVa27dXYqsg1dADQq1R9XP4ThmqcTIMEG1HnhuYvycKsOZwHllmGpMKJvRCQ4sRlSi9vPlonNyEcaKmCmS5ft3NqdS60wGNiOpmepVbzH8zxukJrzxcx4lqcGI2Yj1wlQQE5NFXzLmCpkRmQXKFLdbEjalijJjr1Kx9b3VsuvQa9S9Zv2q06y1GsUhynAG53AJHlxDC+6gDV1ggPAMb/DujJ0n58V5/YmWnOLPKfyR8/EN2n+Kig==</latexit>

Figura 8.21 Dominio de integración

∫
�

5 =

∫ 1

0

(∫ 1−G

0
G?−1H@−1 3H

)
3G =

1
@

∫ 1

0
[G?−1H@]1−G0 3G

=
1
@

∫ 1

0
G?−1 (1− G)@ 3G = 1

@

Γ(?)Γ(@ +1)
Γ(? + @ +1) =

Γ(?)Γ(@)
Γ(? + @ +1)

b)
� = {(G, H, I) ∈ R3; G > 0, H > 0, I > 0 G + H + I < 1}

y
5 (G, H, I) = G?−1H@−1IA−1
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x

<latexit sha1_base64="XmTur66Q76xrGKad4N8gZ+V/a1k=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG5cQiI/CUxIp9yBhs500naMZMIL6MqoOx/JF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7paJkqhm0mhVS9gGoUPMa24UZgL1FIo0BgN5jeLvzuAyrNZXxvZgn6ER3HPOSMGjtqPQ7LFbfqLkXWwcuhArmaw/LnYCRZGmFsmKBa9z03MX5GleFM4Lw0SDUmlE3pGPsWYxqh9rPlonNyEUpFzATJ8v07m9FI61kU2ExEzUSveovhf14/NeGNn/E4SQ3GzEasF6aCGEkWfcmIK2RGzCxQprjdkrAJVZQZe5WSre+tll2HTq3q1atXrXqlUcsPUYQzOIdL8OAaGnAHTWgDA4RneIN3Z+Q8OS/O60+04OR/TuGPnI9v2QGKiQ==</latexit>

y

<latexit sha1_base64="MNaLjrTzo6V0XVjdinVAdOAf2gs=">AAAB4nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVagtEliRuXkAiYQEOmwy1MmGmbmalJ0/ACujLqzkfyBXwbB+xCwbP65p4zyT03SATXxnW/nNLG5tb2Tnm3srd/cHhUPT7p6ThVDLssFrF6CKhGwSPsGm4EPiQKqQwE9oPZ7cLvP6LSPI7uTZagL+kk4iFn1NhRJxtVa27dXYqsg1dADQq1R9XP4ThmqcTIMEG1HnhuYvycKsOZwHllmGpMKJvRCQ4sRlSi9vPlonNyEcaKmCmS5ft3NqdS60wGNiOpmepVbzH8zxukJrzxcx4lqcGI2Yj1wlQQE5NFXzLmCpkRmQXKFLdbEjalijJjr1Kx9b3VsuvQa9S9Zv2q06y1GsUhynAG53AJHlxDC+6gDV1ggPAMb/DujJ0n58V5/YmWnOLPKfyR8/EN2n+Kig==</latexit>

z = 1 � x � y

<latexit sha1_base64="FR6uz4ngZ2nx0+OMgD6ag36g364=">AAAB6XicbZDLSsNAFIZPvNZ6q7p0M1gENy1JqehGKLhxWcFeoA1lMj1ph04uzEzEWPoQuhJ15+v4Ar6Nk5qFtv6rb87/D5z/eLHgStv2l7Wyura+sVnYKm7v7O7tlw4O2ypKJMMWi0Qkux5VKHiILc21wG4skQaewI43uc78zj1KxaPwTqcxugEdhdznjGoz6j5eOZWHSloclMp21Z6LLIOTQxlyNQelz/4wYkmAoWaCKtVz7Fi7Uyo1ZwJnxX6iMKZsQkfYMxjSAJU7ne87I6d+JIkeI5m/f2enNFAqDTyTCageq0UvG/7n9RLtX7pTHsaJxpCZiPH8RBAdkaw2GXKJTIvUAGWSmy0JG1NJmTbHyeo7i2WXoV2rOvXq+W293KjlhyjAMZzAGThwAQ24gSa0gIGAZ3iDd2tiPVkv1utPdMXK/xzBH1kf34gXjJQ=</latexit>

z

<latexit sha1_base64="aERjZJv8OlicFOtlqgUsByrv5WU=">AAAB43icbZDLSsNAFIZP6q3WW9Slm8EiuCpJqeiy4MZlFXuBNpTJ9KQdOrkwMxFq6BPoStSdb+QL+DZOahba+q++Of8/cP7jJ4Ir7ThfVmltfWNzq7xd2dnd2z+wD486Kk4lwzaLRSx7PlUoeIRtzbXAXiKRhr7Arj+9zv3uA0rF4+hezxL0QjqOeMAZ1WZ091gZ2lWn5ixEVsEtoAqFWkP7czCKWRpipJmgSvVdJ9FeRqXmTOC8MkgVJpRN6Rj7BiMaovKyxaZzchbEkugJksX7dzajoVKz0DeZkOqJWvby4X9eP9XBlZfxKEk1RsxEjBekguiY5IXJiEtkWswMUCa52ZKwCZWUaXOWvL67XHYVOvWa26hd3DaqzXpxiDKcwCmcgwuX0IQbaEEbGATwDG/wbqH1ZL1Yrz/RklX8OYY/sj6+ARBQip8=</latexit>

y = 1 � x

<latexit sha1_base64="1dSpGxE2iXQ0tIZs1SEd7q95FVE=">AAAB53icbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuLEkpaIboeDGZQV7gTaUyfSkHTu5MDMRS+gz6ErUne/jC/g2TmoW2vqvvjn/P3D+48WCK23bX1ZhZXVtfaO4Wdra3tndK+8ftFWUSIYtFolIdj2qUPAQW5prgd1YIg08gR1vcp35nQeUikfhnZ7G6AZ0FHKfM6rNqD29cs4eS4Nyxa7ac5FlcHKoQK7moPzZH0YsCTDUTFCleo4dazelUnMmcFbqJwpjyiZ0hD2DIQ1Quel82xk58SNJ9BjJ/P07m9JAqWngmUxA9VgtetnwP6+XaP/STXkYJxpDZiLG8xNBdESy0mTIJTItpgYok9xsSdiYSsq0OU1W31ksuwztWtWpV89v65VGLT9EEY7gGE7BgQtowA00oQUM7uEZ3uDd4taT9WK9/kQLVv7nEP7I+vgGQRKL2Q==</latexit>

Figura 8.22 Dominio de integración

∫
�

5 =

∫ 1

0

∫ 1−G

0

∫ 1−G−H

0
G?−1H@−1IA−1 3I 3H 3G

=

∫ 1

0
G?−1 3G

∫ 1−G

0
H@−1 3H

∫ 1−G−H

0
IA−1 3I

=
1
A

∫ 1

0
G?−1 3G

∫ 1−G

0
H@−1 (1− G− H)A 3H

Tenemos una integral del tipo∫ 0

0
H@−1 (0− H)B−1 3H

haciendo el cambio de variable H = 0F, será 3H = 0 3F resultando∫ 1

0
0@−1F@−1 (0− 0F)B−10 3F = 0@−10B−10

∫ 1

0
F@−1 (1−F)B−1 3F

= 0@+B−1Γ(@)Γ(B)
Γ(@ + B)

volviendo al problema inicial con 0 = 1− G, @ = @ y B = A +1, tendremos∫
�

5 =
1
A

Γ(@)Γ(A +1)
Γ(@ + A +1)

∫ 1

0
G?−1 (1− G)@+A 3G

=
Γ(@)Γ(A)
Γ(@ + A +1)

∫ 1

0
G?−1 (1− G)@+A 3G

=
Γ(@)Γ(A)
Γ(@ + A +1)

Γ(?)Γ(@ + A +1)
Γ(? + @ + A +1) =

Γ(?)Γ(@)Γ(A)
Γ(? + @ + A +1)

c)
� = {(G, H, I) ∈ R3; G > 0, H > 0, I > 0, ( G

0
)U + ( H

1
)V + ( I

2
)W ≤ 1}

y
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5 (G, H, I) = G?−1H@−1IA−1

Hacemos el cambio de variable

6 : R3→ R3

(b,[, Z) → (G, H, I)

donde G, H, I están dadas por

b =
( G
0

)U
G = 0b1/U

[ =
( H
1

)V
H = 1[1/V

Z =
( I
2

)W
I = 2Z1/W

mG

mb
=
0

U
b

1
U
−1

mH

mV
=
1

V
[

1
V
−1

mI

mW
=
0

W
Z

1
W
−1

de donde
|34C 6′ | = 012

UVW
b

1
U
−1[

1
V
−1
Z

1
W
−1

entonces
G?−1H@−1IA−1 = 0?−11@−12A−1b

?−1
U [

@−1
V Z

A−1
W

de donde∫
�

5 =
0?1@2A

UVW

∫ 1

0

∫ 1−b

0

∫ 1−b−[

0
b
?

U
−1[

@

V
−1
Z
A
W
−1
3b 3[ 3Z

=
0?1@2A

UVW

Γ( ?
U
)Γ( @

V
)Γ( A

W
)

Γ( ?
U
+ @
V
+ A
W
+1)

d)

� = {(G, H, I) ∈ R3; G > 0, H > 0, I > 0,
G2

9
+ H

2

4
+ I2 ≤ 1}

y
5 (G, H, I) = GHI

En este caso particular ? = @ = A = 2, U = V = W = 2 y 0 = 3, 1 = 2 y 2 = 1. De
modo que
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�

5 =
32.22.12

2.2.2
Γ( 2

2 )Γ(
2
2 )Γ(

2
2 )

Γ(1+1+1+1)

=
9
2

1
3!
=

3
4

Ejercicios del Capítulo 3

3.1 Sean+ y, espacios vectoriales, 5 una aplicación lineal de+ en, , ( ∈M: (,)
y ) ∈M; (,). Para E1, . . . , E: , E:+1, . . . , E:+; , : + ; vectores de + tenemos

5 ∗ (( ⊗)) (E1, . . . , E: , E:+1, . . . , E:+;) = (( ⊗)) ( 5 (E1), . . . , 5 (E: ), 5 (E:+1), . . . , 5 (E:+;))
=(( 5 (E1), . . . , 5 (E: ))) ( 5 (E:+1), . . . , 5 (E:+;)) = 5 ∗((E1, . . . , E: ) 5 ∗) (E:+1, . . . , E:+;)
=( 5 ∗( ⊗ 5 ∗)) (E1, . . . , E: , E:+1, . . . , E:+;)

3.2 f es la permutación

1→ 2
2→ 3
3→ 1
4→ 4

y (1,2) es la permutación

1→ 2
2→ 1
3→ 3
4→ 4

de modo que aplicando primero (1,2) y al resultado aplicandole f obtenemos f′
que será la permutación

1→ 2→ 3 = f′(1) = f(2)
2→ 1→ 2 = f′(2) = f(1)
3→ 3→ 1 = f′(3) = f(3)
4→ 4→ 4 = f′(4) = f(4)

3.3 La definición de producto exterior y la del operador de antisimetrización nos da
la expresión (3.13) del producto exterior:

l∧[(E1, . . . , E:+;) =
1
:!;!

∑
f∈P:+;

B6=(f)l(Ef (1) , . . . , Ef (:) )[(Ef (:+1) , . . . , Ef (:+;) )
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Podemos descomponer el sumatorio extendido a la permutaciones P:+; de la si-
guiente forma∑
f∈P:+;

B6=(f)l (Ef (1) , . . . , Ef (:) )[ (Ef (:+1) , . . . , Ef (:+;) )

=
∑
f∈C:+;

B6=(f)
( ∑
g∈P:

B6=(g)l (Egf (1) , . . . , Egf (:) )
) ( ∑
d∈P;

B6=(d)[ (Edf (:+1) , . . . , Edf (:+;)
)

Como l y [ son tensores antisimétricos, al cambiar el orden de sus argumentos, el
valor de B6=(g)l y el valor de B6=(d)[ no cambia. De modo que∑

g∈P:
B6=(g)l(Egf (1) , . . . , Egf (:) ) = :!l(Ef (1) , . . . , Ef (:) )

y ∑
d∈P;

B6=(d)[(Edf (:+1) , . . . , Edf (:+;) ) = ;!l(Ef (:+1) , . . . , Ef (:+;) )

de donde resulta la expresión (3.14) para el producto exterior.

3.4 Las propiedades a), b) y c) son una consecuencia inmediata de las mismas
propiedades 3.1 para el producto tensorial, de la definición de producto exterior 3.4
y de la definición del operador de antisimetrización (3.9). Veamos por ejemplo la
propiedad a): Para E1, . . . , E:+; vectores,(
(l1 +l2) ∧[

)
(E1, . . . , E:+;) =

(: + ;)!
:!;!

�=C
(
(l1 +l2) ⊗ [

)
(E1, . . . , E:+;)

=
(: + ;)!
:!;!

1
(: + ;)!

∑
f∈%:+;

B6=(f) (l1 ⊗ [+l2 ⊗ [) (Ef (1) , . . . , Ef (:+;) )

=
(: + ;)!
:!;!

1
(: + ;)!

∑
f∈%:+;

B6=(f) (l1 ⊗ [) (Ef (1) , . . . , Ef (:+;) )

+ (: + ;)!
:!;!

1
(: + ;)!

∑
f∈%:+;

B6=(f) (l2 ⊗ [) (Ef (1) , . . . , Ef (:+;) )

=
(: + ;)!
:!;!

�=C (l1 ⊗ [) (E1, . . . , E:+;) +
(: + ;)!
:!;!

�=C (l2 ⊗ [) (E1, . . . , E:+;)

=(l1∧[) (E1, . . . , E:+;) + (l2∧[) (E1, . . . , E:+;) = (l1∧[+l2∧[) (E1, . . . , E:+;)

Para la propiedad d): l∧[ = (:+;)!
:!;! �=C (l ⊗ [) y para E1, . . . , E:+; , : + ; vectores

de + tenemos
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l∧[(E1, . . . , E:+;) =
(: + ;)!
:!;!

�=C (l⊗ [) (E1, . . . , E:+;)

=
(: + ;)!
:!;!

1
(: + ;)!

∑
f∈%:+;

B6=(f) (l⊗ [) (Ef (1) , . . . , Ef (:+;) )

=
(: + ;)!
:!;!

1
(: + ;)!

∑
f∈%:+;

B6=(f)l(Ef (1) , . . . , Ef (:) )[(Ef (:+1) , . . . , Ef (:+;) )

=
(: + ;)!
:!;!

1
(: + ;)!

∑
f∈%:+;

B6=(f)[(Ef (:+1) , . . . , Ef (:+;) )l(Ef (1) , . . . , Ef (:) )

=
(: + ;)!
:!;!

1
(: + ;)!

∑
f′∈%:+;

(−1):;B6=(f′) ([ ⊗l) (Ef′ (1) , . . . , Ef′ (;) , Ef′ (;+1) , . . . , Ef′ (;+:) )

=(−1):; ([∧l) (E1, . . . , E:+;)

donde hemos puesto que si f es la permutación f(1),f(2), . . . ,f(:),
f(: +1), . . . ,f(: + ;) entonces f′ es la permutación f′(1) = f(: +1), . . . ,f′(;) =
f(: + ;),f′(; + 1) = f(1), . . . ,f′(; + :) = f(:). Para pasar de la permutación f a
la permutación f′ hemos hecho para cada uno de los ; índices : tranposiciones. De
modo que los signos de f y f′ están relacionados por B6=(f′) = (−1):;B6=(f)

La propiedad e) es una consecuencia inmediata de las definiciones del producto
exterior, del operador de antisimetrización y de la linealidad de 5 .

3.5

a)

i2∧i3 (E,F) = (1+1)!
1!1!

�=C (i2 ⊗ i3) (E,F)

= i2 ⊗ i3 (E,F) −i2 ⊗ i3 (F,E) = E2F3−F2E3

b) i3∧i1 (E,F) = E3F1−F3E1

c) i1∧i2 (E,F) = E1F2−F1E2

3.6 Sea � = [0 9
8
]3
8, 9=1 tenemos,

34C (�) =
∑
f∈P3

B6=(f)01
f (1) . . . 0

3
f (3)

Para cada : = 1, . . . , 3 sea f(:) = 9 , tendremos : = f−1 ( 9) y 0:
f (:) = 0

f−1 ( 9)
9

y
puesto que B6=(f) = B6=(f−1) podemos escribir llamando �C = � = [1 9

8
]3
8, 9=1 a la

matriz transpuesta de �, de modo que 1 9
8
= 08

9
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34C (�) =
∑
f∈P3

B6=(f)0f
−1 (1)

1 . . . 0
f−1 ( 9)
9

. . . 0
f−1 (3)
3

=
∑
f∈P3

B6=(f−1)11
f−1 (1) . . . 1

9

f−1 ( 9) . . . 1
3

f−1 (3)

=
∑

f−1∈P3

B6=(f−1)11
f−1 (1) . . . 1

9

f−1 ( 9) . . . 1
3

f−1 (3) = 34C (�
C )

ya que cuando f recorre todas las permutaciones en P3 también f−1 lo hace.

3.7 Sea {41, . . . , 43} una base ortonormal de vectores de R3 . Sea F =
∑3
8=1F

848 .
Tendremos i(F) =∑3

8=1F
8i(48). Basta elegir I =

∑3
8=1 i(48)48 , entonces

(I,F) = (
3∑
8=1
i(48)48 ,

3∑
9=1
F 94 9 )

=

3∑
8, 9=1

i(48)F 9 (48 , 4 9 ) =
3∑

8, 9=1
i(48)F 9X8 9

=

3∑
8=1
i(48)F8 = i(F) ∀ F ∈ R3

pues {41, . . . , 43} es una base ortonormal.
Para la unicidad basta observar que si I1 y I2 verifican

(I1,F) = (I2,F) = i(F) ∀F ∈ R3

tenemos
(I1− I2,F) = 0 ∀F ∈ R3

y tomando F = I1− I2 resulta | |I−I2 | | = 0 y I1 = I2.
Además

‖i‖ = sup
‖F ‖≤1

|i(F) | = sup
‖F ‖≤1

| (I,F) | = ‖I‖

3.8 Sea � = [0 9
8
]3
8, 9=1 la matriz y sea {41, . . . , 43} la base asociada, {i1, . . . , i3} la

base dual y sean E8 = (0 98 )39=1 los vectores columna, es decir 0 9
8
para 9 = 1, . . . , 3 son

las componentes de E8 en la base {41, . . . , 43}. Tenemos

34C (�) = i1∧ · · · ∧i3 (E1, . . . , E3)

= i1∧ · · · ∧i3 (E1, . . . , E3−1,

3∑
9=1
0
9

3
4 9 )

=

3∑
9=1
0
9

3
i1∧ · · · ∧i3 (E1, . . . , E3−1, 4 9 )
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Denotemos
34C (� 9

3
) = i1∧ · · · ∧i3 (E1, . . . , E3−1, 4 9 )

tendremos

34C (�) =
3∑
9=1
0
9

3
34C (� 9

3
)

Vamos a calcular 34C (�3
3
):

34C (�33) = i
1∧ · · · ∧i3 (E1, . . . , E3 , 43) = 34C


01

1 0
1
2 . . . 0

02
1 0

2
2 . . . 0

...
...

...

031 0
3
2 . . . 1


de modo que

34C (�33) =
∑
f∈P3

B6=(f)01
f (1)0

2
f (2) . . . 0

3−1
f (3−1)X

3
f (3)

=
∑

f∈P3−1

B6=(f)01
f (1)0

2
f (2) . . . 0

3−1
f (3−1)

puesto que X3
f (3) = 1 para f(3) = 3 y es igual a cero para f(3) ≠ 3 y por otra

parte f(1),f(2), . . . f(3 − 1) será una permutación de 1,2, . . . , 3 − 1 que tendrá el
mismo signo que la permutación f(1),f(2), . . . f(3) pues se descompone en el
mismo número de transposiciones. Finalmente de la última expresión de 34C (�3

3
)

deducimos que

34C (�33) = i
1∧ · · · ∧i3 (E1, . . . , E3 , 43) = 34C


01

1 01
2 . . . 0

1
3−1

02
1 02

2 . . . 0
2
3−1

...
...

...

03−1
1 03−1

2 . . . 03−1
3−1


Esta última matriz resulta de suprimir la última fila y la última columna de la matriz
de partida.

Para calcular 34C (� 9
3
) observemos que

34C (� 9
3
) = i1∧ · · · ∧i3 (E1, . . . , E3 , 4 9 ) = 34C



01
1 0

1
2 . . . 0

1
3−1 0

...
...

...

0
9

1 0
9

2 . . . 0
9

3−1 1
...

...
...

031 0
3
2 . . . 0

3
3−1 0


La fila 9-ésima puede llevarse a la última fila de manera que podemos aplicar el

cálculo anterior. Hay que tener en cuenta que al cambiar una fila por la siguiente
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cambia el signo del determinante de modo que podemos escribir, teniendo en cuenta
que al pasar de la fila 9-ésima a la última cambiamos 3 − 9 veces el signo

34C (� 9
3
) = (−1)3+ 934C (� 9̂

3̂
) = (−1)3+ 934C (� 9̂

3̂
)

donde � 9̂
3̂
es la matriz obtenida a partir de la matriz � suprimiendo la fila 9 y la

columna 3. Además hemos tenido en cuenta que 3 + 9 − (3− 9) = 2 9 , por lo tanto el
signo de (−1)3− 9 es igual al signo de (−1)3+ 9 .

Tenemos pues finalmente que

34C (�) =
3∑
9=1
(−1)3+ 90 9

3
34C (� 9̂

3̂
)

que es el desarrollo del determinante por los elementos de la última columna.
Para el desarrollo por los elementos de cualquier fila o columna se procedería

análogamente.

3.9 Sea i1, . . . , i3 la base dual de {41, . . . 43}. Tenemos

34C 5 = 34C � = i1∧ . . . ,∧i3 ( 5 (41), . . . , 5 (43))

como G =
∑3
9=1 G

94 9 podemos escribir H = 5 (G) =∑3
9=1 G

9 5 (4 9 ). De modo que

34C ( 5 (41), . . . , 5 (48−1), H, 5 (48+1), . . . , 5 (43))
= i1∧ · · · ∧i3 ( 5 (41), . . . , 5 (48−1), H, 5 (48+1), . . . , 5 (43))

= i1∧ · · · ∧i3 ( 5 (41), . . . , 5 (48−1),
3∑
9=1
G 9 5 (4 9 ), 5 (48+1), . . . , 5 (43))

=

3∑
9=1
G 9i1∧ · · · ∧i3 ( 5 (41), . . . , 5 (48−1), 5 (4 9 ), 5 (48+1), . . . , 5 (43))

= G8i1∧ · · · ∧i3 ( 5 (41), . . . , 5 (43)) = G834C �

de donde finalmente

G8 =
34C ( 5 (41), . . . , 5 (48−1), H, 5 (48+1), . . . , 5 (43))

34C �

3.10 Pongamos �G = H de donde

G = �−1H (8.19)

Eligiendo sucesivamente en 8.19 H = 4: : = 1, . . . , 3 obtenemos la :-ésima columna
de
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�−1 = � =


11

1 1
1
2 . . . 1

1
3

12
1 1

2
2 . . . 1

2
3

...
...

...
...

131 1
3
2 . . . 1

3
3


es decir 1: = (11

:
, . . . , 13

:
)C . Las componentes 18

:
de esta :-ésima columna son

aplicando la regla de Cramer (ejercicio 3.9)

18: =
34C ( 5 (41) . . . , 5 (48−1), 4: , 5 (48+1), . . . , 5 (43))

34C �

=
34C (01, . . . , 08−1, 4: , 08+1, . . . , 03)

34C �

Resumiendo el término 18
:
de la fila 8 columna : de la matriz inversa es

18: =

34C



01
1 . . . 0

1
8−1 0 01

8+1 . . . 01
3

01
2 . . . 0

2
8−1 0 02

8+1 . . . 02
3

...
...

...
...

...
...

...

. . . . . . . . . 1 . . . . . . fila : − ésima
...

...
...
...

...
...

...

01
3
. . . 03

8−1 0 03
8+1 . . . 03

3


34C �

Desarrollando el determinante por la fila :- ésima obtenemos el cofactor del término
0:
8
. En definitiva para calcular el término de la fila 8 columna : , 18

:
, de la matriz

inversa tenemos que calcular el cofactor de la fila : columna 8 de la matriz �. En
la práctica trasponemos primero la matriz � y calculamos el cofactor del término
(0C )8

:
= 0:

8
de la matriz traspuesta.

3.11 Poniendo los vectores dados en función de la base ortonormal {48; 8 = 1, . . . , 3},
F8 =

∑3
9=1 0

9

8
4 9

l(F1, . . . ,F3) = l(
3∑
9=1
0
9

14 9 , . . . ,

3∑
9=1
0
9

3
4 9 ) = 34C (�)

donde � es la matriz de términos 0 9
8
; 8, 9 = 1, . . . , 3

Ahora bien,
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68 9 = (F8 ,F 9 ) = (
3∑
:=1

0:8 4: ,

3∑
;=1
0;94;)

=

3∑
:=1

3∑
;=1
0:8 0

;
9 (4: , 4;) =

3∑
:=1

3∑
;=1
0:8 0

;
9X:;

=

3∑
:=1

0:8 0
:
9 =

3∑
:=1
(0C )8:0

:
9

donde los términos (0C ) 9
8
= 08

9
para 8, 9 = 1, . . . , 3 denotan los términos de la matriz

transpuesta �C . Si � es la matriz de términos 68 9 ; 8, 9 = 1, . . . , 3 tenemos

� = �C .�

de donde
34C (�) = 34C (�C ).34C (�) =

(
34C (�)

)2

y finalmente
34C (�) =

√
34C (�)

De la propiedad 3.4 concluimos que
√
34C (�) es el volumen del paralelepípedo

formado por los vectores F1, . . . ,F3 .

3.12 Sean F1, . . . ,F3−1 ∈ R3 , aplicamos el resultado del ejercicio anterior a los
vectores F1, . . . ,F3−1, I. La matriz �̃ (del ejercicio anterior) correspondiente a los
3 vectores F1, . . . ,F3−1, I la descomponemos en bloques

�̃ =


(F8 ,F 9 )3−1

8, 9=1
... (F8 , I)3−1

8=1
. . . . . .

(I,F 9 )3−1
9=1

... (I, I)


y tendremos

l(F1,F2, . . . ,F3−1, I) =

√√√√√√√√√√
34C


(F8 ,F 9 )3−1

8, 9=1
... (F8 , I)3−1

8=1
. . . . . .

(I,F 9 )3−1
9=1

... (I, I)


tomando I = F1× . . . ,×F3−1 resulta
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l(F1,F2, . . . ,F3−1,F1× . . . ,×F3−1) =

√√√√√√√√√√
34C


(F8 ,F 9 )3−1

8, 9=1
... 0

. . . . . .

0
... (I, I)


=

√
(I, I)

√
34C (�) = | |F1× · · · ×F3−1 | |

√
34C (�)

donde hemos utilizado el desarrollo del determinante por la última columna y donde
� es la matriz de términos 68 9 = (F8 ,F 9 ); 8, 9 = 1, . . . , 3−1

Finalmente por la definición de producto vectorial de 3 −1 vectores de R3

l(F1,F2, . . . ,F3−1,F1× · · · ×F3−1) = 34C [F1, . . . ,F3−1,F1× · · · ×F3−1]
= (F1× . . . ,×F3−1,F1× · · · ×F3−1) = | |F1× · · · ×F3−1 | |2

resulta
| |F1× · · · ×F3−1 | | =

√
34C (�)

3.13 Es aplicación inmediata del ejercicio anterior: Dos vectores E,F en R3: La
matriz � es una matriz de dos filas por dos columnas

� =

[
(E, E) (E,F)
(F,E) (F,F)

]
Si aplicamos el resultado del ejercicio 3.12 para 3 = 3 y dos vectores E y F resulta

‖E×F‖ =
√
34C (�)

que es área del paralelógramo formado por E y F puesto que considerando es-
tos dos vectores como vectores de R2 tendremos que

√
34C (�) es el volumen del

2-paralelepípedo es decir es el área del paralelógramo formado por los 2 vectores.
Finalmente calculando 34C (�) obtenemos

‖E×F‖ =
√
(E, E) (F,F) − (E,F)2

Ejercicios del Capítulo 4

4.1 En este caso concreto lo comprobamos mediante cálculo explícito: Veamos que
�−1 = �. La matriz � se puede escribir como

� =

[
cos\0 sin\0
− sin \0

A0

cos \0
A0

]
La matriz �−1 es la matriz adjunta de la transpuesta de �, (�C )03 9 dividida por el
determinante de �, 34C� (véase ejercicio 3.10). Tenemos que 34C� = 1

A0
y finalmente
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�−1 =
1

34C�
(�C )03 9 = A0

[
cos\0 − sin \0

A0

sin\0
cos \0
A0

]
03 9

= A0

[
cos \0
A0
−sin\0

sin \0
A0

cos\0

]
=

[
cos\0 −A0 sin\0
sin\0 A0 cos\0

]
De manera general podemos aplicar el teorema de la función inversa 1.7 en el

capítulo 1.

4.2 Podemos proceder directamente, poniendo( m
mG

)
?
=
mA

mG
(?)

( m
mA

)
?
+ m\
mG
(?)

( m
m\

)
?( m

mH

)
?
=
mA

mH
(?)

( m
mA

)
?
+ m\
mH
(?)

( m
m\

)
?

Como A =
√
G2 + H2 y \ = arctan H

G
tenemos

mA

mG
(?) =

( G√
G2 + H2

)
(1,1) = 1

√
2

mA

mH
(?) =

( H√
G2 + H2

)
(1,1) = 1

√
2

m\

mG
(?) =

( −H
G2 + H2

)
(1,1) = −1

2
m\

mH
(?) =

( G

G2 + H2

)
(1,1) = 1

2

de modo que [
`1

`2

]
=

[
1√
2

1√
2

− 1
2

1
2

]
.

[
1
2

]
=

[
3√
2
1
2

]
y finalmente

-? =
3
√

2

( m
mA

)
?
+ 1

2

( m
m\

)
?

4.3 Lo resolveremos de dos maneras. Trabajando en coordenadas cartesianas y en
coordenadas cilíndricas.

a) Trabajando en coordenadas cartesianas: Una curva en R3 se escribe,

2 :]0, 1[→ R3

C→ (G(C), H(C), I(C))

La ecuación del cilindro es
G2 + H2 = 1

por lo tanto los puntos de la curva dada verificarán

G2 (C) + H2 (C) = 1 ∀ C ∈ (0, 1)

Sea el punto ? = 2(C0).
Un vector tangente es de la forma

-? = _
1
( m
mG

)
+_2

( m
mH

)
+_3

( m
mI

)
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Si la curva está sobre el cilindro, derivando la ecuación del cilindro, tenemos

2G(C)G ′(C) +2H(C)H′(C) = 0

de donde
H′(C) = −G(C)G

′(C)
H(C) = − G(C)G

′(C)√
1− G2 (C)

de modo que

-? = G
′(C0)

( m
mG

)
?
− G(C0)G

′(C0)√
1− G2 (C0)

( m
mH

)
?
+ I′(C0)

( m
mI

)
?

b) Trabajando en coordenadas cilíndricas: Una curva en R3 se escribe,

2 :]0, 1[→ R3

C→ 2(C) = (A (C), \ (C), I(C))

y la ecuación del cilindro es
A = 1

El vector tangente en ? = 2(C0) será

-? = A
′(C0)

( m
mA

)
?
+ \ ′(C0)

( m
m\

)
?
+ I′(C0)

( m
mI

)
?
= \ ′(C0)

( m
m\

)
?
+ I′(C0)

( m
mI

)
?

4.4
Trabajando con coordenadas cilíndricas la ecuación de la superficie se puede

poner de la forma A = A (I). Un vector tangente a la curva

2 :]0, 1[→ R3

C→ 2(C) = (A (C), \ (C), I(C))

en el punto ? = 2(C0) se puede escribir como

-? = A
′(C0)

( m
mA

)
?
+ \ ′(C0)

( m
m\

)
?
+ I′(C0)

( m
mI

)
?

=
3A

3I

(
I(C0)

)
I′(C0)

( m
mA

)
?
+ \ ′(C0)

( m
m\

)
?
+ I′(C0)

( m
mI

)
?

4.5 Podemos aplicar el resultado general del ejercicio anterior. Si ? = 2(C) está en
la parte exterior:

-? =
3A

3I

(
I(C0)

)
I′(C0)

( m
mA

)
?
+ \ ′(C0)

( m
m\

)
?
+ I′(C0)

( m
mI

)
?

= − I(C0)I
′(C0)√

1− I2 (C0)

( m
mA

)
?
+ \ ′(C0)

( m
m\

)
?
+ I′(C0)

( m
mI

)
?
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Si ? = 2(C) está en la parte interior:

-? =
3A

3I

(
I(C0)

)
I′(C0)

( m
mA

)
?
+ \ ′(C0)

( m
m\

)
?
+ I′(C0)

( m
mI

)
?

=
I(C0)I′(C0)√

1− I2 (C0)

( m
mA

)
?
+ \ ′(C0)

( m
m\

)
?
+ I′(C0)

( m
mI

)
?

z

R

1

r

<latexit sha1_base64="OIiVaOqfzR0Ad9tIsplAiKgiFE0=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZgtEliRuXkAiYwIT0NAV06Hmku8aETPgBXRl15yf5A/6NDc5Cwbs6Xfd2UreCRElDrvvlFDY2t7Z3irulvf2Dw6Py8UnHxKkW2BaxivVDwA0qGWGbJCl8SDTyMFDYDaa3C7/7iNrIOLqnWYJ+yMeRHEnByY5aelCuuFV3KbYOXg4VyNUclD/7w1ikIUYkFDem57kJ+RnXJIXCeamfGky4mPIx9ixGPETjZ8tF5+xiFGtGE2TL9+9sxkNjZmFgMyGniVn1FsP/vF5Koxs/k1GSEkbCRqw3ShWjmC36sqHUKEjNLHChpd2SiQnXXJC9SsnW91bLrkOnVvXq1atWvdKo5YcowhmcwyV4cA0NuIMmtEEAwjO8wbszdJ6cF+f1J1pw8j+n8EfOxzfQDYqD</latexit>

Figura 8.23 El Toro como superficie de revolución en coordenadas cilíndricas

a) La curva es la circunferencia de radio '+1 y centro el origen de coordenadas, es
decir

2 : [0,2c[→ R3

C→ (A (C), \ (C), I(C))

donde A (C) = ' + 1, \ (C) = C y I(C) = 0. Verifiquemos que la curva dada es una
curva sobre la superficie del toro: Efectivamente,(

(A (I(C)) −'
)2 + I(C)2 = (' +1−')2 +0 = 1

Finalmente el vector tangente será:

-? =

( m
m\

)
?

b) Circunferencia que es la sección transversal según el plano G− I, es decir

2 : [0,2c[→ R3

C→ (A (C), \ (C), I(C))

donde A (C) = '+cos C, \ (C) = 0 y I(C) = sin C. Verificamos que la curva está sobre
la superficie dada:
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A (I(C) −'

)2 + I2 (C) = (' + cos C −')2 + sin2 (C) = cos2 (C) + sin2 (C) = 1

de modo que
A (I(C) = ' +

√
1− I2 (C)

El vector tangente en un punto ? = 2(C0) será si ? está en la parte exterior:

-? = −
I(C0)I′(C0)√

1− I2 (C0)

( m
mA

)
?
+ \ ′(C0)

( m
m\

)
?
+ I′(C0)

( m
mI

)
?

= − sin C0 cos C0√
1− sin2 (C0)

( m
mA

)
?
+ cos C0

( m
mI

)
?

= −sin C0
( m
mA

)
?
+ cos C0

( m
mI

)
?

y si ? está en la parte interior:

-? =
I(C0)I′(C0)√

1− I2 (C0)

( m
mA

)
?
+ \ ′(C0)

( m
m\

)
?
+ I′(C0)

( m
mI

)
?

=
sin C0 cos C0√
1− sin2 (C0)

( m
mA

)
?
+ cos C0

( m
mI

)
?

= sin C0
( m
mA

)
?
+ cos C0

( m
mI

)
?

c) La curva (una helicoide que se apoya sobre la superficie del toro) viene dada por

2 : [0,2c[→ R3

C→ (A (C), \ (C), I(C))

donde A (C) = ' + cos C, \ (C) = C y I(C) = sin C. Observemos que está sobre la
superficie del toro:(

A (I(C)) −'
)2 + I2 (C) = (' + cos C −')2 + sin2 (C) = cos2 (C) + sin2 (C) = 1

El vector tangente en un punto ? = 2(C0) será si ? está en la parte exterior:

-? = −
I(C0)I′(C0)√

1− I2 (C0)

( m
mA

)
?
+ \ ′(C0)

( m
m\

)
?
+ I′(C0)

( m
mI

)
?

= − sin C0 cos C0√
1− sin2 (C0)

( m
mA

)
?
+

( m
m\

)
?
+ cos C0

( m
mI

)
?

= −sin C0
( m
mA

)
?
+

( m
m\

)
?
+ cos C0

( m
mI

)
?

y si ? está en la parte interior:
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-? =
I(C0)I′(C0)√

1− I2 (C0)

( m
mA

)
?
+ \ ′(C0)

( m
m\

)
?
+ I′(C0)

( m
mI

)
?

=
sin C0 cos C0√
1− sin2 (C0)

( m
mA

)
?
+

( m
m\

)
?
+ cos C0

( m
mI

)
?

= sin C0
( m
mA

)
?
+

( m
m\

)
?
+ cos C0

( m
mI

)
?

4.6 La ecuación de la hélice es:

2 : [0,2c] → R3

C→ (cos C, sin C, C)

En coordenadas cartesianas el vector tangente en el punto ? = 2(C0) es:

-? = G
′(C0)

( m
mG

)
?
+ H′(C0)

( m
mH

)
?
+ I′(C0)

( m
mI

)
?

= −sin C0
( m
mG

)
?
+ cos C0

( m
mH

)
?
+

( m
mI

)
?

En coordenadas cilíndricas la ecuación de la hélice es

2 : [0,2c] → R3

C→ (A (C), \ (C), I(C)) = (1, C, C)

de donde

-? = A
′(C0)

( m
mA

)
?
+ \ ′(C0)

( m
m\

)
?
+ I′(C0)

( m
mI

)
?

=

( m
m\

)
?
+

( m
mI

)
?

O bien utilizando la matriz de cambio de base
`1

`2

`3

 =


cos C0 sin C0 0
−sin C0 cos C0 0

0 0 1

 .

−sin C0

cos C0
1

 =


0
1
1


Obtenemos

-? = `
1
( m
mA

)
?
+ `2

( m
m\

)
?
+ `3

( m
mI

)
?
=

( m
m\

)
?
+

( m
mI

)
?

4.7 Tenemos para todo vector tangente -? ∈ T? y todo par de funciones 5 , 6 ∈ F?:

q∗ (-?) ( 5 +6) = -?
(
( 5 +6) ◦q

)
= -? ( 5 ◦q+6 ◦q)

= -? ( 5 ◦q) + -? (6 ◦q) = q∗ (-?) ( 5 ) +q∗ (-?) (6)
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y tenemos para todo _ ∈ R y para toda función 5 ∈ F?:

q∗ (-?) (_ 5 ) = -?
(
(_ 5 ) ◦q) = -?

(
_( 5 ◦q)

)
= _-? ( 5 ◦q) = _(q∗-?) ( 5 )

4.8
Sea un vector tangente -? de T? . Vamos a calcular q∗-? . Utilizando las bases

tendremos
-? = _

1
( m

mĜ1

)
?
+ · · · +_<

( m

mĜ<

)
?

y

q∗-? = `
1
( m

mG1

)
q (?)
+ · · · + `3

( m

mG3

)
q (?)

Queremos calcular las componentes `1, . . . , `3 en función de las componentes
_1, . . . ,_<. Tenemos para todo 9 = 1, . . . , 3

` 9 = q∗-? (G 9 ) = -? (G 9 ◦q) =
<∑
8=1
_8
m (G 9 ◦q)
mĜ8

(?)

Es decir con notación matricial y con la notación simplificada mG 9

mĜ8
(?) en lugar de

m(G 9◦q)
mĜ8

(?) 
`1

. . .

`3

 =

mG1

mĜ1 (?) . . . mG1

mĜ<
(?)

. . .
mG3

mĜ1 (?) . . . mG3

mĜ<
(?)



_1

. . .

_<


4.9 La matriz de cambio de base en el espacio tangente es

� =


01

1 ... 0
1
3

...

031 ... 0
3
3

 =

mG1

mH1 (?) ... mG
1

mH3
(?)

...
mG3

mH1 (?) ... mG
3

mH3
(?)


y lamatriz del cambio de base en el espacio dual (espacio de las formas diferenciales)
es

� =


11

1 ... 1
1
3

...

131 ... 1
3
3

 =

mH1

mG1 (?) ... mH
1

mG3
(?)

...
mH3

mG1 (?) ... mH
3

mG3
(?)


Vamos a demostrar que son inversas, es decir �.� = �.� = �3 donde �3 es la matriz
identidad. Escribiendo el producto de �.� término a término tenemos que demostrar
que (para simplificar la escritura omitimos la referencia al punto ?)

3∑
:

18:0
:
9 = X

8
9 ∀8, 9 = 1, ..., 3
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Tenemos por definición de base dual

3H8
( m

mH 9

)
= X89

Sustituyendo 3H8 y
(
m
mH 9

)
en función de las bases asociadas al sistema de coordenadas

{G1, ..., G3} tenemos

X89 = 3H
8
( m

mH 9

)
= 3H8

( 3∑
:=1

0:9
m

mG:

)
=

3∑
;=1
18;3G

;
( 3∑
:=1

0:9
m

mG:

)
=

3∑
;=1

3∑
:=1

18;0
:
9 3G

;
( m

mG:

)
=

3∑
;=1

3∑
:=1

18;0
:
9 X
;
: =

3∑
:

18:0
:
9

El caso �.� = �3 se demuestra de la misma manera. Observar que el resultado es
el mismo para las matrices de cambio de bases de un espacio y su dual pues en
la demostración no interviene el hecho de que tratamos con derivaciones y formas
diferenciales.

4.10 El sistema de coordenadas cartesianas en R3 viene dado en función del sistema
de coordenadas esféricas mediante:

G = A cos\ sini
H = A sin\ sini
I = A cosi

La matriz de cambio de base en el espacio de formas diferenciales en el punto
? = (A0, \0, i0) es

mG
mA
(?) mG

m\
(?) mG

mi
(?)

mH

mA
(?) mH

m\
(?) mH

mi
(?)

mI
mA
(?) mI

m\
(?) mI

mi
(?)

 =


cos\0 sini0 −A0 sin\0 sini0 A0 cos\0 cosi0
sin\0 sini0 A0 cos\0 sini0 A0 sin\0 cosi0

cosi0 0 −A0 sini0


la relación entre la base de formas diferenciales en esféricas y cartesianas es

3G?
3H?
3I?

 =


cos\0 sini0 −A0 sin\0 sini0 A0 cos\0 cosi0
sin\0 sini0 A0 cos\0 sini0 A0 sin\0 cosi0

cosi0 0 −A0 sini0

 .

3A?
3\?
3i?


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Ejercicios del Capítulo 5

5.1 Las coordenadas cilíndricas son A, \, I y están relacionadas con las coordenadas
cartesianas por

G = A cos\
H = A sin\

I = I

Primer método: Mediante cálculo. La relación entre las bases de formas diferen-
ciales en un punto ? de coordenadas cilíndricas (A, \, I) es

3G? =
mG

mA
(?)3A? +

mG

m\
(?)3\? = cos\3A? − A sin\3\?

3H? =
mH

mA
(?)3A? +

mH

m\
(?)3\? = sin\3A? + A cos\3\?

3I? = 3I?

de modo que en este punto ?

3G? ⊗ 3G? = (cos\3A? − A sin\?3\?) ⊗ (cos\3A? − A sin\?3\?)
= cos2 \3A? ⊗ 3A? + A2 sin2 \3\? ⊗ 3\? −2A cos\ sin\3A? ⊗ 3\?

3H? ⊗ 3H? = (sin\3A? + A cos3\?) ⊗ (sin\3A? + A cos3\?)
= sin2 \3A? ⊗ 3A? + A2 cos2 \3\? ⊗ 3\? +2A cos\ sin\3A? ⊗ 3\?

3I? ⊗ 3I? = 3I? ⊗ 3I?

En consecuencia el tensor métrico fundamental en coordenadas cilíndricas es

)? = 3A? × 3A? + A23\? ⊗ 3\? + 3I? ⊗ 3I?

Segundo método: Mediante cálculo de las componentes del tensor. Primero ex-
presamos los vectores de la nueva base del espacio tangente en función de la
antigua base:

m

mA
= cos\

m

mG
+ sin\

m

mH

m

m\
= −A sin\

m

mG
+ A cos\

m

mH

m

mI
=
m

mI
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)? = )AA 3A ⊗ 3A +)A \3A ⊗ 3\ +)A I3A ⊗ 3I
+)\A 3\ ⊗ 3A +)\ \3\ ⊗ 3\ +)\I3\ ⊗ 3I
+)IA 3I ⊗ 3A +)I \3I ⊗ 3\ +)II3I ⊗ 3I

y se comprueba fácilmente que solo los términos diagonales son distintos de cero.

)AA = )? (
m

mA
,
m

mA
) = ( m

mA
,
m

mA
) = cos2 \ + sin2 \ = 1

)\ \ = )? (
m

m\
,
m

m\
) = ( m

m\
,
m

m\
) = A2 sin2 \ + A2 cos2 \ = A2

)II = 1

De modo que
)? = 3A? × 3A? + A23\? ⊗ 3\? + 3I? ⊗ 3I?

5.2 Las coordenadas esféricas son

G = A cos\ sini
H = A sin\ sini
I = A cosi

De modo que

)? = 3A? ⊗ 3A? + A2 sin2 i3\? ⊗ 3\? + A23i? ⊗ 3i?

5.3 Las coordenadas cilíndricas son

G = A cos\
H = A sin\

I = I

Primer método: Utilizando las propiedades 3.2 y teniendo en cuenta que el pro-
ducto exterior de formas diferenciales es antisimétrico, tenemos 3A? ∧ 3A? = 0 y
3\∧ 3\ = 0, de modo que para las coordendas cilíndricas

3G? ∧ 3H? ∧ 3I = (cos\3A? − A sin\?) ∧ (sin\3A? + A cos3\?) ∧ 3I?
= (A cos2 \3A? ∧ 3\? − A sin2 \3\? ∧ 3A?) ∧ 3I? = A3A ∧ 3\? ∧ 3I?

Segundo método: Utilizando la matriz del cambio de base.

34C� = 34C


mG
mA

mG
m\

mG
mI

mH

mA

mH

m\

mH

mI
mI
mA

mI
m\

mI
mI

 = 34C


cos\ −A sin\ 0
sin\ A cos\ 0

0 0 1

 = A
5.4 Las coordenadas esféricas son
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G = A cos\ sini
H = A sin\ sini
I = A cosi

Utilizando la matriz del cambio de base:

34C� = 34C


mG
mA

mG
m\

mG
mi

mH

mA

mH

m\

mH

mi
mI
mA

mI
m\

mI
mi

 = 34C


cos\ sini −A sin\ sini A cos\ cosi
sin\ sini A cos\ sini A sin\ cosi

cosi 0 −A sini

 = −A2 sini

de modo que

l? = −A2 sini3A? ∧ 3\? ∧ 3i? = A2 sini3A? ∧ 3i? ∧ 3\?

5.5

q∗ (%3G1∧ 3G2 +& 3G2∧ 3G3) = q∗ (%3G1∧ 3G2) +q∗ (& 3G2∧ 3G3)
= (% ◦q)q∗ (3G1∧ 3G2) + (& ◦q)q∗ (3G2∧ 3G3)
= (% ◦q) (q∗3G1∧q∗3G2) + (& ◦q) (q∗3G2∧q∗3G3)

5.6 Calcular l∧[ en los casos siguientes

a)

l = 2G 3G + H 3H
[ = G3 3G + H2 3H

Respuesta:

(2G 3G + H 3H) ∧ (G3 3G + H2 3H) = 2GH2 3G∧ 3H + G3H 3H∧ 3G
= (2GH2− G3H)3G∧ 3H

b)

l = G 3G− H 3H
[ = H 3G + G 3H

Respuesta:
(G2 + H2) 3G∧ 3H

c)

l = G 3G + H 3H + I 3I
[ = I 3G∧ 3H + G 3H∧ 3I+ H 3I∧ 3G
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Respuesta:
(G2 + H2 + I2) 3G∧ 3H∧ 3I

d)

l = 4GHI 3G∧ 3H
[ = 4−GHI 3I

Respuesta:
3G∧ 3H∧ 3I

5.7 El sistema de coordenadas cartesianas en R3 viene dado en función del sistema
de coordenadas esféricas mediante:

G = A cos\ sini
H = A sin\ sini
I = A cosi

El campo tensorial métrico fundamental en coordenadas esféricas es (véase ejercicio
5.2)

) = 3A ⊗ 3A + A2 sin2 i3\ ⊗ 3\ + A23i⊗ 3i

Tendremos

4A =
m

mA

4\ =
1

A sini
m

m\

4i =
1
A

m

mi

Sea

5 :�→ R3

(A, \, i) → 5 (A, \, i)

la diferencial de 5 es

35 =
m 5

mA
3A + m 5

m\
3\ + m 5

mi
3I

el campo asociado es

∇ 5 = m 5
mA
4A +

1
A sini

m 5

m\
4\ +

1
A

m 5

mi
4i

5.8

1. Sea una 2-forma l
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l :Ω→ Λ2 (R3)
?→ l(?) = l?

3l es la aplicación
?→ 3l(?) = (3l)?

donde en cada punto ? ∈ Ω,

(3l)? (E1, E2, E3) = 3�=C (�l) (?) (E1) (E2, E3)

=
3
3!

∑
f∈P3

B6=(f) (�l) (?) (Ef (1) ) (Ef (2) , Ef (3) )

=
∑
f∈C1,2

B6=(f) (�l) (?) (Ef (1) ) (Ef (2) , Ef (3) )

= (�l) (?) (E1) (E2, E3) − (�l) (?) (E2) (E1, E3) + (�l) (?) (E3) (E1, E2)

2. Sea un punto ? ∈ Ω y vamos a calcular (� (3l)) (?): Suprimimos la referencia
al punto ? que se sobrentenderá.(
� (3l)

)
(E0) (E1, E2, E3) = �

( ∑
f∈C1,2

B6=(f) (�l) (E0) (Ef (1) , Ef (2) , Ef (3) )
)

=
( ∑
f∈C1,2

B6=(f) (�2l) (E0, Ef (1) ) (Ef (2) , Ef (3) )
)

donde se ha tenido en cuenta el comentario 5.7
3. Pongamos _ = 3l y calculemos 3_(E0, E1, E2, E3). Tenemos

3_(E0, E1, E2, E3) = �_(E0) (E1, E2, E3)
−�_(E1) (E0, E2, E3)
+�_(E2) (E0, E1, E3)
−�_(E3) (E0, E1, E2) (8.20)

Calculamos cada uno de los sumandos:

�_(E0) (E1, E2, E3) = � (3l) (E0) (E1, E2, E3)
= �2 (l) (E0, E1) (E2, E3)
−�2 (l) (E0, E2) (E1, E3)
+�2 (l) (E0, E3) (E1, E2)
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�_(E1) (E0, E2, E3) = � (3l) (E1) (E0, E2, E3)
= �2 (l) (E1, E0) (E2, E3)
−�2 (l) (E1, E2) (E0, E3)
+�2 (l) (E1, E3) (E0, E2)

�_(E2) (E0, E1, E3) = � (3l) (E2) (E0, E1, E3)
= �2 (l) (E2, E0) (E1, E3)
−�2 (l) (E2, E1) (E0, E3)
+�2 (l) (E2, E3) (E1, E2)

�_(E3) (E0, E1, E2) = � (3l) (E3) (E0, E1, E2)
= �2 (l) (E3, E0) (E1, E2)
−�2 (l) (E3, E1) (E0, E2)
+�2 (l) (E3, E2) (E0, E1)

Agrupando los sumandos de modo que en cada grupo los 2 últimos argumentos
son fijos y teniendo en cuenta los signos en (8.20)

3_(E0, E1, E2, E3) = 3 (3l) (E0, E1, E2, E3)
= �2 (l) (E0, E1) (E2, E3) −�2 (l) (E1, E0) (E2, E3)
−�2 (l) (E0, E2) (E1, E3) +�2 (l) (E2, E0) (E1, E3)
+�2 (l) (E0, E3) (E1, E2) −�2 (l) (E3, E0) (E1, E2)
+�2 (l) (E1, E2) (E0, E3) −�2 (l) (E2, E1) (E0, E3)
−�2 (l) (E1, E3) (E0, E2) +�2 (l) (E3, E1) (E0, E2)
+�2 (l) (E2, E3) (E1, E2) −�2 (l) (E3, E2) (E1, E2) = 0

Cada línea de la expresión anterior es nula debido a la simetría de �2 (l)

5.9 El operador Laplaciano en coordenadas cartesianas es

Δ 5 =
m2 5

mG2 +
m2 5

mH2 +
m2 5

mI2

En coordenadas cilíndricas el tensor métrico es

) = 3A ⊗ 3A + A23\ ⊗ 3\ + 3I ⊗ 3I

de donde �1 = 1, �2 = A
2, �3 = 1 de modo que
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Δ 5 =
1
A

m

mA

(
A
m 5

mA

)
+ 1
A2
m2 5

m\2 +
m2 5

mI2

En coordenadas esféricas el tensor métrico es

) = 3A ⊗ 3A + A2 sin2 i3\ ⊗ 3\ + A23i⊗ 3i

de donde �1 = 1, �2 = A
2 sin2 i,�3 = A

2 de modo que

Δ 5 =
1

A2 sini

( m
mA

(
A2 sini

m 5

mA

)
+ m

m\

( 1
sini

m 5

m\

)
+ m

mi

(
sini

m 5

mi

) )
=
m2 5

mA2 +
2
A

m 5

mA

+ 1
A2 sin2 i

m2 5

m\2

+ 1
A2 coti

m 5

mi
+ 1
A2
m2 5

mi2

5.10 Elegimos 5 de la forma

5 (G, H, I) =
∫ G

0
%(B, H, I) 3B+

∫ H

0
&(0, C, I) 3C +

∫ I

0
'(0,0, D) 3D

En efecto si 3l = 0 como

3l =
( m&
mG
− m%
mH

)
3G∧ 3H

+
( m%
mI
− m'
mG

)
3I∧ 3G

+
( m'
mH
− m&
mI

)
3H∧ 3I

tenemos

m&

mG
=
m%

mH

m%

mI
=
m'

mG

m'

mH
=
m&

mI

de modo que
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m 5

mG
= %(G, H, I)

m 5

mH
=

∫ G

0

m%

mH
(B, H, I) 3B+&(0, H, I)

=

∫ G

0

m&

mG
(B, H, I) 3B+&(0, H, I) =&(G, H, I) −&(0, H, I) +&(0, H, I)

m 5

mI
=

∫ G

0

m%

mI
(B, H, I) 3B+

∫ H

0

m&

mI
(0, C, I) 3C +'(0,0, I)

=

∫ G

0

m'

mG
(B, H, I) 3B+

∫ H

0

m'

mH
(0, C, I) 3C +'(0,0, I)

= '(G, H, I) −'(0, H, I) +'(0, H, I) −'(0,0, I) +'(0,0, I)
= '(G, H, I)

5.11

1. Si A>C+ = 0 tenemos
m+2

mG
− m+

1

mH
= 0

Al ser un campo plano las otras componentes son necesariamente nulas.
Sea l =+13G ++23H. Tendremos

3l =
( m+2

mG
− m+

1

mH

)
3G∧ 3H = 0

lo que implica l = 3i = mi

mG
3G + mi

mH
3H. Tenemos pues que existe una función i,

llamada función potencial, tal que

+1 =
mi

mG
, +2 =

mi

mH

es decir+ =∇i. Si además el fluido es incompresible, es decir 38E+ = 0 entonces

Δi = 38E(∇i) = 38E+ = 0

2. Como+ = ∇i se trata de demostrar que ∇i es un campo perpendicular al campo
tangente a la curva i(G, H) =� ∈ R. Veamos, supongamos el caso no trivial en el
que el campo+ es no nulo. Sin perder generalidad supongamos que+2 =

mi

mH
≠ 0.

Podemos despejar H de la ecuación i(G, H) =�. Pongamos H = 5 (G) y podemos
escribir i(G, 5 (G)) = �. Derivando respecto a la variable G,
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mi

mG
+ mi
mH

5 ′(G) = 0

de modo que

5 ′(G) = −
mi

mG

mi

mH

Un vector tangente a la curva H = 5 (G) es

(1, 5 ′(G))C =
(
1,−

mi

mG

mi

mH

) C
y también un vector tangente es ) = ( mi

mH
,− mi

mG
)C de donde multiplicando esca-

larmente

(∇i,)) = ( mi
mG
,
mi

mH
).

(
mi

mH

− mi
mG

)
= 0

5.12 Procediendo como en el ejercicio anterior supongamos que el campo
+ = (+1,+2)C no es nulo, suponiendo sin perder generalidad +1 =

mk

mH
≠ 0 pode-

mos despejar H de la ecuación k(G, H) =�, sea H = 5 (G) y escribimos la ecuación de
la línea de corriente k(G, 5 (G)) = �. Derivando

mk

mG
+ mk
mH

5 ′(G)) = 0

de donde

5 ′(G) = −
mk

mG

mk

mH

Un vector tangente a la curva H = 5 (G) es

(1, 5 ′(G))C =
(
1,−

mk

mG

mk

mH

) C
y también el múltiplo del vector anterior ( mk

mH
,− mk

mG
)C = (+1,+2)C .

Si el campo es irrotacional A>C+ = m+ 2

mG
− m+ 1

mH
= 0 de modo que

−m
2k

mG2 −
m2k

mH2 = −Δk = 0
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Ejercicios del Capítulo 6

6.1 La frontera de �2 es

m�2 = −�2
(1,0) + �

2
(1,1) + �

2
(2,0) − �

2
(2,1)

La fronteras de cada uno de estos 1-cubo singulares son

m�2
(1,0) = −

(
�2
(1,0)

)
(1,0) +

(
�2
(1,0)

)
(1,1)

m�2
(1,1) = −

(
�2
(1,1)

)
(1,0) +

(
�2
(1,1)

)
(1,1)

m�2
(2,0) = −

(
�2
(2,0)

)
(1,0) +

(
�2
(2,0)

)
(1,1)

m�2
(2,1) = −

(
�2
(2,1)

)
(1,0) +

(
�2
(2,1)

)
(1,1)

Por ejemplo para el 1-cubo singular 2 = �2
(1,0) sean 2 (1,0) y 2 (1,1) sus dos caras (que

son 0-cubos singulares). La frontera de 2 es

m2 = −2 (1,0) + 2 (1,1)

donde 2 (1,0) = 2 ◦ �1
(1,0) y 2 (1,1) = 2 ◦ �

1
(1,1) . Tenemos

2 : [0,1] → R2

G→ (0, G)

y

�1
(1,0) : {0} → R

0→ 0
�1
(1,1) : {0} → R

0→ 1

de modo que

2 (1,0) : {0}
� 1
(1,0)→ R

2→ R2

0→ 0 → (0,0)

y análogamente

2 (1,1) = {0}
� 1
(1,1)→ R

2→ R2

0→ 0 → (0,1)

Poniendo ?1 = (0,0), ?2 = (1,0), ?3 = (1,1), ?4 = (0,1) para G ∈ [0,1] ⊂ R,
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m�2
(1,0) (G) = m2(G) = −2 (1,0) (G) + 2 (1,1) (G) = −2 ◦ �

1
(1,0) (G) + 2 ◦ �

1
(1,1) (G) = −?1 + ?4

y del mismo modo encontramos para las otras caras de �2

m�2
(1,1) = ?3− ?2

m�2
(2,0) = ?2− ?1

m�2
(2,1) = ?3− ?4

finalmente

m (m�2) (G) = −m�2
(1,0) + m�

2
(1,1) + m�

2
(2,0) − m�

2
(2,1)

= ?1− ?4 + ?3− ?2 + ?2− ?1− ?3 + ?4 = 0

6.2

1. Observamos

3G8 (-) = 3G8 (
3∑
9=1
- 9

m

mG 9
)

=

3∑
9=1
- 93G8 ( m

mG 9
) =

3∑
9=1
- 9X89 = -

8

(-, -) = �13G
1 (-).3G1 (-)+· · ·+�33G3 (-).3G3 (-) = �1 (-1)2+· · ·+�3 (-3)2

de modo que
‖- ‖ =

√
�1 (-1)2 + · · · +�3 (-3)2

2. Como m
mG8

=
√
�848 , tendremos

- = -1 m

mG1 + · · · + -
3 m

mG3
= -1

√
�141 + · · · + -3

√
�341

3. Como las coordenadas de - en la base ortonormal {48; 8 = 1, . . . , 3} son
√
�8-

8

tenemos

l- =
√
�1

√
�1-

13G1 + · · · +
√
�3

√
�3-

33G3 = �1-
13G1 + · · · +�3-33G3

y

l- (-) = �1-
13G1 (-) + · · · +�3-33G3 (-) = �1 (-1)2 + . . . �3 (-3)2 = ‖- ‖2

6.3 La ecuación de la recta tangente en 2(C8) es
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ti

<latexit sha1_base64="4EAF7I4Jf7T4twNyGwPuqGliPrQ=">AAAB5HicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZg9EliRuXGOWRwIT0NDXQoeeR7hoTQvgDXRl15xf5A/6NDc5Cwbs6Xfd2UreCVElDrvvlFNbWNza3itulnd29/YPy4VHLJJkW2BSJSnQn4AaVjLFJkhR2Uo08ChS2g/HN3G8/ojYyiR9okqIf8WEsQyk42dE99WW/XHGr7kJsFbwcKpCr0S9/9gaJyCKMSShuTNdzU/KnXJMUCmelXmYw5WLMh9i1GPMIjT9drDpjZ2GiGY2QLd6/s1MeGTOJApuJOI3Msjcf/ud1Mwqv/amM04wwFjZivTBTjBI2b8wGUqMgNbHAhZZ2SyZGXHNB9i4lW99bLrsKrYuqV6te3tUq9Vp+iCKcwCmcgwdXUIdbaEATBAzhGd7g3QmdJ+fFef2JFpz8zzH8kfPxDUk2i2M=</latexit>

ti+1

<latexit sha1_base64="G6+ApiRa/ljeacmND2D7iqe5eBU=">AAAB6HicbZDLSgNBEEVrfMb4irp00xgEQQgzEtFlwI3LCOYByRB6OpWkTc+D7hohDPkHXYm683v8Af/GTpyFJt7V6bq3oW4FiZKGXPfLWVldW9/YLGwVt3d29/ZLB4dNE6daYEPEKtbtgBtUMsIGSVLYTjTyMFDYCsY3M7/1iNrIOLqnSYJ+yIeRHEjByY5a1MvkuTftlcpuxZ2LLYOXQxly1Xulz24/FmmIEQnFjel4bkJ+xjVJoXBa7KYGEy7GfIgdixEP0fjZfN0pOx3EmtEI2fz9O5vx0JhJGNhMyGlkFr3Z8D+vk9Lg2s9klKSEkbAR6w1SxShms9asLzUKUhMLXGhpt2RixDUXZG9TtPW9xbLL0LyoeNXK5V21XKvmhyjAMZzAGXhwBTW4hTo0QMAYnuEN3p0H58l5cV5/oitO/ucI/sj5+AbfOozf</latexit>

�i

<latexit sha1_base64="TgCpt55DuUoE/Ju2a3oDTO/uwB0=">AAAB6XicbZDLSgNBEEVr4ivGV9Slm8YguAozEtFlQBcuI5gHJEPo6VSSJj0PumuEMOQjdCXqzt/xB/wbO3EWmnhXp+vehroVJEoact0vp7C2vrG5Vdwu7ezu7R+UD49aJk61wKaIVaw7ATeoZIRNkqSwk2jkYaCwHUxu5n77EbWRcfRA0wT9kI8iOZSCkx11ereoiPdlv1xxq+5CbBW8HCqQq9Evf/YGsUhDjEgobkzXcxPyM65JCoWzUi81mHAx4SPsWox4iMbPFvvO2Nkw1ozGyBbv39mMh8ZMw8BmQk5js+zNh/953ZSG134moyQljISNWG+YKkYxm9dmA6lRkJpa4EJLuyUTY665IHuckq3vLZddhdZF1atVL+9rlXotP0QRTuAUzsGDK6jDHTSgCQIUPMMbvDsT58l5cV5/ogUn/3MMf+R8fAPCOI1n</latexit>

c

<latexit sha1_base64="Uf2KqL5FOxzG0YeoRxLl5ixohgA=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZg9EliRuXkMgjgQnpaQro0PNId40JmfADujLqzk/yB/wbG5yFgnd1uu7tpG4FiZKGXPfLKWxsbm3vFHdLe/sHh0fl45O2iVMtsCViFetuwA0qGWGLJCnsJhp5GCjsBNO7hd95RG1kHD3QLEE/5ONIjqTgZEdNMShX3Kq7FFsHL4cK5GoMyp/9YSzSECMSihvT89yE/IxrkkLhvNRPDSZcTPkYexYjHqLxs+Wic3YxijWjCbLl+3c246ExszCwmZDTxKx6i+F/Xi+l0a2fyShJCSNhI9YbpYpRzBZ92VBqFKRmFrjQ0m7JxIRrLshepWTre6tl16F9VfVq1etmrVKv5YcowhmcwyV4cAN1uIcGtEAAwjO8wbszdJ6cF+f1J1pw8j+n8EfOxze6RYp2</latexit>

.

T

<latexit sha1_base64="mGM/9fsxW0gixnVfWfNPCIkUBWI=">AAAB4nicbZDLSgNBEEVrfMb4irp00xgEV2FGIroMuHGZQF6QDKGnU0ma9DzorhHCkB/Qlag7P8kf8G/sxFlo4l2drnsb6laQKGnIdb+cjc2t7Z3dwl5x/+Dw6Lh0cto2caoFtkSsYt0NuEElI2yRJIXdRCMPA4WdYHq/8DuPqI2MoybNEvRDPo7kSApOdtRoDkplt+IuxdbBy6EMueqD0md/GIs0xIiE4sb0PDchP+OapFA4L/ZTgwkXUz7GnsWIh2j8bLnonF2OYs1ogmz5/p3NeGjMLAxsJuQ0MaveYvif10tpdOdnMkpSwkjYiPVGqWIUs0VfNpQaBamZBS60tFsyMeGaC7JXKdr63mrZdWhfV7xq5aZRLdeq+SEKcA4XcAUe3EINHqAOLRCA8Axv8O4MnSfnxXn9iW44+Z8z+CPn4xuj44pn</latexit>

c(ti)

<latexit sha1_base64="bruQMuGTL9/Q5gZXcURJYGOikoU=">AAAB53icbZDLTgJBEEVr8IX4Ql26mUhMcENmDEaXJG5cYiKPBCakp6mBlp5HumtMyIRv0JVRd/6PP+Df2OAsFLyr03VvJ3XLT6TQ5DhfVmFtfWNzq7hd2tnd2z8oHx61dZwqji0ey1h1faZRighbJEhiN1HIQl9ix5/czP3OIyot4uiepgl6IRtFIhCckRm1eZUG4nxQrjg1ZyF7FdwcKpCrOSh/9ocxT0OMiEumdc91EvIypkhwibNSP9WYMD5hI+wZjFiI2ssW287ssyBWNo3RXrx/ZzMWaj0NfZMJGY31sjcf/uf1UgquvUxESUoYcRMxXpBKm2J7XtoeCoWc5NQA40qYLW0+ZopxMqcpmfructlVaF/U3Hrt8q5eadTzQxThBE6hCi5cQQNuoQkt4PAAz/AG75awnqwX6/UnWrDyP8fwR9bHN8hUjDU=</latexit>

Figura 8.24 Cálculo de la longitud de una curva


G1 (C)
...

G3 (C)

 =

G1 (C8)
...

G3 (C8)

 +

(
G1) ′(C8)
...(

G3
) ′(C8)

 (C − C8)
El vector tangente en 2(C8) es

G1 (C) − G1 (C8)
...

G3 (C) − G3 (C8)

 =

(
G1) ′(C8)
...(

G3
) ′(C8)

 (C − C8) = )8 (C − C8)
donde)8 es el vector tangente a la curva en el punto 2(C8). La longitud correspondiente
a un intervalo ΔC8 = C8+1− C8 medida sobre la recta tangente será

‖)8 ‖ΔC8

La longitud aproximada de 2 entre los puntos 2(0) y 2(1) será
=∑
8=1
‖)8 ‖ΔC8

donde = es el número de subintervalos en los que hemos dividido el intervalo [0,1].
Pasando al límite cuando este número =→∞, tenemos ΔC8→ 0 y

=∑
8=1
‖)8 ‖ΔC8

=→∞−→
∫
[0,1]
‖) ‖3C

6.4
Para el campo tangente unitario g tenemos ‖g‖2 = �1 (g1)2 + · · · + �3 (g3)2 = 1.

Sea F = _g cualquier campo tangente y calculemos lg (_g)

lg (F) = lg (_g) = _lg (g) = _‖g‖2 = _

Por otra parte tenemos
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3G1 (g) = 3G1 (g141 + · · · + g343) = 3G1 (g1 1
√
�1

m

mG1 ) = g
1 1
√
�1

de donde
g1 =

√
�13G

1 (g)

Entonces para todo campo tangente F = _g

g1lg (F) = g1_ = _
√
�13G

1 (g) =
√
�13G

1 (F)

de donde
g1lg =

√
�13G

1

y para cualquier índice 8 = 1, . . . , 3 tendremos

g8lg =
√
�83G

8

En coordenadas cartesianas tenemos

g8lg = 3G
8

6.5 La ecuación del plano tangente en 2(D8 , E8) es

c

�vj

<latexit sha1_base64="e5QOiTwcMzSYBRS3yGltjL9TFpo=">AAAB63icbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcTWZMRpdkujCJSbyE2FCOuUOVNqZSdshIYSn0JVRd76NL+DbWHAWCp7V13tOk3tumAqujed9OYWV1bX1jeJmaWt7Z3evvH/Q0EmmGNZZIhLVCqlGwWOsG24EtlKFVIYCm+HweuY3R6g0T+J7M04xkLQf84gzauzooXODwlAy6j52yxXP9eYiy+DnUIFctW75s9NLWCYxNkxQrdu+l5pgQpXhTOC01Mk0ppQNaR/bFmMqUQeT+cZTchIlipgBkvn7d3ZCpdZjGdqMpGagF73Z8D+vnZnoKpjwOM0MxsxGrBdlgpiEzIqTHlfIjBhboExxuyVhA6ooM/Y8JVvfXyy7DI0z1z93L+7OK1U3P0QRjuAYTsGHS6jCLdSgDgxieIY3eHek8+S8OK8/0YKT/zmEP3I+vgHxfY4M</latexit>

�ui

<latexit sha1_base64="yHhPFpSeuVdiJKKfJ2sK+PtrMaE=">AAAB63icbZDNSsNAFIVv6l+tf1WXbgaL4CokouiyoAuXFewPtqFMpjft0JkkzEyEEvoUuhJ159v4Ar6N05qFtp7VN/ecgXtumAqujed9OaWV1bX1jfJmZWt7Z3evun/Q0kmmGDZZIhLVCalGwWNsGm4EdlKFVIYC2+H4eua3H1FpnsT3ZpJiIOkw5hFn1NjRQ+8GhaEk6/N+tea53lxkGfwCalCo0a9+9gYJyyTGhgmqddf3UhPkVBnOBE4rvUxjStmYDrFrMaYSdZDPN56SkyhRxIyQzN+/szmVWk9kaDOSmpFe9GbD/7xuZqKrIOdxmhmMmY1YL8oEMQmZFScDrpAZMbFAmeJ2S8JGVFFm7Hkqtr6/WHYZWmeuf+5e3J3X6m5xiDIcwTGcgg+XUIdbaEATGMTwDG/w7kjnyXlxXn+iJaf4cwh/5Hx8A+5/jgo=</latexit>

Figura 8.25 Cálculo del área de una superficie


G1 (D, E)
G2 (D, E)
G3 (D, E)

 =

G1 (D8 , E 9 )
G2 (D8 , E 9 )
G3 (D8 , E 9 )

 +

mG1

mD
mG1

mE
mG2

mD
mG2

mE
mG3

mD
mG3

mE

 .
[
D−D8
E− E8

]
Los vectores tangentes en (D8 , E 9 ) correspondientes a los intervalos ΔD8 = D8+1 −D8
y ΔE 9 = D 9+1−D 9 son

()D) (D8 ,E9 ) =

mG1

mD
mG2

mD
mG3

mD

 .ΔD8
y
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()E ) (D8 ,E9 ) =

mG1

mE
mG2

mE
mG3

mE

 .ΔE 9
El área del paralelogramo, imagen sobre el plano tangente del rectángulo [D8 , D8+1] ×
[E 9 , E 9+1] es

‖()D ×)E ) (D8 ,E9 ) ‖ΔD8ΔE 9
y el área de la superficie aproximada para =×< subrectángulos

8==, 9=<∑
8=1, 9=1

‖()D ×)E ) (D8 ,E9 ) ‖ΔD8ΔE 9

Pasando al límite cuando =,<→∞, tenemos ΔD8→ 0 y ΔE 9 → 0

lı́m
=→∞,<→∞

8==, 9=<∑
8=1, 9=1

‖()D ×)E ) (D8 ,E9 ) ‖ΔD8ΔE 9 =
∫
[0,1]2

‖)D ×)E ‖ 3D 3E

6.6
Sea = = =141 +=242 +=343 el campo normal unitario a la superficie expresado en

función de la base ortonormal {48 = 1√
�8

m
mG8

; 8 = 1,2,3}. Tenemos
3G8 (48) = 1√

�8
; 8 = 1,2,3 y 3G8 (4 9 ) = 0 si 8 ≠ 9 . Si - = -141 + -242 + -343 es un

campo expresado en la base ortonormal, entonces

3G8 (-) =
3∑
9=1
- 93G8 (4 9 ) =

- 8
√
�8

Sean ahora dos campos tangentes � y � cualesquiera y , un campo en R3.
Pongamos

(,,=)[= (�, �) = (,,=) (=, �×�)

Como �×� = U= para algún U ∈ R tendremos

(,,=)[= (�, �) = (,,=)U = (,,U=) = (,, �×�)

Tomemos ahora sucesivamente, = 48; 8 = 1,2,3 resulta

=1[= (�, �) = (41, �×�) =
√
�2�3 (3G2∧ 3G3) (�, �)

=2[= (�, �) = (42, �×�) =
√
�3�1 (3G3∧ 3G1) (�, �)

=3[= (�, �) = (43, �×�) =
√
�1�2 (3G1∧ 3G2) (�, �)

en efecto tenemos expresando los campos � y � en la base ortonormal {48; 8 = 1,2,3}
si � = �141 + �242 + �343 y � = �141 +�242 +�343 y el producto vectorial
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�×� = (�2�3−�2�3)41 + (�3�1−�3�1)42 + (�1�2−�1�2)43

(41, �×�) = �2�3−�2�3

(42, �×�) = �3�1−�3�1

(41, �×�) = �1�2−�1�2

y por otra parte

(3G2∧ 3G3) (�, �) = 3G2 (�)3G3 (�) − 3G2 (�)3G3 (�) = �2
√
�2

�3
√
�3
− �2
√
�2

�3
√
�3

(3G3∧ 3G1) (�, �) = 3G3 (�)3G1 (�) − 3G3 (�)3G1 (�) = �3
√
�3

�1
√
�1
− �3
√
�3

�1
√
�1

(3G1∧ 3G2) (�, �) = 3G1 (�)3G2 (�) − 3G1 (�)3G2 (�) = �1
√
�1

�2
√
�2
− �1
√
�1

�2
√
�2

de ahí el resultado.

6.7 Trabajaremos con coordenadas cartesianas.

1. Campo normal unitario a la superficie representada por este 2-cubo: Los campos
tangentes a la superficie son

)D =
( mG
mD
,
mH

mD
,
mI

mD

) C
y

)E =
( mG
mE
,
mH

mE
,
mI

mE

) C
El campo normal a la superficie viene dado por � = )D ×)E de modo que
� = (�1, �2, �3)C donde

�1 = 34C

[
mH

mD
mI
mD

mH

mE
mI
mE

]
�2 = 34C

[
mI
mD

mG
mD

mI
mE

mG
mE

]
�3 = 34C

[
mG
mD

mH

mD
mG
mE

mH

mE

]
Entonces el campo normal unitario a la superficie será

= = (=1, =2, =3)C = ( �1√
(�1)2 + (�2)2 + (�3)2

,
�2√

(�1)2 + (�2)2 + (�3)2
,

�3√
(�1)2 + (�2)2 + (�3)2

)C
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2. El elemento de área es la 2-forma diferencial asociada al campo normal unitario
=. En coordendadas cartesianas es

3� = =1 3H∧ 3I+=2 3I∧ 3G +=3 3G∧ 3H

El elemento de área en coordenadas {D, E} es

‖)D ×)E ‖ 3D∧ 3E =
√
(�1)2 + (�2)2 + (�3)2 3D∧ 3E

3. ∫
2

3� =

∫
2

=1 3H∧ 3I+=2 3I∧ 3G +=3 3G∧ 3H

=

∫
[0,1]2

2∗ (=1 3H∧ 3I+=2 3I∧ 3G +=3 3G∧ 3H)

=

∫
[0,1]2
(=1 ◦ 2)2∗ (3H∧ 3I) + (=2 ◦ 2)2∗ (3I∧ 3G) + (=3 ◦ 2)2∗ (3G∧ 3H)

Para cada uno de los términos bajo el signo integral resulta,

2∗ (3H∧ 3I) = 2∗3H∧ 2∗3I

= ( mH
mD
3D + mH

mE
3E) ∧ ( mI

mD
3D + mI

mE
3E)

= ( mH
mD

mI

mE
− mH
mE

mI

mD
) 3D∧ 3E

= �1 3D∧ 3E

análogamente,
2∗ (3I∧ 3G) = �2 3D∧ 3E

2∗ (3G∧ 3H) = �3 3D∧ 3E

de modo que el área de la superficie es∫
2

3� =

∫
[0,1]2

(
=1 (D, E)�1 +=2 (D, E)�2 +=3 (D, E)�3)3D∧ 3E

=

∫
[0,1]2
(=, �)3D∧ 3E =

∫
[0,1]2

‖�‖ 3D 3E

donde (=, �) = =1�1 +=2�2 +=3�3.

6.8
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x

<latexit sha1_base64="VrJRiYl/SzhpWibhsIUCKckKuRU=">AAAB4nicbZDLTgIxFIZP8YZ4Q126aSQmrsiMwciSxI1LSOSSwIR0yhlo6FzSdoxkwgvoyqg7H8kX8G0sOAsF/9XX8/9Nzn/8RAptHOeLFDY2t7Z3irulvf2Dw6Py8UlHx6ni2OaxjFXPZxqliLBthJHYSxSy0JfY9ae3C7/7gEqLOLo3swS9kI0jEQjOjB21HoflilN1lqLr4OZQgVzNYflzMIp5GmJkuGRa910nMV7GlBFc4rw0SDUmjE/ZGPsWIxai9rLlonN6EcSKmgnS5ft3NmOh1rPQt5mQmYle9RbD/7x+aoK6l4koSQ1G3EasF6SSmpgu+tKRUMiNnFlgXAm7JeUTphg39iolW99dLbsOnauqW6tet2qVRj0/RBHO4BwuwYUbaMAdNKENHBCe4Q3eyYg8kRfy+hMtkPzPKfwR+fgG2s+Kjw==</latexit>

y

<latexit sha1_base64="OaAxZj9f66N7Sp5TVDITAWVUBMo=">AAAB4nicbZDLSgMxFIZP6q3WW9Wlm2ARXJUZUeyy4MZlC/YC7VAy6Zk2NHMhyQjD0BfQlag7H8kX8G1M6yy09V99Of8fOP/xEym0cZwvUtrY3NreKe9W9vYPDo+qxyddHaeKY4fHMlZ9n2mUIsKOEUZiP1HIQl9iz5/dLfzeIyot4ujBZAl6IZtEIhCcGTtqZ6Nqzak7S9F1cAuoQaHWqPo5HMc8DTEyXDKtB66TGC9nyggucV4ZphoTxmdsggOLEQtRe/ly0Tm9CGJFzRTp8v07m7NQ6yz0bSZkZqpXvcXwP2+QmqDh5SJKUoMRtxHrBamkJqaLvnQsFHIjMwuMK2G3pHzKFOPGXqVi67urZdehe1V3r+s37etas1EcogxncA6X4MItNOEeWtABDgjP8AbvZEyeyAt5/YmWSPHnFP6IfHwD3E2KkA==</latexit>

z

<latexit sha1_base64="gJNY2lhuUzboy+JR297ibUNQ7Ac=">AAAB4nicbZDLTgIxFIZP8YZ4Q126aSQmrsiMwciSxI1LSOSSwIR0yhlo6FzSdkxwwgvoyqg7H8kX8G0sOAsF/9XX8/9Nzn/8RAptHOeLFDY2t7Z3irulvf2Dw6Py8UlHx6ni2OaxjFXPZxqliLBthJHYSxSy0JfY9ae3C7/7gEqLOLo3swS9kI0jEQjOjB21HoflilN1lqLr4OZQgVzNYflzMIp5GmJkuGRa910nMV7GlBFc4rw0SDUmjE/ZGPsWIxai9rLlonN6EcSKmgnS5ft3NmOh1rPQt5mQmYle9RbD/7x+aoK6l4koSQ1G3EasF6SSmpgu+tKRUMiNnFlgXAm7JeUTphg39iolW99dLbsOnauqW6tet2qVRj0/RBHO4BwuwYUbaMAdNKENHBCe4Q3eyYg8kRfy+hMtkPzPKfwR+fgG3cuKkQ==</latexit>

c1

<latexit sha1_base64="7n6P1BwTmudDD4VSyhzzpX0VGok=">AAAB5HicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZgtEliRuXGAVJYEJ6mhro0PNId40JIfyBroy684v8Af/GBmeh4F2drns7qVtBqqQh1/1yCmvrG5tbxe3Szu7e/kH58KhtkkwLbIlEJboTcINKxtgiSQo7qUYeBQofgvH13H94RG1kEt/TJEU/4sNYhlJwsqM70ff65YpbdRdiq+DlUIFczX75szdIRBZhTEJxY7qem5I/5ZqkUDgr9TKDKRdjPsSuxZhHaPzpYtUZOwsTzWiEbPH+nZ3yyJhJFNhMxGlklr358D+vm1F45U9lnGaEsbAR64WZYpSweWM2kBoFqYkFLrS0WzIx4poLsncp2frectlVaNeqXr16cVuvNGr5IYpwAqdwDh5cQgNuoAktEDCEZ3iDdyd0npwX5/UnWnDyP8fwR87HN9t9ixg=</latexit>

c2

<latexit sha1_base64="BvWjzy16N3caAQDB6j7/AkIIa6g=">AAAB5HicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZgtEliRuXGAVJYEJ6mhro0PNId40JIfyBroy684v8Af/GBmeh4F2drns7qVtBqqQh1/1yCmvrG5tbxe3Szu7e/kH58KhtkkwLbIlEJboTcINKxtgiSQo7qUYeBQofgvH13H94RG1kEt/TJEU/4sNYhlJwsqM70a/1yxW36i7EVsHLoQK5mv3yZ2+QiCzCmITixnQ9NyV/yjVJoXBW6mUGUy7GfIhdizGP0PjTxaozdhYmmtEI2eL9OzvlkTGTKLCZiNPILHvz4X9eN6Pwyp/KOM0IY2Ej1gszxShh88ZsIDUKUhMLXGhpt2RixDUXZO9SsvW95bKr0K5VvXr14rZeadTyQxThBE7hHDy4hAbcQBNaIGAIz/AG707oPDkvzutPtODkf47hj5yPb9z7ixk=</latexit>

c3

<latexit sha1_base64="AzN/OV/ATPPTPOq4Aur6iXP4RUE=">AAAB5HicbZDLTgIxFIZP8YZ4Q126aSQmrsgMYnRJ4sYlRrkkMCGdcgYaOpe0HRMy4Q10ZdSdT+QL+DYWnIWC/+rr+f8m5z9+IoU2jvNFCmvrG5tbxe3Szu7e/kH58Kit41RxbPFYxqrrM41SRNgywkjsJgpZ6Evs+JObud95RKVFHD2YaYJeyEaRCARnxo7u+eBiUK44VWchugpuDhXI1RyUP/vDmKchRoZLpnXPdRLjZUwZwSXOSv1UY8L4hI2wZzFiIWovW6w6o2dBrKgZI128f2czFmo9DX2bCZkZ62VvPvzP66UmuPYyESWpwYjbiPWCVFIT03ljOhQKuZFTC4wrYbekfMwU48bepWTru8tlV6Fdq7r16uVdvdKo5Ycowgmcwjm4cAUNuIUmtIDDCJ7hDd5JQJ7IC3n9iRZI/ucY/oh8fAPeeYsa</latexit>

c4

<latexit sha1_base64="cq39dJsUB/HZguJgaV+l0Fbc09o=">AAAB5HicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZgtEliRuXGAVJYEJ6mhro0PNId40JIfyBroy684v8Af/GBmeh4F2drns7qVtBqqQh1/1yCmvrG5tbxe3Szu7e/kH58KhtkkwLbIlEJboTcINKxtgiSQo7qUYeBQofgvH13H94RG1kEt/TJEU/4sNYhlJwsqM70a/3yxW36i7EVsHLoQK5mv3yZ2+QiCzCmITixnQ9NyV/yjVJoXBW6mUGUy7GfIhdizGP0PjTxaozdhYmmtEI2eL9OzvlkTGTKLCZiNPILHvz4X9eN6Pwyp/KOM0IY2Ej1gszxShh88ZsIDUKUhMLXGhpt2RixDUXZO9SsvW95bKr0K5VvXr14rZeadTyQxThBE7hHDy4hAbcQBNaIGAIz/AG707oPDkvzutPtODkf47hj5yPb9/3ixs=</latexit>

S = c1 + c2 + c3 + c4

<latexit sha1_base64="oOGzbybUVel3FAZfTj9OpdFNxUQ=">AAAB9HicbVDLSgNBEOyNrxhfGz16WQyCIITdGDEXIeDFY0TzgGRZZiedZMjsg5nZSFjyJ3oS9eaX+AP+jZO4B00saKjuqobu8mPOpLLtLyO3tr6xuZXfLuzs7u0fmMXDlowSQbFJIx6Jjk8kchZiUzHFsRMLJIHPse2Pb+Z6e4JCsih8UNMY3YAMQzZglCg98szi/TX1nHPqVXRd6Kp6Zsku2wtYq8TJSAkyNDzzs9ePaBJgqCgnUnYdO1ZuSoRilOOs0EskxoSOyRC7moYkQOmmi9Nn1ukgEpYaobXof3tTEkg5DXztCYgayWVtPvxP6yZqUHNTFsaJwpBqi9YGCbdUZM0TsPpMIFV8qgmhgukrLToiglClcyro953lZ1dJq1J2quXLu2qpXsuCyMMxnMAZOHAFdbiFBjSBwiM8wxu8GxPjyXgxXn+sOSPbOYI/MD6+AWDOj8s=</latexit>

Figura 8.26 Representación de la superficie como una cadena de tres cubos singulares

∫
(

(+,=)3� =
∫
(

3G2 3H∧ 3I+ GH 3I∧ 3G + I 3G∧ 3H

=

∫
21

3G2 3H∧ 3I+ GH 3I∧ 3G + I 3G∧ 3H

+
∫
22

3G2 3H∧ 3I+ GH 3I∧ 3G + I 3G∧ 3H

+
∫
23

3G2 3H∧ 3I+ GH 3I∧ 3G + I 3G∧ 3H

+
∫
24

3G2 3H∧ 3I+ GH 3I∧ 3G + I 3G∧ 3H

21 :  → R3

(D, E) → (G = D, H = E, I = 0)

y también

x

<latexit sha1_base64="VrJRiYl/SzhpWibhsIUCKckKuRU=">AAAB4nicbZDLTgIxFIZP8YZ4Q126aSQmrsiMwciSxI1LSOSSwIR0yhlo6FzSdoxkwgvoyqg7H8kX8G0sOAsF/9XX8/9Nzn/8RAptHOeLFDY2t7Z3irulvf2Dw6Py8UlHx6ni2OaxjFXPZxqliLBthJHYSxSy0JfY9ae3C7/7gEqLOLo3swS9kI0jEQjOjB21HoflilN1lqLr4OZQgVzNYflzMIp5GmJkuGRa910nMV7GlBFc4rw0SDUmjE/ZGPsWIxai9rLlonN6EcSKmgnS5ft3NmOh1rPQt5mQmYle9RbD/7x+aoK6l4koSQ1G3EasF6SSmpgu+tKRUMiNnFlgXAm7JeUTphg39iolW99dLbsOnauqW6tet2qVRj0/RBHO4BwuwYUbaMAdNKENHBCe4Q3eyYg8kRfy+hMtkPzPKfwR+fgG2s+Kjw==</latexit>

y

<latexit sha1_base64="OaAxZj9f66N7Sp5TVDITAWVUBMo=">AAAB4nicbZDLSgMxFIZP6q3WW9Wlm2ARXJUZUeyy4MZlC/YC7VAy6Zk2NHMhyQjD0BfQlag7H8kX8G1M6yy09V99Of8fOP/xEym0cZwvUtrY3NreKe9W9vYPDo+qxyddHaeKY4fHMlZ9n2mUIsKOEUZiP1HIQl9iz5/dLfzeIyot4ujBZAl6IZtEIhCcGTtqZ6Nqzak7S9F1cAuoQaHWqPo5HMc8DTEyXDKtB66TGC9nyggucV4ZphoTxmdsggOLEQtRe/ly0Tm9CGJFzRTp8v07m7NQ6yz0bSZkZqpXvcXwP2+QmqDh5SJKUoMRtxHrBamkJqaLvnQsFHIjMwuMK2G3pHzKFOPGXqVi67urZdehe1V3r+s37etas1EcogxncA6X4MItNOEeWtABDgjP8AbvZEyeyAt5/YmWSPHnFP6IfHwD3E2KkA==</latexit>

z

<latexit sha1_base64="gJNY2lhuUzboy+JR297ibUNQ7Ac=">AAAB4nicbZDLTgIxFIZP8YZ4Q126aSQmrsiMwciSxI1LSOSSwIR0yhlo6FzSdkxwwgvoyqg7H8kX8G0sOAsF/9XX8/9Nzn/8RAptHOeLFDY2t7Z3irulvf2Dw6Py8UlHx6ni2OaxjFXPZxqliLBthJHYSxSy0JfY9ae3C7/7gEqLOLo3swS9kI0jEQjOjB21HoflilN1lqLr4OZQgVzNYflzMIp5GmJkuGRa910nMV7GlBFc4rw0SDUmjE/ZGPsWIxai9rLlonN6EcSKmgnS5ft3NmOh1rPQt5mQmYle9RbD/7x+aoK6l4koSQ1G3EasF6SSmpgu+tKRUMiNnFlgXAm7JeUTphg39iolW99dLbsOnauqW6tet2qVRj0/RBHO4BwuwYUbaMAdNKENHBCe4Q3eyYg8kRfy+hMtkPzPKfwR+fgG3cuKkQ==</latexit>

c2

<latexit sha1_base64="BvWjzy16N3caAQDB6j7/AkIIa6g=">AAAB5HicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZgtEliRuXGAVJYEJ6mhro0PNId40JIfyBroy684v8Af/GBmeh4F2drns7qVtBqqQh1/1yCmvrG5tbxe3Szu7e/kH58KhtkkwLbIlEJboTcINKxtgiSQo7qUYeBQofgvH13H94RG1kEt/TJEU/4sNYhlJwsqM70a/1yxW36i7EVsHLoQK5mv3yZ2+QiCzCmITixnQ9NyV/yjVJoXBW6mUGUy7GfIhdizGP0PjTxaozdhYmmtEI2eL9OzvlkTGTKLCZiNPILHvz4X9eN6Pwyp/KOM0IY2Ej1gszxShh88ZsIDUKUhMLXGhpt2RixDUXZO9SsvW95bKr0K5VvXr14rZeadTyQxThBE7hHDy4hAbcQBNaIGAIz/AG707oPDkvzutPtODkf47hj5yPb9z7ixk=</latexit>

u

<latexit sha1_base64="qaKaEbID4XYJ0a6Q6zWSJoCzfNE=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZo5EliRuXkMgjgQnpaQro0PNId40JmfADujLqzk/yB/wbG5yFgnd1uu7tpG4FiZKGXPfLKWxsbm3vFHdLe/sHh0fl45O2iVMtsCViFetuwA0qGWGLJCnsJhp5GCjsBNO7hd95RG1kHD3QLEE/5ONIjqTgZEfNdFCuuFV3KbYOXg4VyNUYlD/7w1ikIUYkFDem57kJ+RnXJIXCeamfGky4mPIx9ixGPETjZ8tF5+xiFGtGE2TL9+9sxkNjZmFgMyGniVn1FsP/vF5Ko5qfyShJCSNhI9YbpYpRzBZ92VBqFKRmFrjQ0m7JxIRrLshepWTre6tl16F9VfWuqzfN60q9lh+iCGdwDpfgwS3U4R4a0AIBCM/wBu/O0HlyXpzXn2jByf+cwh85H9/WVYqM</latexit>

v

<latexit sha1_base64="z7k4vgYstmE2Z27jvsu13PNcOoY=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmDEaWJG5cQiI/CUxIp9yBhk5n0nZIyIQX0JVRdz6SL+DbWHAWCp7V13tOk3tukAiujet+OYWt7Z3dveJ+6eDw6PikfHrW0XGqGLZZLGLVC6hGwSW2DTcCe4lCGgUCu8H0ful3Z6g0j+WjmSfoR3QsecgZNXbUmg3LFbfqrkQ2wcuhArmaw/LnYBSzNEJpmKBa9z03MX5GleFM4KI0SDUmlE3pGPsWJY1Q+9lq0QW5CmNFzATJ6v07m9FI63kU2ExEzUSve8vhf14/NWHdz7hMUoOS2Yj1wlQQE5NlXzLiCpkRcwuUKW63JGxCFWXGXqVk63vrZTehc1P1atXbVq3SqOeHKMIFXMI1eHAHDXiAJrSBAcIzvMG7M3KenBfn9SdacPI/5/BHzsc319OKjQ==</latexit>

c1

<latexit sha1_base64="qhPwn6jml5Lgjdmi0qCwjZd3vaI=">AAAB5HicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZo5EliRuXGOWRwIT0NDXQoeeR7hoTQvgDXRl15xf5A/6NDc5Cwbs6Xfd2UreCVElDrvvlFNbWNza3itulnd29/YPy4VHLJJkW2BSJSnQn4AaVjLFJkhR2Uo08ChS2g/HN3G8/ojYyiR9okqIf8WEsQyk42dG96Hv9csWtuguxVfByqECuRr/82RskIoswJqG4MV3PTcmfck1SKJyVepnBlIsxH2LXYswjNP50seqMnYWJZjRCtnj/zk55ZMwkCmwm4jQyy958+J/XzSis+VMZpxlhLGzEemGmGCVs3pgNpEZBamKBCy3tlkyMuOaC7F1Ktr63XHYVWhdV77J6dXdZqdfyQxThBE7hHDy4hjrcQgOaIGAIz/AG707oPDkvzutPtODkf47hj5yPb91Lix4=</latexit>

K

<latexit sha1_base64="eh5f4W49GAbo1r0Hu3pB2Lci9yw=">AAAB4nicbZDLSgMxFIZP6q3WW9Wlm2ARXJUZqdhlwY3gpgV7gXYomfRMG5q5kGSEMvQFdCXqzkfyBXwb0zoLbf1XX87/B85//EQKbRznixQ2Nre2d4q7pb39g8Oj8vFJR8ep4tjmsYxVz2capYiwbYSR2EsUstCX2PWntwu/+4hKizh6MLMEvZCNIxEIzowdte6H5YpTdZai6+DmUIFczWH5czCKeRpiZLhkWvddJzFexpQRXOK8NEg1JoxP2Rj7FiMWovay5aJzehHEipoJ0uX7dzZjodaz0LeZkJmJXvUWw/+8fmqCupeJKEkNRtxGrBekkpqYLvrSkVDIjZxZYFwJuyXlE6YYN/YqJVvfXS27Dp2rqlurXrdqlUY9P0QRzuAcLsGFG2jAHTShDRwQnuEN3smIPJEX8voTLZD8zyn8Efn4BpepimI=</latexit>

K = {(u, v) 2 R2; u � 0, v � 0, u + v  1}

<latexit sha1_base64="xS/P6zvn2uDH8864viLNdxBcoeM=">AAACFnicbZBbS0JBFIXndDW7WT32MiSBkcg5ZiREIPQS9GKRF/CYzJm2Ojjn0lwEOfg/6s/UU1TQQ6/9m0YzKGs/fbPXGthreRFnUtn2hzUzOze/sJhYSi6vrK6tpzY2qzLUgkKFhjwUdY9I4CyAimKKQz0SQHyPQ83rnY70Wh+EZGFwpQYRNH3SCVibUaLMqpU6OD9x44zO9vewywJ8eZ0/xhq7HbjFdhb3v0Hv97HLDTvYHbZSaTtnjwf/BWcCaTSZciv15t6EVPsQKMqJlA3HjlQzJkIxymGYdLWEiNAe6UDDYEB8kM14HG6Id9uhwKoLePz+6Y2JL+XA94zHJ6orp7XR8j+toVW72IxZEGkFATUWo7U1xyrEo47wDRNAFR8YIFQwcyWmXSIIVabJpInvTIf9C9V8zinkDi8K6VJxUkQCbaMdlEEOOkIldIbKqIIoukeP6AW9WnfWg/VkPX9ZZ6zJny30a6z3T8sHm0Y=</latexit>

Figura 8.27 cadena 21

22 :  → R3

(D, E) → (G = 0, H = D, I = E)



Soluciones de los ejercicios 329

23 :  → R3

(D, E) → (G = E, H = 0, I = D)

por lo que ∫
21

3G2 3H∧ 3I+ GH 3I∧ 3G + I 3G∧ 3H = 0∫
22

3G2 3H∧ 3I+ GH 3I∧ 3G + I 3G∧ 3H = 0∫
23

3G2 3H∧ 3I+ GH 3I∧ 3G + I 3G∧ 3H = 0

resta finalmente calcular
∫
24

3G2 3H∧ 3I+ GH 3I∧ 3G + I 3G∧ 3H. Tenemos

24 :  → R3

(D, E) → (G = D, H = E, I = 1−D− E)

y como

x

<latexit sha1_base64="VrJRiYl/SzhpWibhsIUCKckKuRU=">AAAB4nicbZDLTgIxFIZP8YZ4Q126aSQmrsiMwciSxI1LSOSSwIR0yhlo6FzSdoxkwgvoyqg7H8kX8G0sOAsF/9XX8/9Nzn/8RAptHOeLFDY2t7Z3irulvf2Dw6Py8UlHx6ni2OaxjFXPZxqliLBthJHYSxSy0JfY9ae3C7/7gEqLOLo3swS9kI0jEQjOjB21HoflilN1lqLr4OZQgVzNYflzMIp5GmJkuGRa910nMV7GlBFc4rw0SDUmjE/ZGPsWIxai9rLlonN6EcSKmgnS5ft3NmOh1rPQt5mQmYle9RbD/7x+aoK6l4koSQ1G3EasF6SSmpgu+tKRUMiNnFlgXAm7JeUTphg39iolW99dLbsOnauqW6tet2qVRj0/RBHO4BwuwYUbaMAdNKENHBCe4Q3eyYg8kRfy+hMtkPzPKfwR+fgG2s+Kjw==</latexit>

y

<latexit sha1_base64="OaAxZj9f66N7Sp5TVDITAWVUBMo=">AAAB4nicbZDLSgMxFIZP6q3WW9Wlm2ARXJUZUeyy4MZlC/YC7VAy6Zk2NHMhyQjD0BfQlag7H8kX8G1M6yy09V99Of8fOP/xEym0cZwvUtrY3NreKe9W9vYPDo+qxyddHaeKY4fHMlZ9n2mUIsKOEUZiP1HIQl9iz5/dLfzeIyot4ujBZAl6IZtEIhCcGTtqZ6Nqzak7S9F1cAuoQaHWqPo5HMc8DTEyXDKtB66TGC9nyggucV4ZphoTxmdsggOLEQtRe/ly0Tm9CGJFzRTp8v07m7NQ6yz0bSZkZqpXvcXwP2+QmqDh5SJKUoMRtxHrBamkJqaLvnQsFHIjMwuMK2G3pHzKFOPGXqVi67urZdehe1V3r+s37etas1EcogxncA6X4MItNOEeWtABDgjP8AbvZEyeyAt5/YmWSPHnFP6IfHwD3E2KkA==</latexit>

z

<latexit sha1_base64="gJNY2lhuUzboy+JR297ibUNQ7Ac=">AAAB4nicbZDLTgIxFIZP8YZ4Q126aSQmrsiMwciSxI1LSOSSwIR0yhlo6FzSdkxwwgvoyqg7H8kX8G0sOAsF/9XX8/9Nzn/8RAptHOeLFDY2t7Z3irulvf2Dw6Py8UlHx6ni2OaxjFXPZxqliLBthJHYSxSy0JfY9ae3C7/7gEqLOLo3swS9kI0jEQjOjB21HoflilN1lqLr4OZQgVzNYflzMIp5GmJkuGRa910nMV7GlBFc4rw0SDUmjE/ZGPsWIxai9rLlonN6EcSKmgnS5ft3NmOh1rPQt5mQmYle9RbD/7x+aoK6l4koSQ1G3EasF6SSmpgu+tKRUMiNnFlgXAm7JeUTphg39iolW99dLbsOnauqW6tet2qVRj0/RBHO4BwuwYUbaMAdNKENHBCe4Q3eyYg8kRfy+hMtkPzPKfwR+fgG3cuKkQ==</latexit>

c2

<latexit sha1_base64="BvWjzy16N3caAQDB6j7/AkIIa6g=">AAAB5HicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZgtEliRuXGAVJYEJ6mhro0PNId40JIfyBroy684v8Af/GBmeh4F2drns7qVtBqqQh1/1yCmvrG5tbxe3Szu7e/kH58KhtkkwLbIlEJboTcINKxtgiSQo7qUYeBQofgvH13H94RG1kEt/TJEU/4sNYhlJwsqM70a/1yxW36i7EVsHLoQK5mv3yZ2+QiCzCmITixnQ9NyV/yjVJoXBW6mUGUy7GfIhdizGP0PjTxaozdhYmmtEI2eL9OzvlkTGTKLCZiNPILHvz4X9eN6Pwyp/KOM0IY2Ej1gszxShh88ZsIDUKUhMLXGhpt2RixDUXZO9SsvW95bKr0K5VvXr14rZeadTyQxThBE7hHDy4hAbcQBNaIGAIz/AG707oPDkvzutPtODkf47hj5yPb9z7ixk=</latexit>

u

<latexit sha1_base64="qaKaEbID4XYJ0a6Q6zWSJoCzfNE=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZo5EliRuXkMgjgQnpaQro0PNId40JmfADujLqzk/yB/wbG5yFgnd1uu7tpG4FiZKGXPfLKWxsbm3vFHdLe/sHh0fl45O2iVMtsCViFetuwA0qGWGLJCnsJhp5GCjsBNO7hd95RG1kHD3QLEE/5ONIjqTgZEfNdFCuuFV3KbYOXg4VyNUYlD/7w1ikIUYkFDem57kJ+RnXJIXCeamfGky4mPIx9ixGPETjZ8tF5+xiFGtGE2TL9+9sxkNjZmFgMyGniVn1FsP/vF5Ko5qfyShJCSNhI9YbpYpRzBZ92VBqFKRmFrjQ0m7JxIRrLshepWTre6tl16F9VfWuqzfN60q9lh+iCGdwDpfgwS3U4R4a0AIBCM/wBu/O0HlyXpzXn2jByf+cwh85H9/WVYqM</latexit>

v

<latexit sha1_base64="z7k4vgYstmE2Z27jvsu13PNcOoY=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmDEaWJG5cQiI/CUxIp9yBhk5n0nZIyIQX0JVRdz6SL+DbWHAWCp7V13tOk3tukAiujet+OYWt7Z3dveJ+6eDw6PikfHrW0XGqGLZZLGLVC6hGwSW2DTcCe4lCGgUCu8H0ful3Z6g0j+WjmSfoR3QsecgZNXbUmg3LFbfqrkQ2wcuhArmaw/LnYBSzNEJpmKBa9z03MX5GleFM4KI0SDUmlE3pGPsWJY1Q+9lq0QW5CmNFzATJ6v07m9FI63kU2ExEzUSve8vhf14/NWHdz7hMUoOS2Yj1wlQQE5NlXzLiCpkRcwuUKW63JGxCFWXGXqVk63vrZTehc1P1atXbVq3SqOeHKMIFXMI1eHAHDXiAJrSBAcIzvMG7M3KenBfn9SdacPI/5/BHzsc319OKjQ==</latexit>

1 � u � v = 0

<latexit sha1_base64="mdqJfz3kD7cL/TMC4/IP+k6wsuQ=">AAAB6HicbZDLTgIxFIbP4A3xhrp000hM3EBmDEQ2JiRuXGIilwQmpFPOQKVzSdshIRPeQVdG3fk8voBvY8FZKPivvp7/b3L+48WCK23bX1ZuY3Nreye/W9jbPzg8Kh6ftFWUSIYtFolIdj2qUPAQW5prgd1YIg08gR1vcrvwO1OUikfhg57F6AZ0FHKfM6rNqOOUk/L0xh4US3bFXoqsg5NBCTI1B8XP/jBiSYChZoIq1XPsWLsplZozgfNCP1EYUzahI+wZDGmAyk2X687JhR9JosdIlu/f2ZQGSs0Cz2QCqsdq1VsM//N6ifbrbsrDONEYMhMxnp8IoiOyaE2GXCLTYmaAMsnNloSNqaRMm9sUTH1ntew6tK8qTrVSu6+WGvXsEHk4g3O4BAeuoQF30IQWMJjAM7zBu/VoPVkv1utPNGdlf07hj6yPb9uDjDY=</latexit>

v = 1 � u

<latexit sha1_base64="U9vxUlY/f9DHdG7ndCKjeCItED4=">AAAB5nicbZDNSsNAFIVv/K31r+rSzWAR3FiSUtGNUHDjsoJpC20ok+lNM3Tyw8ykUEJfQVei7nwgX8C3cVqz0Naz+uaeM3DP9VPBlbbtL2ttfWNza7u0U97d2z84rBwdt1WSSYYuS0Qiuz5VKHiMruZaYDeVSCNfYMcf3839zgSl4kn8qKcpehEdxTzgjGozcie3zmU2qFTtmr0QWQWngCoUag0qn/1hwrIIY80EVarn2Kn2cio1ZwJn5X6mMKVsTEfYMxjTCJWXL5adkfMgkUSHSBbv39mcRkpNI99kIqpDtezNh/95vUwHN17O4zTTGDMTMV6QCaITMu9Mhlwi02JqgDLJzZaEhVRSps1lyqa+s1x2Fdr1mtOoXT00qs16cYgSnMIZXIAD19CEe2iBCww4PMMbvFuh9WS9WK8/0TWr+HMCf2R9fAMCtIu/</latexit>

K

<latexit sha1_base64="4FlSHwpegyS9QnnhHgUEQcuAVWU=">AAAB4nicbZDNSgMxFIXv1L9a/6ou3QSL4KrMlIouC24ENy3YH2iHkknvtKGZzJBkhDL0BXQl6s5H8gV8G9M6C209qy/3nMA9N0gE18Z1v5zCxubW9k5xt7S3f3B4VD4+6eg4VQzbLBax6gVUo+AS24Ybgb1EIY0Cgd1gervwu4+oNI/lg5kl6Ed0LHnIGTV21Loflitu1V2KrIOXQwVyNYflz8EoZmmE0jBBte57bmL8jCrDmcB5aZBqTCib0jH2LUoaofaz5aJzchHGipgJkuX7dzajkdazKLCZiJqJXvUWw/+8fmrCGz/jMkkNSmYj1gtTQUxMFn3JiCtkRswsUKa43ZKwCVWUGXuVkq3vrZZdh06t6tWrV616pVHLD1GEMziHS/DgGhpwB01oAwOEZ3iDd2fkPDkvzutPtODkf07hj5yPb5Xbilw=</latexit>

Figura 8.28 cadena 24

2∗4 3H∧ 3I = 3E∧ (−3D− 3E) = −3E∧ 3D = 3D∧ 3E
2∗4 3I∧ 3G = (−3D− 3E) ∧ 3D = −3E∧ 3D = 3D∧ 3E
2∗4 3G∧ 3H = 3D∧ 3E

resulta finalmente,
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(

(+,=)3� =
∫
24

3G2 3H∧ 3I+ GH 3I∧ 3G + I 3G∧ 3H

=

∫
 

2∗4 (3G
2 3H∧ 3I) + 2∗4 (GH 3I∧ 3G) + 2

∗
4 (I 3H∧ 3G)

=

∫
 

(
3D2 +DE + (1−D− E)

)
3D∧ 3E =

∫
 

(1−D− E +DE +3D2) 3D 3E

=

∫ 1

0
3D

∫ 1−D

0
(1−D− E +DE +3D2) 3E =

∫ 1

0

(
[(1−D +3D2)E + (D−1) E

2

2
]1−D0

)
3D

=

∫ 1

0

(
(1−D +3D2) (1−D) + (D−1)3

2

)
3D =

11
24

6.9

1. En coordenadas cartesianas,

� = ∇ 5 =
( m 5
mG
,
m 5

mH
,
m 5

mI

) C
=

(
exp(H) cos(cI), G exp(H) cos(cI),−cG exp(H) sin(cI)

) C
2. ∫

2

(�,g)3B =
∫
2

�1 3G +�2 3H +�3 3I =

∫
2

35

=

∫
[0, c ]

2∗ 35 =

∫ c

0
3 ( 5 ◦ 2) = 5 (2(c)) − 5 (2(0))

tenemos
2(c) = (3cos4 c,5sin7 c,0) = (3,0,0)

2(0) = (3cos4 0,5sin7 0,0) = (3,0,0)

por lo tanto ∫
2

(�,g)3B = 0

6.10 Disponemos el casquete de modo que el centro de la proyección sobre el plano
I = 0 del círculo base coincida con el origen de coordenadas (véase la figura 8.29).
Sea Ā = (Ḡ, H̄, Ī) el centro de gravedad que queremos calcular. Teniendo en cuenta la
simetría de la figura,

Ḡ =

∫
(
G3�∫
(
3�

= 0

e

H̄ =

∫
(
H3�∫
(
3�

= 0

Calculemos Ī. Introducimos la superficie ( representando el casquete definida sobre
el círculo � de radio 0, � = {(Ĝ, Ĥ) ∈ R2; Ĝ2 + Ĥ2 ≤ 02}
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x

<latexit sha1_base64="VrJRiYl/SzhpWibhsIUCKckKuRU=">AAAB4nicbZDLTgIxFIZP8YZ4Q126aSQmrsiMwciSxI1LSOSSwIR0yhlo6FzSdoxkwgvoyqg7H8kX8G0sOAsF/9XX8/9Nzn/8RAptHOeLFDY2t7Z3irulvf2Dw6Py8UlHx6ni2OaxjFXPZxqliLBthJHYSxSy0JfY9ae3C7/7gEqLOLo3swS9kI0jEQjOjB21HoflilN1lqLr4OZQgVzNYflzMIp5GmJkuGRa910nMV7GlBFc4rw0SDUmjE/ZGPsWIxai9rLlonN6EcSKmgnS5ft3NmOh1rPQt5mQmYle9RbD/7x+aoK6l4koSQ1G3EasF6SSmpgu+tKRUMiNnFlgXAm7JeUTphg39iolW99dLbsOnauqW6tet2qVRj0/RBHO4BwuwYUbaMAdNKENHBCe4Q3eyYg8kRfy+hMtkPzPKfwR+fgG2s+Kjw==</latexit>

y

<latexit sha1_base64="OaAxZj9f66N7Sp5TVDITAWVUBMo=">AAAB4nicbZDLSgMxFIZP6q3WW9Wlm2ARXJUZUeyy4MZlC/YC7VAy6Zk2NHMhyQjD0BfQlag7H8kX8G1M6yy09V99Of8fOP/xEym0cZwvUtrY3NreKe9W9vYPDo+qxyddHaeKY4fHMlZ9n2mUIsKOEUZiP1HIQl9iz5/dLfzeIyot4ujBZAl6IZtEIhCcGTtqZ6Nqzak7S9F1cAuoQaHWqPo5HMc8DTEyXDKtB66TGC9nyggucV4ZphoTxmdsggOLEQtRe/ly0Tm9CGJFzRTp8v07m7NQ6yz0bSZkZqpXvcXwP2+QmqDh5SJKUoMRtxHrBamkJqaLvnQsFHIjMwuMK2G3pHzKFOPGXqVi67urZdehe1V3r+s37etas1EcogxncA6X4MItNOEeWtABDgjP8AbvZEyeyAt5/YmWSPHnFP6IfHwD3E2KkA==</latexit>

z

<latexit sha1_base64="gJNY2lhuUzboy+JR297ibUNQ7Ac=">AAAB4nicbZDLTgIxFIZP8YZ4Q126aSQmrsiMwciSxI1LSOSSwIR0yhlo6FzSdkxwwgvoyqg7H8kX8G0sOAsF/9XX8/9Nzn/8RAptHOeLFDY2t7Z3irulvf2Dw6Py8UlHx6ni2OaxjFXPZxqliLBthJHYSxSy0JfY9ae3C7/7gEqLOLo3swS9kI0jEQjOjB21HoflilN1lqLr4OZQgVzNYflzMIp5GmJkuGRa910nMV7GlBFc4rw0SDUmjE/ZGPsWIxai9rLlonN6EcSKmgnS5ft3NmOh1rPQt5mQmYle9RbD/7x+aoK6l4koSQ1G3EasF6SSmpgu+tKRUMiNnFlgXAm7JeUTphg39iolW99dLbsOnauqW6tet2qVRj0/RBHO4BwuwYUbaMAdNKENHBCe4Q3eyYg8kRfy+hMtkPzPKfwR+fgG3cuKkQ==</latexit>

c2

<latexit sha1_base64="BvWjzy16N3caAQDB6j7/AkIIa6g=">AAAB5HicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZgtEliRuXGAVJYEJ6mhro0PNId40JIfyBroy684v8Af/GBmeh4F2drns7qVtBqqQh1/1yCmvrG5tbxe3Szu7e/kH58KhtkkwLbIlEJboTcINKxtgiSQo7qUYeBQofgvH13H94RG1kEt/TJEU/4sNYhlJwsqM70a/1yxW36i7EVsHLoQK5mv3yZ2+QiCzCmITixnQ9NyV/yjVJoXBW6mUGUy7GfIhdizGP0PjTxaozdhYmmtEI2eL9OzvlkTGTKLCZiNPILHvz4X9eN6Pwyp/KOM0IY2Ej1gszxShh88ZsIDUKUhMLXGhpt2RixDUXZO9SsvW95bKr0K5VvXr14rZeadTyQxThBE7hHDy4hAbcQBNaIGAIz/AG707oPDkvzutPtODkf47hj5yPb9z7ixk=</latexit>

R

<latexit sha1_base64="2eGnDbWVt/7oT3YJIewTcK13JYA=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG5cgpGfBCakU+5AQ6czaTsmZMIL6MqoOx/JF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7p6DhVDNssFrHqBVSj4BLbhhuBvUQhjQKB3WB6u/C7j6g0j+WDmSXoR3QsecgZNXbUuh+WK27VXYqsg5dDBXI1h+XPwShmaYTSMEG17ntuYvyMKsOZwHlpkGpMKJvSMfYtShqh9rPlonNyEcaKmAmS5ft3NqOR1rMosJmImole9RbD/7x+asIbP+MySQ1KZiPWC1NBTEwWfcmIK2RGzCxQprjdkrAJVZQZe5WSre+tll2HTq3q1atXrXqlUcsPUYQzOIdL8OAaGnAHTWgDA4RneIN3Z+Q8OS/O60+04OR/TuGPnI9voE2KYw==</latexit>

a

<latexit sha1_base64="yo7/ANeUEaCrhkm6M/skvcReBMY=">AAAB43icbZC7SgNBFIbPeo3xFrUUZDAIVmFXFNMZsLFMxFwgWcLs5GwyZPbCzKwQQkorrUTtfI9UPoEv4DP4Es4mKTTxr745/z9w/uPFgitt21/W0vLK6tp6ZiO7ubW9s5vb26+pKJEMqywSkWx4VKHgIVY11wIbsUQaeALrXv869ev3KBWPwjs9iNENaDfkPmdUm9EtzbZzebtgT0QWwZlB/upjXPl+OBqX27nPVidiSYChZoIq1XTsWLtDKjVnAkfZVqIwpqxPu9g0GNIAlTucbDoiJ34kie4hmbx/Z4c0UGoQeCYTUN1T8146/M9rJtovukMexonGkJmI8fxEEB2RtDDpcIlMi4EByiQ3WxLWo5Iybc6S1nfmyy5C7azgnBcuKna+VISpMnAIx3AKDlxCCW6gDFVg4MMTvMKbhdaj9Wy9TKNL1uzPAfyR9f4DmiiO1A==</latexit>

Figura 8.29 Centro de gravedad de un casquete

( : �→ R3

(Ĝ, Ĥ) → (G = Ĝ, H = Ĥ, I =
√
'2− Ĝ2− Ĥ2

Ī =

∫
(
I3�∫
(
3�

=

∫
�
(∗ (I3�)∫
(
3�

=

∫
�
(I ◦ ()(∗3�∫
(
3�

El campo normal a la superficie es = = 1
'
(G, H, I)C de modo que el elemento de área

se escribe 3� = 1
'
(G 3H∧ 3I+ H 3I∧ 3G + I 3G∧ 3H). Tendremos

(∗ (3�) = 1
'

(
Ĝ 3 Ĥ∧ ( mI

mĜ
3Ĝ + mI

mĤ
3Ĥ)

+ 1
'
Ĥ( mI
mĜ
3Ĝ + mI

mĤ
3Ĥ) ∧ 3Ĝ +

√
'2− Ĝ2− Ĥ2 3Ĝ∧ 3Ĥ

)
=

1
'

( Ĝ2√
'2− Ĝ2− Ĥ2

+ Ĥ2√
'2− Ĝ2− Ĥ2

+
√
'2− Ĝ2− Ĥ2

)
3Ĝ∧ 3Ĥ

=
'√

'2− Ĝ2− Ĥ2
3Ĝ∧ 3Ĥ = '

I(Ĝ, Ĥ) 3Ĝ∧ 3Ĥ

de modo que finalmente

Ī =

∫
(
I3�∫
(
3�

=
'
∫
�
3Ĝ∧ 3Ĥ∫
(
3�

El centro de gravedad viene dado pues por Ḡ = 0, H̄ = 0 y

Ī =
'× Áreadelcı́rculobase

Áreadelcasquete
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6.11

2 : [−1,1] → A2C→ (G = C, H = 0 cosh
C

0
)

Tenemos que el centro de gravedad (Ḡ, H̄) viene dado por

-1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 1,5

-1

-0,5

0,5

1

1,5

2

2,5

3

a

Figura 8.30 Centro de gravedad de una catenaria

Ḡ =

∫
2
G 3B∫
2
3B

H̄ =

∫
2
H 3B∫
2
3B

Ḡ = 0 que se obtiene teniendo en cuenta la simetría. Por otra parte siendo
) = (G ′(C), H′(C))C el campo tangente a la curva catenaria 2 tenemos∫

2

H 3B =

∫
[−1,1]

(H ◦ 2)2∗3B =
∫ 1

−1
(H ◦ 2)‖) ‖3C

=

∫ 1

−1
0 cosh( C

0
)
√

1+ sinh2 ( C
0
) 3C =

∫ 1

−1
0 cosh2 ( C

0
) 3C

finalmente

H̄ =

∫ 1
−1 0 cosh2 ( C

0
) 3C∫ 1

−1 cosh( C
0
) 3C

Ejercicios del Capítulo 7

7.1
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a)

�2
(1,U) : [0,1] → R2

D→ (G1 = U,G2 = D)

∫
� 2
(1,U)

5 3̂G1∧ 3G2 =

∫
[0,1]
(�2 (1, U))∗ 5 (G1, G2) 3̂G1∧ 3G2

=

∫
[0,1]

5 (U,D) 3D =
∫
[0,1]

5 (U,G2) 3G2
∫ 1

0
3G1 =

∫
[0,1]2

5 (U,G2) 3G1 3G2

�2
(2,U) : [0,1] → R2

D→ (G1 = D,G2 = U)

∫
� 2
(2,U)

5 3̂G1∧ 3G2 =

∫
[0,1]
(�2 (2, U))∗ 5 (G1, G2)3̂G1∧ 3G2

=

∫
[0,1]

5 (D,U).0 = 0

pues 3G2 = 0.

x

<latexit sha1_base64="XmTur66Q76xrGKad4N8gZ+V/a1k=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG5cQiI/CUxIp9yBhs500naMZMIL6MqoOx/JF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7paJkqhm0mhVS9gGoUPMa24UZgL1FIo0BgN5jeLvzuAyrNZXxvZgn6ER3HPOSMGjtqPQ7LFbfqLkXWwcuhArmaw/LnYCRZGmFsmKBa9z03MX5GleFM4Lw0SDUmlE3pGPsWYxqh9rPlonNyEUpFzATJ8v07m9FI61kU2ExEzUSveovhf14/NeGNn/E4SQ3GzEasF6aCGEkWfcmIK2RGzCxQprjdkrAJVZQZe5WSre+tll2HTq3q1atXrXqlUcsPUYQzOIdL8OAaGnAHTWgDA4RneIN3Z+Q8OS/O60+04OR/TuGPnI9v2QGKiQ==</latexit>

I2
(1,0)

<latexit sha1_base64="he5gfd+jgfBOppP0Up+I151Hltc=">AAAB7HicbZDNSgMxFIUz/tb6V3XpJliEClJmSkWXBTe6q2B/YDqWTHqnDc0kQ5IRytC30JWoO5/GF/BtTOsstPWsvtxzAvfcMOFMG9f9clZW19Y3Ngtbxe2d3b390sFhW8tUUWhRyaXqhkQDZwJahhkO3UQBiUMOnXB8PfM7j6A0k+LeTBIIYjIULGKUGDvyb/tZxTt3z6YPtX6p7FbdufAyeDmUUa5mv/TZG0iaxiAM5URr33MTE2REGUY5TIu9VENC6JgMwbcoSAw6yOYrT/FpJBU2I8Dz9+9sRmKtJ3FoMzExI73ozYb/eX5qoqsgYyJJDQhqI9aLUo6NxLPmeMAUUMMnFghVzG6J6YgoQo29T9HW9xbLLkO7VvXq1Yu7erlRyw9RQMfoBFWQhy5RA92gJmohiiR6Rm/o3RHOk/PivP5EV5z8zxH6I+fjGzXrjYM=</latexit>

I2
(1,1)

<latexit sha1_base64="KLPSyV8uxAHYQ6SR93gzFSvJPKI=">AAAB7HicbZDNSgMxFIUz/tb6V3XpJliEClJmSkWXBTe6q2B/YDqWTHqnDc0kQ5IRytC30JWoO5/GF/BtTOsstPWsvtxzAvfcMOFMG9f9clZW19Y3Ngtbxe2d3b390sFhW8tUUWhRyaXqhkQDZwJahhkO3UQBiUMOnXB8PfM7j6A0k+LeTBIIYjIULGKUGDvyb/tZxTv3zqYPtX6p7FbdufAyeDmUUa5mv/TZG0iaxiAM5URr33MTE2REGUY5TIu9VENC6JgMwbcoSAw6yOYrT/FpJBU2I8Dz9+9sRmKtJ3FoMzExI73ozYb/eX5qoqsgYyJJDQhqI9aLUo6NxLPmeMAUUMMnFghVzG6J6YgoQo29T9HW9xbLLkO7VvXq1Yu7erlRyw9RQMfoBFWQhy5RA92gJmohiiR6Rm/o3RHOk/PivP5EV5z8zxH6I+fjGzdtjYQ=</latexit>

I2
(2,1)

<latexit sha1_base64="FRv5kxr+vGJZvSELF+ksYwaHz7g=">AAAB7HicbZDNSgMxFIXv+FvrX9Wlm2ARKkiZGSq6LLjRXQX7A9NaMmmmDc0kQ5IRytC30JWoO5/GF/BtTOsstPWsvtxzAvfcMOFMG9f9clZW19Y3Ngtbxe2d3b390sFhS8tUEdokkkvVCbGmnAnaNMxw2kkUxXHIaTscX8/89iNVmklxbyYJ7cV4KFjECDZ2FNz2s4p/7p1NH/x+qexW3bnQMng5lCFXo1/67A4kSWMqDOFY68BzE9PLsDKMcDotdlNNE0zGeEgDiwLHVPey+cpTdBpJhcyIovn7dzbDsdaTOLSZGJuRXvRmw/+8IDXRVS9jIkkNFcRGrBelHBmJZs3RgClKDJ9YwEQxuyUiI6wwMfY+RVvfWyy7DC2/6tWqF3e1ct3PD1GAYziBCnhwCXW4gQY0gYCEZ3iDd0c4T86L8/oTXXHyP0fwR87HNzjxjYU=</latexit>

I2
(2,0)

<latexit sha1_base64="RUGnGi7K4Uy4QDK/xxjxMhKlms0=">AAAB7HicbZDNSgMxFIUz/tb6V3XpJliEClJmhoouC250V8H+wLSWTHqnDc0kQ5IRytC30JWoO5/GF/BtTOsstPWsvtxzAvfcMOFMG9f9clZW19Y3Ngtbxe2d3b390sFhS8tUUWhSyaXqhEQDZwKahhkOnUQBiUMO7XB8PfPbj6A0k+LeTBLoxWQoWMQoMXYU3Pazin/unk0f/H6p7FbdufAyeDmUUa5Gv/TZHUiaxiAM5UTrwHMT08uIMoxymBa7qYaE0DEZQmBRkBh0L5uvPMWnkVTYjADP37+zGYm1nsShzcTEjPSiNxv+5wWpia56GRNJakBQG7FelHJsJJ41xwOmgBo+sUCoYnZLTEdEEWrsfYq2vrdYdhlaftWrVS/uauW6nx+igI7RCaogD12iOrpBDdREFEn0jN7QuyOcJ+fFef2Jrjj5nyP0R87HNzdvjYQ=</latexit>

x2

<latexit sha1_base64="EHHgGgMF9+592wkABtjuGleUCMU=">AAAB5HicbZDNTgIxFIXv+Iv4h7p000hMXJEZgtEliRuXGOUngZF0yh1oaGcmbcdIJryBroy684l8Ad/GgrNQ8Ky+3nOa3HODRHBtXPfLWVldW9/YLGwVt3d29/ZLB4ctHaeKYZPFIladgGoUPMKm4UZgJ1FIZSCwHYyvZn77AZXmcXRnJgn6kg4jHnJGjR3dPt5X+6WyW3HnIsvg5VCGXI1+6bM3iFkqMTJMUK27npsYP6PKcCZwWuylGhPKxnSIXYsRlaj9bL7qlJyGsSJmhGT+/p3NqNR6IgObkdSM9KI3G/7ndVMTXvoZj5LUYMRsxHphKoiJyawxGXCFzIiJBcoUt1sSNqKKMmPvUrT1vcWyy9CqVrxa5fymVq5X80MU4BhO4Aw8uIA6XEMDmsBgCM/wBu9O6Dw5L87rT3TFyf8cwR85H9/6/Ist</latexit>

x1

<latexit sha1_base64="2yamrByc2rdj1X3UynrexEzfr7E=">AAAB5HicbZDNTgIxFIXv+Iv4h7p000hMXJEZgtEliRuXGOUngZF0yh1o6HQmbcdIJryBroy684l8Ad/GgrNQ8Ky+3nOa3HODRHBtXPfLWVldW9/YLGwVt3d29/ZLB4ctHaeKYZPFIladgGoUXGLTcCOwkyikUSCwHYyvZn77AZXmsbwzkwT9iA4lDzmjxo5uH++9fqnsVty5yDJ4OZQhV6Nf+uwNYpZGKA0TVOuu5ybGz6gynAmcFnupxoSyMR1i16KkEWo/m686JadhrIgZIZm/f2czGmk9iQKbiagZ6UVvNvzP66YmvPQzLpPUoGQ2Yr0wFcTEZNaYDLhCZsTEAmWK2y0JG1FFmbF3Kdr63mLZZWhVK16tcn5TK9er+SEKcAwncAYeXEAdrqEBTWAwhGd4g3cndJ6cF+f1J7ri5H+O4I+cj2/5foss</latexit>

Figura 8.31 Caras del 2-cubo típico.

b) Tenemos

�3
(3,U) : [0,1]2→ R3

(D1, D2) → (G1 = D1, G2 = D2, G3 = U)
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�(3,U)

5 (G1, G2, G3)3G1∧ 3G2∧ 3̂G3 =

∫
[0,1]2

�∗(3,U) 5 (G
1, G2, G3)3G1∧ 3G2∧ 3̂G3

=

∫
[0,1]2

5 (D1, D2, U)3D1 3D2 =

∫
[0,1]2

5 (G1, G2, U)3G1 3G2

=

∫
[0,1]2

5 (G1, G2, U)3G1 3G2
∫ 1

0
3G3 =

∫
[0,1]3

5 (G1, G2, U)3G1 3G2 3G3

�3
(2,U) : [0,1]2→ R3

(D1, D2) → (G1 = D1, G2 = U,G3 = D2)

∫
� 3
(2,U)

5 3G1∧ 3̂G2∧ 3G3 =

∫
[0,1]2

�∗(3,U) 5 (G
1, G2, G3)3G1∧ 3̂G2∧ 3G3

=

∫
[0,1]2

5 (D1, U,D2)3D13D2 =

∫
[0,1]2

5 (G1, U, G3)3G1 3G3

=

∫
[0,1]2

5 (G1, U, G3)3G1 3G3
∫ 1

0
3G2 =

∫
[0,1]3

5 (G1, U, G3)3G1 3G2 3G3

x1

<latexit sha1_base64="gwKB+Fgbrr98325UL5D1SAmkf6Q=">AAAB5HicbZDLTgIxFIZP8YZ4Q126aSQmrsiMweiSxI1LjHJJYCSdcgYaOpe0HSOZ8Aa6MurOJ/IFfBsLzkLBf/X1/H+T8x8/kUIbx/kihZXVtfWN4mZpa3tnd6+8f9DScao4NnksY9XxmUYpImwaYSR2EoUs9CW2/fHVzG8/oNIiju7MJEEvZMNIBIIzY0e3j/duv1xxqs5cdBncHCqQq9Evf/YGMU9DjAyXTOuu6yTGy5gygkuclnqpxoTxMRti12LEQtReNl91Sk+CWFEzQjp//85mLNR6Evo2EzIz0ovebPif101NcOllIkpSgxG3EesFqaQmprPGdCAUciMnFhhXwm5J+Ygpxo29S8nWdxfLLkPrrOrWquc3tUq9lh+iCEdwDKfgwgXU4Roa0AQOQ3iGN3gnAXkiL+T1J1og+Z9D+CPy8Q36GIsu</latexit>

x2

<latexit sha1_base64="k87WNSJUn044CKnsGQicH+u6eEY=">AAAB5HicbZDLTgIxFIZPvSLeUJduGomJKzJDMLokceMSo1wSGEmnnIGGziVtx0gmvIGujLrziXwB38aCs1DwX309/9/k/MdPpNDGcb7Iyura+sZmYau4vbO7t186OGzpOFUcmzyWser4TKMUETaNMBI7iUIW+hLb/vhq5rcfUGkRR3dmkqAXsmEkAsGZsaPbx/tqv1R2Ks5cdBncHMqQq9EvffYGMU9DjAyXTOuu6yTGy5gygkucFnupxoTxMRti12LEQtReNl91Sk+DWFEzQjp//85mLNR6Evo2EzIz0ovebPif101NcOllIkpSgxG3EesFqaQmprPGdCAUciMnFhhXwm5J+Ygpxo29S9HWdxfLLkOrWnFrlfObWrleyw9RgGM4gTNw4QLqcA0NaAKHITzDG7yTgDyRF/L6E10h+Z8j+CPy8Q37losv</latexit>

x3

<latexit sha1_base64="+or1ed3C8ci5OeYA+8nXN+NdqlY=">AAAB5HicbZC9TsMwFIVv+C3lr8DIYlEhMVUJFMFYiYWxCPojtaFy3JvWqhNHtoOoor4BTAjYeCJegLfBLRmg5Uyf7zmW7rlBIrg2rvvlLC2vrK6tFzaKm1vbO7ulvf2mlqli2GBSSNUOqEbBY2wYbgS2E4U0CgS2gtHV1G89oNJcxndmnKAf0UHMQ86osaPbx/uzXqnsVtyZyCJ4OZQhV71X+uz2JUsjjA0TVOuO5ybGz6gynAmcFLupxoSyER1gx2JMI9R+Nlt1Qo5DqYgZIpm9f2czGmk9jgKbiagZ6nlvOvzP66QmvPQzHiepwZjZiPXCVBAjybQx6XOFzIixBcoUt1sSNqSKMmPvUrT1vfmyi9A8rXjVyvlNtVyr5ocowCEcwQl4cAE1uIY6NIDBAJ7hDd6d0HlyXpzXn+iSk/85gD9yPr4B/RSLMA==</latexit>

I3
(2,1)

<latexit sha1_base64="gfsE1kPT4ujFGeAc1x0CGo8LVuw=">AAAB7HicbZDNSgMxFIXv1L9a/6ou3QSLUEHKTK3osuBGdxXsD0zHkknTNjSTDElGKEPfQlei7nwaX8C3Ma2z0Naz+nLPCdxzw5gzbVz3y8mtrK6tb+Q3C1vbO7t7xf2DlpaJIrRJJJeqE2JNORO0aZjhtBMriqOQ03Y4vp757UeqNJPi3kxiGkR4KNiAEWzsyL99OO+l5eqZdzrtFUtuxZ0LLYOXQQkyNXrFz25fkiSiwhCOtfY9NzZBipVhhNNpoZtoGmMyxkPqWxQ4ojpI5ytP0clAKmRGFM3fv7MpjrSeRKHNRNiM9KI3G/7n+YkZXAUpE3FiqCA2Yr1BwpGRaNYc9ZmixPCJBUwUs1siMsIKE2PvU7D1vcWyy9CqVrxa5eKuVqrXskPk4QiOoQweXEIdbqABTSAg4Rne4N0RzpPz4rz+RHNO9ucQ/sj5+AY7I42I</latexit>

.

Figura 8.32 Cara (2, 1) del 3-cubo típico.

7.2

a) El teorema de Riemann-Green 7.2 dice∫
m2

U3G + V 3H =
∫
2

( mV
mG
− mU
mH

)
3G∧ 3H

tomemos U = −H y V = G, resulta
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m2

−H 3G + G 3H = 2
∫
2

3G∧ 3H = 2 área de 2

b) Tomando U = 0 y V = G, resulta∫
m2

G 3H =

∫
2

3G∧ 3H = área de 2

y tomando U = −H y V = 0, resulta

−
∫
m2

H 3G =

∫
2

3G∧ 3H = área de 2

Finalmente sumando
∫
m2
G 3H y −

∫
m2
H 3G y dividiendo por 2 obtenemos (a).

7.3

y

<latexit sha1_base64="MNaLjrTzo6V0XVjdinVAdOAf2gs=">AAAB4nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVagtEliRuXkAiYQEOmwy1MmGmbmalJ0/ACujLqzkfyBXwbB+xCwbP65p4zyT03SATXxnW/nNLG5tb2Tnm3srd/cHhUPT7p6ThVDLssFrF6CKhGwSPsGm4EPiQKqQwE9oPZ7cLvP6LSPI7uTZagL+kk4iFn1NhRJxtVa27dXYqsg1dADQq1R9XP4ThmqcTIMEG1HnhuYvycKsOZwHllmGpMKJvRCQ4sRlSi9vPlonNyEcaKmCmS5ft3NqdS60wGNiOpmepVbzH8zxukJrzxcx4lqcGI2Yj1wlQQE5NFXzLmCpkRmQXKFLdbEjalijJjr1Kx9b3VsuvQa9S9Zv2q06y1GsUhynAG53AJHlxDC+6gDV1ggPAMb/DujJ0n58V5/YmWnOLPKfyR8/EN2n+Kig==</latexit>

x

<latexit sha1_base64="XmTur66Q76xrGKad4N8gZ+V/a1k=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG5cQiI/CUxIp9yBhs500naMZMIL6MqoOx/JF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7paJkqhm0mhVS9gGoUPMa24UZgL1FIo0BgN5jeLvzuAyrNZXxvZgn6ER3HPOSMGjtqPQ7LFbfqLkXWwcuhArmaw/LnYCRZGmFsmKBa9z03MX5GleFM4Lw0SDUmlE3pGPsWYxqh9rPlonNyEUpFzATJ8v07m9FI61kU2ExEzUSveovhf14/NeGNn/E4SQ3GzEasF6aCGEkWfcmIK2RGzCxQprjdkrAJVZQZe5WSre+tll2HTq3q1atXrXqlUcsPUYQzOIdL8OAaGnAHTWgDA4RneIN3Z+Q8OS/O60+04OR/TuGPnI9v2QGKiQ==</latexit>

c

<latexit sha1_base64="vgr9ynjRdDNtByBdeZyYNy5qGmM=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZgtEliRuXkAiYwIT0NAV06Hmku8aETPgBXRl15yf5A/6NDc5Cwbs6Xfd2UreCRElDrvvlFDY2t7Z3irulvf2Dw6Py8UnHxKkW2BaxivVDwA0qGWGbJCl8SDTyMFDYDaa3C7/7iNrIOLqnWYJ+yMeRHEnByY5aYlCuuFV3KbYOXg4VyNUclD/7w1ikIUYkFDem57kJ+RnXJIXCeamfGky4mPIx9ixGPETjZ8tF5+xiFGtGE2TL9+9sxkNjZmFgMyGniVn1FsP/vF5Koxs/k1GSEkbCRqw3ShWjmC36sqHUKEjNLHChpd2SiQnXXJC9SsnW91bLrkOnVvXq1atWvdKo5YcowhmcwyV4cA0NuIMmtEEAwjO8wbszdJ6cF+f1J1pw8j+n8EfOxze5q4p0</latexit>

@c

<latexit sha1_base64="WWnI1oiuEDM8RfjWML4SfdLn5mE=">AAAB63icbVBNT8JAEJ3iF+IX6tHLRmLiibQEo0cSLx4xETBCQ7bLFDbsts3u1oQ0/Ao9GfXmv/EP+G/cYg8KvtObeW8m8yZIBNfGdb+c0tr6xuZWebuys7u3f1A9POrqOFUMOywWsboPqEbBI+wYbgTeJwqpDAT2gul1rvceUWkeR3dmlqAv6TjiIWfU2NbDIKHKcCoIG1Zrbt1dgKwSryA1KNAeVj8Ho5ilEiPDBNW677mJ8bN8HxM4rwxSjQllUzrGvqURlaj9bHHxnJyFsSJmgmRR//ZmVGo9k4H1SGomelnLm/9p/dSEV37GoyQ1GDFrsVqYCmJikgcnI66QGTGzhDLF7ZWETaiizNj3VGx8bznsKuk26l6zfnHbrLUaxSPKcAKncA4eXEILbqANHWAQwTO8wbsjnSfnxXn9sZacYuYY/sD5+AYu6o43</latexit>

Figura 8.33 hipocicloide

Describimos la región mediante el 2-cubo singular

2 : [0,1]2 −→ R2

(A,D) −→ (G = 0A cos3 (2cD), H = 0A sin3 (2cD))

La frontera de 2 es

m2 =

2∑
8=1

1∑
U=0
(−1)8+U2 (8,U)

donde 2 (8,U) = 2 ◦ �2
(8,U) resultando

m2 = 2 (1,1)

ya que 2 (2,0) − 2 (2,1) = 0 y 21,0 = 0 (véase la figura 8.34).
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I(1,1)

<latexit sha1_base64="yaBwG4xk3+50wOimw4/MfrJ/Wpo=">AAAB6nicbZDNSgMxFIXv+FvrX9Wlm2ARKkiZKRVdFtzoroL9kbaUTHqnDU1mhiQjlKEvoStRdz6OL+DbmNZZaOtZfbnnBO65fiy4Nq775aysrq1vbOa28ts7u3v7hYPDpo4SxbDBIhGptk81Ch5iw3AjsB0rpNIX2PLH1zO/9YhK8yi8N5MYe5IOQx5wRo0dPdz205J37p1N+4WiW3bnIsvgZVCETPV+4bM7iFgiMTRMUK07nhubXkqV4UzgNN9NNMaUjekQOxZDKlH30vnCU3IaRIqYEZL5+3c2pVLrifRtRlIz0ovebPif10lMcNVLeRgnBkNmI9YLEkFMRGa9yYArZEZMLFCmuN2SsBFVlBl7nbyt7y2WXYZmpexVyxd31WKtkh0iB8dwAiXw4BJqcAN1aAADCc/wBu+OcJ6cF+f1J7riZH+O4I+cj28RRIzg</latexit>

c(1,1)

<latexit sha1_base64="tTu/v18wODvtL6oYOGQboGRdfVw=">AAAB6nicbZDNSgMxFIXv1L9a/6ou3QSLUEHKTKnosuDGZQX7I+1QMultG5rMDElGKENfQlei7nwcX8C3Ma2z0Naz+nLPCdxzg1hwbVz3y8mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjlo4SxbDJIhGpTkA1Ch5i03AjsBMrpDIQ2A4mN3O//YhK8yi8N9MYfUlHIR9yRo0dPbB+WvYuvPNZv1hyK+5CZBW8DEqQqdEvfvYGEUskhoYJqnXXc2Pjp1QZzgTOCr1EY0zZhI6wazGkErWfLhaekbNhpIgZI1m8f2dTKrWeysBmJDVjvezNh/953cQMr/2Uh3FiMGQ2Yr1hIoiJyLw3GXCFzIipBcoUt1sSNqaKMmOvU7D1veWyq9CqVrxa5fKuVqpXs0Pk4QROoQweXEEdbqEBTWAg4Rne4N0RzpPz4rz+RHNO9ucY/sj5+AY44Iz6</latexit>

c(2,0)

<latexit sha1_base64="LXIRBIi8lkpn92P/Bi3NXCeuevc=">AAAB6nicbZDNSgMxFIXv1L9a/6ou3QSLUEHKTKnosuDGZQX7I+1QMultG5rMDElGKENfQlei7nwcX8C3Ma2z0Naz+nLPCdxzg1hwbVz3y8mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjlo4SxbDJIhGpTkA1Ch5i03AjsBMrpDIQ2A4mN3O//YhK8yi8N9MYfUlHIR9yRo0dPbB+Wq5euOezfrHkVtyFyCp4GZQgU6Nf/OwNIpZIDA0TVOuu58bGT6kynAmcFXqJxpiyCR1h12JIJWo/XSw8I2fDSBEzRrJ4/86mVGo9lYHNSGrGetmbD//zuokZXvspD+PEYMhsxHrDRBATkXlvMuAKmRFTC5QpbrckbEwVZcZep2Dre8tlV6FVrXi1yuVdrVSvZofIwwmcQhk8uII63EIDmsBAwjO8wbsjnCfnxXn9ieac7M8x/JHz8Q044oz6</latexit>

I(2,0)

<latexit sha1_base64="KcKZ282RCxSR3xC7mPZYbKhluQE=">AAAB6nicbZDNSgMxFIXv+FvrX9Wlm2ARKkiZKRVdFtzoroL9kbaUTHqnDU1mhiQjlKEvoStRdz6OL+DbmNZZaOtZfbnnBO65fiy4Nq775aysrq1vbOa28ts7u3v7hYPDpo4SxbDBIhGptk81Ch5iw3AjsB0rpNIX2PLH1zO/9YhK8yi8N5MYe5IOQx5wRo0dPdz201Ll3D2b9gtFt+zORZbBy6AImer9wmd3ELFEYmiYoFp3PDc2vZQqw5nAab6baIwpG9MhdiyGVKLupfOFp+Q0iBQxIyTz9+9sSqXWE+nbjKRmpBe92fA/r5OY4KqX8jBODIbMRqwXJIKYiMx6kwFXyIyYWKBMcbslYSOqKDP2Onlb31ssuwzNStmrli/uqsVaJTtEDo7hBErgwSXU4Abq0AAGEp7hDd4d4Tw5L87rT3TFyf4cwR85H98RRozg</latexit>

�I(2,1)

<latexit sha1_base64="cPWKyRzokQ4G4sGL4QzPwhs+22o=">AAAB63icbZDNSgMxFIUz9a/Wv6pLN8EiVNAyUyq6LLjRXQX7g+1QMumdNjTJDElGKEOfQlei7nwbX8C3Ma2z0Naz+nLPCdxzg5gzbVz3y8mtrK6tb+Q3C1vbO7t7xf2Dlo4SRaFJIx6pTkA0cCahaZjh0IkVEBFwaAfj65nffgSlWSTvzSQGX5ChZCGjxNjRw/ltPy1Xz7zTab9YcivuXHgZvAxKKFOjX/zsDSKaCJCGcqJ113Nj46dEGUY5TAu9RENM6JgMoWtREgHaT+cbT/FJGClsRoDn79/ZlAitJyKwGUHMSC96s+F/Xjcx4ZWfMhknBiS1EeuFCccmwrPieMAUUMMnFghVzG6J6YgoQo09T8HW9xbLLkOrWvFqlYu7WqlezQ6RR0foGJWRhy5RHd2gBmoiiiR6Rm/o3RHOk/PivP5Ec0725xD9kfPxDXxvjRg=</latexit>

�c(2,1)

<latexit sha1_base64="Vo2aoo3b0MgEUARSaE5UgwMJ380=">AAAB63icbZDNSgMxFIXv1L9a/6ou3QSLUEHLTKnosuDGZQX7g+1QMultG5rJDElGKEOfQlei7nwbX8C3Ma2z0OpZfbnnBO65QSy4Nq776eRWVtfWN/Kbha3tnd294v5BS0eJYthkkYhUJ6AaBZfYNNwI7MQKaRgIbAeT67nffkCleSTvzDRGP6QjyYecUWNH9+esn5arZ97prF8suRV3IfIXvAxKkKnRL370BhFLQpSGCap113Nj46dUGc4Ezgq9RGNM2YSOsGtR0hC1ny42npGTYaSIGSNZvH9mUxpqPQ0DmwmpGetlbz78z+smZnjlp1zGiUHJbMR6w0QQE5F5cTLgCpkRUwuUKW63JGxMFWXGnqdg63vLZf9Cq1rxapWL21qpXs0OkYcjOIYyeHAJdbiBBjSBgYQneIU3J3QenWfn5Tuac7I/h/BLzvsXpAuNMg==</latexit>

Figura 8.34 frontera del hipocicloide

De modo que

m2 : [0,1] −→ R2

D −→ (G = 0 cos3 2cD, H = 0 sin3 2cD)

Tendremos

Área =
1
2

∫
m2

−H 3G + G 3H

=
1
2

∫
[0,1]

( (
0 sin3 (2cD)

) (
6c0 cos2 (2cD) sin(2cD)

)
+

(
0 cos3 (2cD)

) (
6c0 sin2 (2cD) cos(2cD)

) )
3D

= 3c02
∫ 1

0
cos2 (2cD) sin2 (2cD) 3D = 3c02

4

∫ 1

0
sin2 (4cD) 3D

=
3c02

4

∫ 1

0

1− cos(8cD)
2

3D =
3c02

8

7.4

y

<latexit sha1_base64="MNaLjrTzo6V0XVjdinVAdOAf2gs=">AAAB4nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVagtEliRuXkAiYQEOmwy1MmGmbmalJ0/ACujLqzkfyBXwbB+xCwbP65p4zyT03SATXxnW/nNLG5tb2Tnm3srd/cHhUPT7p6ThVDLssFrF6CKhGwSPsGm4EPiQKqQwE9oPZ7cLvP6LSPI7uTZagL+kk4iFn1NhRJxtVa27dXYqsg1dADQq1R9XP4ThmqcTIMEG1HnhuYvycKsOZwHllmGpMKJvRCQ4sRlSi9vPlonNyEcaKmCmS5ft3NqdS60wGNiOpmepVbzH8zxukJrzxcx4lqcGI2Yj1wlQQE5NFXzLmCpkRmQXKFLdbEjalijJjr1Kx9b3VsuvQa9S9Zv2q06y1GsUhynAG53AJHlxDC+6gDV1ggPAMb/DujJ0n58V5/YmWnOLPKfyR8/EN2n+Kig==</latexit>

x

<latexit sha1_base64="XmTur66Q76xrGKad4N8gZ+V/a1k=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG5cQiI/CUxIp9yBhs500naMZMIL6MqoOx/JF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7paJkqhm0mhVS9gGoUPMa24UZgL1FIo0BgN5jeLvzuAyrNZXxvZgn6ER3HPOSMGjtqPQ7LFbfqLkXWwcuhArmaw/LnYCRZGmFsmKBa9z03MX5GleFM4Lw0SDUmlE3pGPsWYxqh9rPlonNyEUpFzATJ8v07m9FI61kU2ExEzUSveovhf14/NeGNn/E4SQ3GzEasF6aCGEkWfcmIK2RGzCxQprjdkrAJVZQZe5WSre+tll2HTq3q1atXrXqlUcsPUYQzOIdL8OAaGnAHTWgDA4RneIN3Z+Q8OS/O60+04OR/TuGPnI9v2QGKiQ==</latexit>

c1

<latexit sha1_base64="7n6P1BwTmudDD4VSyhzzpX0VGok=">AAAB5HicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZgtEliRuXGAVJYEJ6mhro0PNId40JIfyBroy684v8Af/GBmeh4F2drns7qVtBqqQh1/1yCmvrG5tbxe3Szu7e/kH58KhtkkwLbIlEJboTcINKxtgiSQo7qUYeBQofgvH13H94RG1kEt/TJEU/4sNYhlJwsqM70ff65YpbdRdiq+DlUIFczX75szdIRBZhTEJxY7qem5I/5ZqkUDgr9TKDKRdjPsSuxZhHaPzpYtUZOwsTzWiEbPH+nZ3yyJhJFNhMxGlklr358D+vm1F45U9lnGaEsbAR64WZYpSweWM2kBoFqYkFLrS0WzIx4poLsncp2frectlVaNeqXr16cVuvNGr5IYpwAqdwDh5cQgNuoAktEDCEZ3iDdyd0npwX5/UnWnDyP8fwR87HN9t9ixg=</latexit>

c2

<latexit sha1_base64="BvWjzy16N3caAQDB6j7/AkIIa6g=">AAAB5HicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZgtEliRuXGAVJYEJ6mhro0PNId40JIfyBroy684v8Af/GBmeh4F2drns7qVtBqqQh1/1yCmvrG5tbxe3Szu7e/kH58KhtkkwLbIlEJboTcINKxtgiSQo7qUYeBQofgvH13H94RG1kEt/TJEU/4sNYhlJwsqM70a/1yxW36i7EVsHLoQK5mv3yZ2+QiCzCmITixnQ9NyV/yjVJoXBW6mUGUy7GfIhdizGP0PjTxaozdhYmmtEI2eL9OzvlkTGTKLCZiNPILHvz4X9eN6Pwyp/KOM0IY2Ej1gszxShh88ZsIDUKUhMLXGhpt2RixDUXZO9SsvW95bKr0K5VvXr14rZeadTyQxThBE7hHDy4hAbcQBNaIGAIz/AG707oPDkvzutPtODkf47hj5yPb9z7ixk=</latexit>

@c = �c1 + c2

<latexit sha1_base64="W+SOHAmCX7MI5052lhGb5pSrmv8=">AAAB+3icbVDLSgMxFL3js9bXqBvBTbAIglhmSkU3QsGNywr2Ae1QMumdNjTzIMkIpdSf0ZWoO//CH/BvzNRZaOtZhJN7zg05x08EV9pxvqyl5ZXVtfXCRnFza3tn197bb6o4lQwbLBaxbPtUoeARNjTXAtuJRBr6Alv+6CbTWw8oFY+jez1O0AvpIOIBZ1SbUc8+7CZUak4FYeSanBPWc8mZOSs9u+SUnRnIInFzUoIc9Z792e3HLA0x0kxQpTquk2hvkr3OBE6L3VRhQtmIDrBjaERDVN5klmBKToJYEj1EMrv/9k5oqNQ49I0npHqo5rVs+J/WSXVw5U14lKQaI2YsRgtSQXRMsiJIn0tkWowNoUxy80vChlRSpk1dRRPfnQ+7SJqVslstX9xVS7VKXkQBjuAYTsGFS6jBLdShAQwe4Rne4N2aWk/Wi/X6Y12y8p0D+APr4xuYkZIQ</latexit>

Figura 8.35 arco de cicloide
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Claramente
∫
22
G 3H =

∫
22
H 3G = 0 pues H = 0 y 3H = 0 en 22. Tenemos pues que el

área según la fórmula del ejercicio 7.2 parte (b) queda reducida a

Área =
∫
−21

−H 3G =
∫
21

H 3G

o bien
Área =

∫
−21

G 3H = −
∫
21

G 3H

Ya que

G = 0(2cC − sin(2cC)) y 3G = 0(2c−2c cos(2cC)) 3C = 2c0(1− cos(2cC)) 3C
H = 0(1− cos(2cC)) y 3H = 2c0 sin(2cC) 3C

Utilizando el cambio \ = 2cC∫
21

H 3G = 2c02
∫ 1

0
(1− cos(2cC))2 3C = 02

∫ 2c

0
(1− cos\)2 3\

= 02
∫ 2c

0
(1−2cos\ + cos2 \) 3\ = 02

∫ 2c

0
(1−2cos\ + 1+ cos(2\)

2
) 3\

= 02 [\ −2sin\ + 1
2
\ + 1

2
sin(2\)

2
]2c0 = 3c02

o también

−
∫
21

G 3H = −2c02
∫ 1

0
(2cC − sin(2cC)) sin(2cC) 3C = −02

∫ 2c

0
(\ − sin\) sin\ 3\

= −02
∫ 2c

0
(\ sin\ − sin2 \) 3\ = −02

∫ 2c

0

(
\ sin\ − 1− cos(2\)

2
)
3\

= −02
(
[−\ cos\]2c0 + [sin\]2c0 −

1
2
[\]2c0 +

1
2
[ sin(2\)

2
]2c0

)
= −02 (−2c− c) = 3c02

7.5
Utilizando el resultado del ejercicio 7.2 tenemos

Área =
1
2

∫
m2

(G3H− H3G)

Como G = A cos\ e H = A sin\ resulta

G 3H− H 3G = A cos\ sin\3A + A2 cos2 \ 3\ − A sin\ cos\3A + A2 sin2 \ 3\

= A23\

Entonces teniendo en cuenta que \ = c
2 C
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y

<latexit sha1_base64="MNaLjrTzo6V0XVjdinVAdOAf2gs=">AAAB4nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVagtEliRuXkAiYQEOmwy1MmGmbmalJ0/ACujLqzkfyBXwbB+xCwbP65p4zyT03SATXxnW/nNLG5tb2Tnm3srd/cHhUPT7p6ThVDLssFrF6CKhGwSPsGm4EPiQKqQwE9oPZ7cLvP6LSPI7uTZagL+kk4iFn1NhRJxtVa27dXYqsg1dADQq1R9XP4ThmqcTIMEG1HnhuYvycKsOZwHllmGpMKJvRCQ4sRlSi9vPlonNyEcaKmCmS5ft3NqdS60wGNiOpmepVbzH8zxukJrzxcx4lqcGI2Yj1wlQQE5NFXzLmCpkRmQXKFLdbEjalijJjr1Kx9b3VsuvQa9S9Zv2q06y1GsUhynAG53AJHlxDC+6gDV1ggPAMb/DujJ0n58V5/YmWnOLPKfyR8/EN2n+Kig==</latexit>

x

<latexit sha1_base64="XmTur66Q76xrGKad4N8gZ+V/a1k=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG5cQiI/CUxIp9yBhs500naMZMIL6MqoOx/JF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7paJkqhm0mhVS9gGoUPMa24UZgL1FIo0BgN5jeLvzuAyrNZXxvZgn6ER3HPOSMGjtqPQ7LFbfqLkXWwcuhArmaw/LnYCRZGmFsmKBa9z03MX5GleFM4Lw0SDUmlE3pGPsWYxqh9rPlonNyEUpFzATJ8v07m9FI61kU2ExEzUSveovhf14/NeGNn/E4SQ3GzEasF6aCGEkWfcmIK2RGzCxQprjdkrAJVZQZe5WSre+tll2HTq3q1atXrXqlUcsPUYQzOIdL8OAaGnAHTWgDA4RneIN3Z+Q8OS/O60+04OR/TuGPnI9v2QGKiQ==</latexit>

c

<latexit sha1_base64="vgr9ynjRdDNtByBdeZyYNy5qGmM=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZgtEliRuXkAiYwIT0NAV06Hmku8aETPgBXRl15yf5A/6NDc5Cwbs6Xfd2UreCRElDrvvlFDY2t7Z3irulvf2Dw6Py8UnHxKkW2BaxivVDwA0qGWGbJCl8SDTyMFDYDaa3C7/7iNrIOLqnWYJ+yMeRHEnByY5aYlCuuFV3KbYOXg4VyNUclD/7w1ikIUYkFDem57kJ+RnXJIXCeamfGky4mPIx9ixGPETjZ8tF5+xiFGtGE2TL9+9sxkNjZmFgMyGniVn1FsP/vF5Koxs/k1GSEkbCRqw3ShWjmC36sqHUKEjNLHChpd2SiQnXXJC9SsnW91bLrkOnVvXq1atWvdKo5YcowhmcwyV4cA0NuIMmtEEAwjO8wbszdJ6cF+f1J1pw8j+n8EfOxze5q4p0</latexit>

@c

<latexit sha1_base64="WWnI1oiuEDM8RfjWML4SfdLn5mE=">AAAB63icbVBNT8JAEJ3iF+IX6tHLRmLiibQEo0cSLx4xETBCQ7bLFDbsts3u1oQ0/Ao9GfXmv/EP+G/cYg8KvtObeW8m8yZIBNfGdb+c0tr6xuZWebuys7u3f1A9POrqOFUMOywWsboPqEbBI+wYbgTeJwqpDAT2gul1rvceUWkeR3dmlqAv6TjiIWfU2NbDIKHKcCoIG1Zrbt1dgKwSryA1KNAeVj8Ho5ilEiPDBNW677mJ8bN8HxM4rwxSjQllUzrGvqURlaj9bHHxnJyFsSJmgmRR//ZmVGo9k4H1SGomelnLm/9p/dSEV37GoyQ1GDFrsVqYCmJikgcnI66QGTGzhDLF7ZWETaiizNj3VGx8bznsKuk26l6zfnHbrLUaxSPKcAKncA4eXEILbqANHWAQwTO8wbsjnSfnxXn9sZacYuYY/sD5+AYu6o43</latexit>

Figura 8.36 Rosa de 4 pétalos

∫
m2

(G3H− H3G) =
∫
m2

A2 3\

=
9c
2

∫ 1

0
sin2 cC 3C = 9

∫ c
2

0
sin2 2\ 3\ = 9

∫ c
2

0

1− cos(4\)
2

3\

= 9[ \
2
− 1

2
sin(2\)

4
]
c
2

0 =
9c
4

por lo que el área encerrada por un bucle de la rosa de 4 pétalos es 9c
8

7.6 La superficie se puede describir como la siguiente 2-cadena

2 : [0,1]2 −→ R3

D, E −→ (G = 3D cos(2cE), H = 3D sin(2cE), I = 9−9D2)

y su frontera es (véase la figura 8.37)

m2 = −2 (1,0) + 2 (1,1) + 2 (2,0) − 2 (2,1) = 2 (1,1)

pues 2 (1,0) = (0,0,9) y 2 (2,0) − 2 (2,1) = 0

m2 : [0,1] −→ R3

E −→ (G = 3cos(2cE), H = 3sin(2cE), I = 0)

Sean l� la 1-forma asociada a � y [A>C � la 2-forma asociada a A>C �. El teorema
del rotacional de Stokes dice ∫

m2

l� =

∫
2

[A>C �

Calculamos



Soluciones de los ejercicios 339

y

<latexit sha1_base64="MNaLjrTzo6V0XVjdinVAdOAf2gs=">AAAB4nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVagtEliRuXkAiYQEOmwy1MmGmbmalJ0/ACujLqzkfyBXwbB+xCwbP65p4zyT03SATXxnW/nNLG5tb2Tnm3srd/cHhUPT7p6ThVDLssFrF6CKhGwSPsGm4EPiQKqQwE9oPZ7cLvP6LSPI7uTZagL+kk4iFn1NhRJxtVa27dXYqsg1dADQq1R9XP4ThmqcTIMEG1HnhuYvycKsOZwHllmGpMKJvRCQ4sRlSi9vPlonNyEcaKmCmS5ft3NqdS60wGNiOpmepVbzH8zxukJrzxcx4lqcGI2Yj1wlQQE5NFXzLmCpkRmQXKFLdbEjalijJjr1Kx9b3VsuvQa9S9Zv2q06y1GsUhynAG53AJHlxDC+6gDV1ggPAMb/DujJ0n58V5/YmWnOLPKfyR8/EN2n+Kig==</latexit>

x

<latexit sha1_base64="XmTur66Q76xrGKad4N8gZ+V/a1k=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG5cQiI/CUxIp9yBhs500naMZMIL6MqoOx/JF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7paJkqhm0mhVS9gGoUPMa24UZgL1FIo0BgN5jeLvzuAyrNZXxvZgn6ER3HPOSMGjtqPQ7LFbfqLkXWwcuhArmaw/LnYCRZGmFsmKBa9z03MX5GleFM4Lw0SDUmlE3pGPsWYxqh9rPlonNyEUpFzATJ8v07m9FI61kU2ExEzUSveovhf14/NeGNn/E4SQ3GzEasF6aCGEkWfcmIK2RGzCxQprjdkrAJVZQZe5WSre+tll2HTq3q1atXrXqlUcsPUYQzOIdL8OAaGnAHTWgDA4RneIN3Z+Q8OS/O60+04OR/TuGPnI9v2QGKiQ==</latexit>

z

<latexit sha1_base64="2dPe87cqLbhgsCG+xspr2mSLLFc=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG5cQiI/CUxIp9yBhs500nZMcMIL6MqoOx/JF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7paJkqhm0mhVS9gGoUPMa24UZgL1FIo0BgN5jeLvzuAyrNZXxvZgn6ER3HPOSMGjtqPQ7LFbfqLkXWwcuhArmaw/LnYCRZGmFsmKBa9z03MX5GleFM4Lw0SDUmlE3pGPsWYxqh9rPlonNyEUpFzATJ8v07m9FI61kU2ExEzUSveovhf14/NeGNn/E4SQ3GzEasF6aCGEkWfcmIK2RGzCxQprjdkrAJVZQZe5WSre+tll2HTq3q1atXrXqlUcsPUYQzOIdL8OAaGnAHTWgDA4RneIN3Z+Q8OS/O60+04OR/TuGPnI9v2/2Kiw==</latexit>

�c(2,1)

<latexit sha1_base64="Vo2aoo3b0MgEUARSaE5UgwMJ380=">AAAB63icbZDNSgMxFIXv1L9a/6ou3QSLUEHLTKnosuDGZQX7g+1QMultG5rJDElGKEOfQlei7nwbX8C3Ma2z0OpZfbnnBO65QSy4Nq776eRWVtfWN/Kbha3tnd294v5BS0eJYthkkYhUJ6AaBZfYNNwI7MQKaRgIbAeT67nffkCleSTvzDRGP6QjyYecUWNH9+esn5arZ97prF8suRV3IfIXvAxKkKnRL370BhFLQpSGCap113Nj46dUGc4Ezgq9RGNM2YSOsGtR0hC1ny42npGTYaSIGSNZvH9mUxpqPQ0DmwmpGetlbz78z+smZnjlp1zGiUHJbMR6w0QQE5F5cTLgCpkRUwuUKW63JGxMFWXGnqdg63vLZf9Cq1rxapWL21qpXs0OkYcjOIYyeHAJdbiBBjSBgYQneIU3J3QenWfn5Tuac7I/h/BLzvsXpAuNMg==</latexit>

c(2,0)

<latexit sha1_base64="LXIRBIi8lkpn92P/Bi3NXCeuevc=">AAAB6nicbZDNSgMxFIXv1L9a/6ou3QSLUEHKTKnosuDGZQX7I+1QMultG5rMDElGKENfQlei7nwcX8C3Ma2z0Naz+nLPCdxzg1hwbVz3y8mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjlo4SxbDJIhGpTkA1Ch5i03AjsBMrpDIQ2A4mN3O//YhK8yi8N9MYfUlHIR9yRo0dPbB+Wq5euOezfrHkVtyFyCp4GZQgU6Nf/OwNIpZIDA0TVOuu58bGT6kynAmcFXqJxpiyCR1h12JIJWo/XSw8I2fDSBEzRrJ4/86mVGo9lYHNSGrGetmbD//zuokZXvspD+PEYMhsxHrDRBATkXlvMuAKmRFTC5QpbrckbEwVZcZep2Dre8tlV6FVrXi1yuVdrVSvZofIwwmcQhk8uII63EIDmsBAwjO8wbsjnCfnxXn9ieac7M8x/JHz8Q044oz6</latexit>

�c(1,0)

<latexit sha1_base64="wE97wEEXO+iZ/HaVU17qodXsWDk=">AAAB63icbZDNSgMxFIXv1L9a/6ou3QSLUEHLTKnosuDGZQX7g+1QMultG5rJDElGKEOfQlei7nwbX8C3Ma2z0OpZfbnnBO65QSy4Nq776eRWVtfWN/Kbha3tnd294v5BS0eJYthkkYhUJ6AaBZfYNNwI7MQKaRgIbAeT67nffkCleSTvzDRGP6QjyYecUWNH9+esn5a9M/d01i+W3Iq7EPkLXgYlyNToFz96g4glIUrDBNW667mx8VOqDGcCZ4VeojGmbEJH2LUoaYjaTxcbz8jJMFLEjJEs3j+zKQ21noaBzYTUjPWyNx/+53UTM7zyUy7jxKBkNmK9YSKIici8OBlwhcyIqQXKFLdbEjamijJjz1Ow9b3lsn+hVa14tcrFba1Ur2aHyMMRHEMZPLiEOtxAA5rAQMITvMKbEzqPzrPz8h3NOdmfQ/gl5/0LoQmNMA==</latexit>

@c = �c(1,0) + c(1,1) + c(2,0) � c(2,1)

= c(1,1)

<latexit sha1_base64="3oSIh0Wzj541afVfKUyLoLC55WU="></latexit>

Figura 8.37 Paraboloide y su frontera

∫
m2

l� =

∫
[0,1]
(m2)∗l� =

∫ 1

0
(�,)) 3E

donde ) es el campo tangente asociado a la curva m2. Tenemos

) =


3G
3E
3H

3E
3I
3E

 =

−6c sin(2cE)
+6c cos(2cE)

0


y sobre m2 el campo � es

� =


2I
3G
4H

 =


0
9cos(2cE)

12sin(2cE)


Entonces (�,)) = 54c cos2 (2cE) y∫

m2

l� =

∫ 1

0
54c cos2 (2cE) 3E = 54c

∫ 1

0

1+ cos(4cE)
2

3E

= 27c[E + sin(4cE)
4c

]10 = 27c

Por otra parte calculamos∫
2

[A>C � =

∫
[0,1]2

2∗[A>C � =

∫
[0,1]2
(A>C �,)D ×)E ) 3D 3E

donde )D y )E son los campos tangentes asociados a la superficie 2. Tenemos

A>C � =


m�3

mH
− m�2

mI
m�1

mI
− m�3

mG
m�2

mG
− m�1

mH

 =


4
2
3


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)D =


mG
mD
mH

mD
mI
mD

 =


3cos(2cE)
3sin(2cE)
−18D


)E =


mG
mE
mH

mE
mI
mE

 =

−6cD sin(2cE)
+6cD cos(2cE)

0


)D ×)E = 34C


3cos(2cE) −6cD sin(2cE) m

mG

3sin(2cE) +6cD cos(2cE) m
mH

−18D 0 m
mI

 =


108cD2 cos(2cE)
108cD2 sin(2cE)

18cD


entonces

(A>C �,)D ×)E ) = 432cD2 cos(2cE) +216cD2 sin(2cE) +54cD

y finalmente∫
2

[A>C � =

∫
[0,1]2
(A>C �,)D ×)E ) 3D 3E

=

∫ 1

0

∫ 1

0

(
432cD22>B(2cE) +216cD2 sin(2cE) +54cD

)
3D 3E

= 54c
∫ 1

0
D 3D =

54c
2

= 27c

7.7

a) Pondremos ( = (2− (1 donde

(1 : [0,1]2→ R3

(D, E) → (G = cos(2cE), H = sin(2cE), I = D)

y

(2 : [0,1]2→ R3

(D, E) → (G = D cos(2cE), H = D sin(2cE), I = 1+
√

1−D2)

La frontera de (1 es

m(1 = −(1 ◦ �2
(1,0) + (1 ◦ �2

(1,1) + (1 ◦ �2
(2,0) − (1 ◦ �2

(2,1)

donde

(1 ◦ �2
(1,0) : [0,1] → R3

E→ (G = cos(2cE), H = sin(2cE), I = 0)
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y

<latexit sha1_base64="MNaLjrTzo6V0XVjdinVAdOAf2gs=">AAAB4nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVagtEliRuXkAiYQEOmwy1MmGmbmalJ0/ACujLqzkfyBXwbB+xCwbP65p4zyT03SATXxnW/nNLG5tb2Tnm3srd/cHhUPT7p6ThVDLssFrF6CKhGwSPsGm4EPiQKqQwE9oPZ7cLvP6LSPI7uTZagL+kk4iFn1NhRJxtVa27dXYqsg1dADQq1R9XP4ThmqcTIMEG1HnhuYvycKsOZwHllmGpMKJvRCQ4sRlSi9vPlonNyEcaKmCmS5ft3NqdS60wGNiOpmepVbzH8zxukJrzxcx4lqcGI2Yj1wlQQE5NFXzLmCpkRmQXKFLdbEjalijJjr1Kx9b3VsuvQa9S9Zv2q06y1GsUhynAG53AJHlxDC+6gDV1ggPAMb/DujJ0n58V5/YmWnOLPKfyR8/EN2n+Kig==</latexit>

x

<latexit sha1_base64="XmTur66Q76xrGKad4N8gZ+V/a1k=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG5cQiI/CUxIp9yBhs500naMZMIL6MqoOx/JF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7paJkqhm0mhVS9gGoUPMa24UZgL1FIo0BgN5jeLvzuAyrNZXxvZgn6ER3HPOSMGjtqPQ7LFbfqLkXWwcuhArmaw/LnYCRZGmFsmKBa9z03MX5GleFM4Lw0SDUmlE3pGPsWYxqh9rPlonNyEUpFzATJ8v07m9FI61kU2ExEzUSveovhf14/NeGNn/E4SQ3GzEasF6aCGEkWfcmIK2RGzCxQprjdkrAJVZQZe5WSre+tll2HTq3q1atXrXqlUcsPUYQzOIdL8OAaGnAHTWgDA4RneIN3Z+Q8OS/O60+04OR/TuGPnI9v2QGKiQ==</latexit>

z

<latexit sha1_base64="2dPe87cqLbhgsCG+xspr2mSLLFc=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG5cQiI/CUxIp9yBhs500nZMcMIL6MqoOx/JF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7paJkqhm0mhVS9gGoUPMa24UZgL1FIo0BgN5jeLvzuAyrNZXxvZgn6ER3HPOSMGjtqPQ7LFbfqLkXWwcuhArmaw/LnYCRZGmFsmKBa9z03MX5GleFM4Lw0SDUmlE3pGPsWYxqh9rPlonNyEUpFzATJ8v07m9FI61kU2ExEzUSveovhf14/NeGNn/E4SQ3GzEasF6aCGEkWfcmIK2RGzCxQprjdkrAJVZQZe5WSre+tll2HTq3q1atXrXqlUcsPUYQzOIdL8OAaGnAHTWgDA4RneIN3Z+Q8OS/O60+04OR/TuGPnI9v2/2Kiw==</latexit>

S1

<latexit sha1_base64="DTWisgkL7+bJAfd8/LtgcK3QN2o=">AAAB5HicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG5cYpCfBCakU+5AQzszaTsmZMIb6MqoO5/IF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7p6DhVDNssFrHqBVSj4BG2DTcCe4lCKgOB3WB6u/C7j6g0j6MHM0vQl3Qc8ZAzauyo1Rp6w3LFrbpLkXXwcqhAruaw/DkYxSyVGBkmqNZ9z02Mn1FlOBM4Lw1SjQllUzrGvsWIStR+tlx1Ti7CWBEzQbJ8/85mVGo9k4HNSGometVbDP/z+qkJb/yMR0lqMGI2Yr0wFcTEZNGYjLhCZsTMAmWK2y0Jm1BFmbF3Kdn63mrZdejUql69enVfrzRq+SGKcAbncAkeXEMD7qAJbWAwhmd4g3cndJ6cF+f1J1pw8j+n8EfOxzfDfYsI</latexit>

S2

<latexit sha1_base64="ceZX/dTtrEuOZDDtQy6BYDvy60E=">AAAB5HicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG5cYpCfBCakU+5AQ6czaTsmZMIb6MqoO5/IF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7p6DhVDNssFrHqBVSj4BLbhhuBvUQhjQKB3WB6u/C7j6g0j+WDmSXoR3QsecgZNXbUag1rw3LFrbpLkXXwcqhAruaw/DkYxSyNUBomqNZ9z02Mn1FlOBM4Lw1SjQllUzrGvkVJI9R+tlx1Ti7CWBEzQbJ8/85mNNJ6FgU2E1Ez0aveYvif109NeONnXCapQclsxHphKoiJyaIxGXGFzIiZBcoUt1sSNqGKMmPvUrL1vdWy69CpVb169eq+XmnU8kMU4QzO4RI8uIYG3EET2sBgDM/wBu9O6Dw5L87rT7Tg5H9O4Y+cj2/E+4sJ</latexit>

@S

<latexit sha1_base64="QLXN48S6I5HEP8y8kRRNparQyQ8=">AAAB63icbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHYJRo8kXjxilEeEDZkdemHC7OxmZtaEEL5CT0a9+Tf+gH/jLO5BwTpVd1V3ujpIBNfGdb+cwtr6xuZWcbu0s7u3f1A+PGrrOFUMWywWseoGVKPgEluGG4HdRCGNAoGdYHKd6Z1HVJrH8t5ME/QjOpI85Iwa23roJ1QZTgW5G5QrbtVdgKwSLycVyNEclD/7w5ilEUrDBNW657mJ8WfZPiZwXuqnGhPKJnSEPUsljVD7s8XFc3IWxoqYMZJF/ds7o5HW0yiwnoiasV7WsuZ/Wi814ZU/4zJJDUpmLVYLU0FMTLLgZMgVMiOmllCmuL2SsDFVlBn7npKN7y2HXSXtWtWrVy9u65VGLX9EEU7gFM7Bg0towA00oQUMJDzDG7w7kfPkvDivP9aCk88cwx84H98XCo4n</latexit>

Figura 8.38 Cilindro con cubierta semiesférica

(1 ◦ �2
(1,1) : [0,1] → R3

E→ (G = cos(2cE), H = sin(2cE), I = 1)

(1 ◦ �2
(2,0) = (1 ◦ �2

(2,1) : [0,1] → R3

D→ (G = 1, H = 0, I = D)

por lo tanto (1 ◦ �2
(2,0) − (1 ◦ �2

(2,1) = 0 y la frontera

m(1 = −(1 ◦ �2
(1,0) + (1 ◦ �2

(1,1)

La frontera de (2 es

m(2 = −(2 ◦ �2
(1,0) + (2 ◦ �2

(1,1) + (2 ◦ �2
(2,0) − (2 ◦ �2

(2,1)

cuyas caras son
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(2 ◦ �2
(1,0) : [0,1] → R3

E→ (G = 0, H = 0, I = 2)

Por tanto la cara (2 ◦ �2
(1,0) queda reducida al punto = (0,0,2)

(2 ◦ �2
(1,1) : [0,1] → R3

E→ (G = cos(2cE), H = sin(2cE), I = 1)

(2 ◦ �2
(2,0) = (2 ◦ �2

(2,1) : [0,1] → R3

D→ (G = D, H = 0, I = 1+
√

1−D2)

Por tanto
m(2 = (2 ◦ �2

(1,1) + (2 ◦ �2
(1,0) = (2 ◦ �2

(1,1) + (0,0,2)

que a efectos de integración podemos suponer m(2 = (2 ◦ �2
(1,1) . Finalmente la

frontera m( será

m( = m(2− m(1

= (2 ◦ �2
(1,1) + (1 ◦ �2

(1,0) − (1 ◦ �2
(1,1) = (1 ◦ �2

(1,0)

puesto que (2 ◦ �2
(1,1) = (1 ◦ �2

(1,1) .
b) Aplicamos el teorema del rotacional de Stokes (véase 7.3 y 7.7)∫

(

(A>C �,=) 3� =
∫
m(

(�,g) 3B

donde g es el vector tangente unitario a la frontera m( y 3B es el elemento de
longitud.

m( : [0,1] → R3

E→ (cos(2cE), sin(2cE), 0)

o bien introduciendo la variable \ = 2cE

m( : [0,2c] → R3

\→ (cos\, sin\, 0)

Sobre esta frontera I = 0 y por tanto el campo vectorial � es
� = (�1, �2, �3)C = (G, H, 0)C y (m()∗� = (cos\, sin\, 0)C . Además
(m()∗3G = −sin\ 3\ y (m()∗3H = cos\ 3\ de modo que
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m(

(�,g) 3B =
∫
m(

�13G +�23H +�33I

=

∫
m(

G 3G + H 3H =
∫
[0,2c ]

(m()∗ (G 3G + H 3H)

=

∫ 2c

0
(−cos\ sin\ + sin\ cos\) 3\ = 0

7.8 Consideremos el volumen 2 correspondiente a la esfera unidad. Entonces m2 es
la superficie citada y podemos aplicar el teorema de Gauss-Ostrogradski 7.4∫

m2

(�,=) 3� =
∫
2

38E � 3+

donde 3� es el elemento de área y 3+ designa el elemento de volumen. En coorde-
nadas cartesianas

38E � =
m�1

mG
+ m�

2

mH
+ m�

3

mI
= 2+2H +2I

Entonces∫
m2

(�,=) 3� =
∫
2

38E � 3+ =

∫
2

(2+2H +2I) 3G 3H 3I

= 2
∫
2

3G 3H 3I+2
∫
2

H 3G 3H 3I+2
∫
2

I 3G 3H 3I =
8
3
c

7.9

a) La divergencia de un campo � = �141 + �242 + �343 cuyas componentes están
expresadas en la base ortonormal {48 = 1

�8

m
mG8

; 8 = 1,2,3} correspondiente a las
coordenadas ortogonales {G1, G2, G3} se escribe

38E� =
1

√
�1�2�3

( m�1√�2�3

mG1 + m�
2√�3�1

mG2 + m�
3√�1�2

mG3
)

En coordenadas esféricas �1 = 1; �2 = A
2 sin2 i; �3 = A

2. Para el campo � = 1
A2 4A ,

tenemos �1 = 1
A2 , �

2 = 0, �3 = 0. De modo que

38E ( 1
A2 4A ) =

1
A2 sini

m sini
mA

= 0

para A ≠ 0
b) Si (0,0,0) ∉ 2 ∫

m2

(4A , =)
A2 3� =

∫
2

38E ( 1
A2 4A ) 3+ = 0

Si (0,0,0) ∈ 2 pongamos 2Y = 2− �Y donde �Y es la bola de centro (0,0,0) y
radio Y. Tendremos
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0 =
∫
2Y

38E ( 1
A2 4A ) 3+ =

∫
m2Y

(4A , =)
A2 3�

=

∫
m2

(4A , =)
A2 3�−

∫
m�Y

(4A , =)
A2 3�

de donde ∫
m2

(4A , =)
A2 3� =

∫
m�Y

(4A , =)
A2 3�

=
1
Y2

∫
m�Y

3� =
4cY2

Y2 = 4c

puesto que sobre m�Y , 4A = = de modo que (4A , =) = 1 y también A = Y.

7.10 Sea [� la 2-forma asociada a �. Tenemos por el teorema deGauss-Ostrogradski
7.4 ∫

m2

[� =

∫
2

38E �3+

donde 3+ es el elemento de volumen
Trabajando con coordenadas cartesianas: Pasamos � = A4A = A mmA a coordenadas

cartesianas poniendo

m

mA
=
mG

mA

m

mG
+ mH
mA

m

mH
+ mI
mA

m

mI

= cos\ sini
m

mG
+ sin\ sini

m

mH
+ cos\

m

mI

de modo que

� = A4A = A cos\ sini
m

mG
+ A sin\ sini

m

mH
+ A cos\

m

mI
= G

m

mG
+ H m

mH
+ I m
mI

y la divergencia es

38E � =
mG

mG
+ mH
mH
+ mI
mI
= 3

∫
m2

[� =

∫
2

38E � 3+ =

∫
2

33+ = 3
∫
2

3+ = 3 volumen de 2

Trabajando con coordenadas esféricas: � = �14A +�24\ +�34i y
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38E � =
1

√
�1�2�3

( m
mA
(�1√�\�i) + m

m\
(�2√�A�i) + m

mi
(�3

√
�A�\ )

)
=

1
A2 sini

( m
mA
(�1A2 sini) + m

m\
(�2A) + m

mi
(�3A sini)

)
=

1
A2 sini

( m
mA
(�1A2 sini)

)
=

1
A2

m

mA
A3 =

3A2

A2 = 3

7.11 Primera método: Utilizamos m (m2) = 0 para toda cadena 2.
Aplicando el teorema de Stokes en su forma 7.7 tendremos∫

(

(A>C �,=)3� =
∫
m(

(�,g)3B =
∫
m(m2)

(�,g)3B = 0

done g es el campo tangente unitario a m(.
Segundo método: Utilizamos 3 (3l) = 0 para toda forma l.
Sea l� la 1-forma asociada al campo �,

l� = �
1 3G +�2 3H +�3 3I

entonces para = el campo unitario normal a (

3l� = [A>C � = (A>C �,=)3�

donde [A>C � es la 2-forma asociada a A>C �. De modo que∫
(

(A>C �,=)3� =
∫
(

3l� =

∫
m2

3l� =

∫
2

3 (3l� ) = 0

7.12

a) Si � es un campo conservativo la circulación de � a lo largo de un camino
solo depende de los valores en los puntos extremos del camino. Si el camino es
cerrado la circulación será nula.
Sea G ∈ Ω ⊂ R3 un punto del dominio Ω donde está definido �. Consideremos
un disco � de radio A y centro G0 en Ω. Si = es el campo normal unitario al disco
y g es el campo tangente unitario a la frontera m� del disco∫

�

(A>C �,=) 3� =
∫
m�

(�,g) 3B = 0

pues m� es una curva cerrada. Esto es cierto para todo disco � ∈ Ω, entonces
podemos escribir

(A>C �,=) (G0) = lı́m
A→0

1
�(�)

∫
�

(A>C �,=) 3� = 0
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donde �(�) = cA2 es el área del disco �. Tomando sucesivamente = = 41, = = 42
y = = 43 los vectores de una base ortonormal tendremos A>C � (G0) = 0. Como G0
es un punto cualquiera A>C � = 0.
Nota: Hemos utilizado la propiedad del cálculo integral siguiente: Sea
�A (G0) = {G ∈ R3; ‖G − G0‖ ≤ 1} y 5 : �A (G0) → R una función continua, en-
tonces

5 (G0) = lı́m
A→0

1
+

(
�A (G0)

) ∫
�A (G0)

5 (G1, . . . , G3) 3G1 . . . 3G3

donde +
(
�A (G0)

)
es el volumen de �A (G0). En efecto, poniendo

<A ( 5 ) =mı́nG∈�A (G0) { 5 (G)} y "A ( 5 ) =máxG∈�A (G0) { 5 (G)} tenemos

<A ( 5 ) ≤ 5 (G0) ≤ "A ( 5 )

por otra parte

<A ( 5 ) ≤
1

+
(
�A (G0)

) ∫
�A (G0)

5 ≤ "A ( 5 )

Si la función 5 es continua al hacer tender A→ 0 tenemos

lı́m
A→0

<A ( 5 ) = 5 (G0) = lı́m
A→0

"A ( 5 )

y también

lı́m
A→0

<A ( 5 ) = lı́m
A→0

1
+

(
�A (G0)

) ∫
�A (G0)

5 = lı́m
A→0

"A ( 5 )

por tanto

5 (G0) = lı́m
A→0

1
+

(
�A (G0)

) ∫
�A (G0)

5

b) Si � es conservativo, por la parte (0) � es irrotacional, por lo que existe una
función i tal que � = ∇i. Véase el corolario 6.1.
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y

<latexit sha1_base64="MNaLjrTzo6V0XVjdinVAdOAf2gs=">AAAB4nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVagtEliRuXkAiYQEOmwy1MmGmbmalJ0/ACujLqzkfyBXwbB+xCwbP65p4zyT03SATXxnW/nNLG5tb2Tnm3srd/cHhUPT7p6ThVDLssFrF6CKhGwSPsGm4EPiQKqQwE9oPZ7cLvP6LSPI7uTZagL+kk4iFn1NhRJxtVa27dXYqsg1dADQq1R9XP4ThmqcTIMEG1HnhuYvycKsOZwHllmGpMKJvRCQ4sRlSi9vPlonNyEcaKmCmS5ft3NqdS60wGNiOpmepVbzH8zxukJrzxcx4lqcGI2Yj1wlQQE5NFXzLmCpkRmQXKFLdbEjalijJjr1Kx9b3VsuvQa9S9Zv2q06y1GsUhynAG53AJHlxDC+6gDV1ggPAMb/DujJ0n58V5/YmWnOLPKfyR8/EN2n+Kig==</latexit>

x

<latexit sha1_base64="XmTur66Q76xrGKad4N8gZ+V/a1k=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG5cQiI/CUxIp9yBhs500naMZMIL6MqoOx/JF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7paJkqhm0mhVS9gGoUPMa24UZgL1FIo0BgN5jeLvzuAyrNZXxvZgn6ER3HPOSMGjtqPQ7LFbfqLkXWwcuhArmaw/LnYCRZGmFsmKBa9z03MX5GleFM4Lw0SDUmlE3pGPsWYxqh9rPlonNyEUpFzATJ8v07m9FI61kU2ExEzUSveovhf14/NeGNn/E4SQ3GzEasF6aCGEkWfcmIK2RGzCxQprjdkrAJVZQZe5WSre+tll2HTq3q1atXrXqlUcsPUYQzOIdL8OAaGnAHTWgDA4RneIN3Z+Q8OS/O60+04OR/TuGPnI9v2QGKiQ==</latexit>

z

<latexit sha1_base64="2dPe87cqLbhgsCG+xspr2mSLLFc=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG5cQiI/CUxIp9yBhs500nZMcMIL6MqoOx/JF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7paJkqhm0mhVS9gGoUPMa24UZgL1FIo0BgN5jeLvzuAyrNZXxvZgn6ER3HPOSMGjtqPQ7LFbfqLkXWwcuhArmaw/LnYCRZGmFsmKBa9z03MX5GleFM4Lw0SDUmlE3pGPsWYxqh9rPlonNyEUpFzATJ8v07m9FI61kU2ExEzUSveovhf14/NeGNn/E4SQ3GzEasF6aCGEkWfcmIK2RGzCxQprjdkrAJVZQZe5WSre+tll2HTq3q1atXrXqlUcsPUYQzOIdL8OAaGnAHTWgDA4RneIN3Z+Q8OS/O60+04OR/TuGPnI9v2/2Kiw==</latexit>

D

<latexit sha1_base64="okZ3f7sZlIk5ZVq38Em0i+clUms=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJLpwCYn8JDAhnXIHGjqdSdsxIRNeQFdG3flIvoBvY8FZKHhWX+85Te65QSK4Nq775RQ2Nre2d4q7pb39g8Oj8vFJR8epYthmsYhVL6AaBZfYNtwI7CUKaRQI7AbT24XffUSleSwfzCxBP6JjyUPOqLGj1t2wXHGr7lJkHbwcKpCrOSx/DkYxSyOUhgmqdd9zE+NnVBnOBM5Lg1RjQtmUjrFvUdIItZ8tF52TizBWxEyQLN+/sxmNtJ5Fgc1E1Ez0qrcY/uf1UxPe+BmXSWpQMhuxXpgKYmKy6EtGXCEzYmaBMsXtloRNqKLM2KuUbH1vtew6dGpVr169atUrjVp+iCKcwTlcggfX0IB7aEIbGCA8wxu8OyPnyXlxXn+iBSf/cwp/5Hx8A4tpilU=</latexit>

n

<latexit sha1_base64="B021GYGQEZ3iwVNcq829DnyZeIU=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCESXJG5cQiI/CUxIp9yBhk5n0nZMyIQX0JVRdz6SL+DbWHAWCp7V13tOk3tukAiujet+OYWt7Z3dveJ+6eDw6PikfHrW1XGqGHZYLGLVD6hGwSV2DDcC+4lCGgUCe8Hsbun3HlFpHssHM0/Qj+hE8pAzauyoLUflilt1VyKb4OVQgVytUflzOI5ZGqE0TFCtB56bGD+jynAmcFEaphoTymZ0ggOLkkao/Wy16IJchbEiZopk9f6dzWik9TwKbCaiZqrXveXwP2+QmvDWz7hMUoOS2Yj1wlQQE5NlXzLmCpkRcwuUKW63JGxKFWXGXqVk63vrZTehW6t69WqjXa80a/khinABl3ANHtxAE+6hBR1ggPAMb/DujJ0n58V5/YkWnPzPOfyR8/ENyhWKfw==</latexit>

.

<latexit sha1_base64="HChsfohJj/5rP8TLGfyRONcTxD0=">AAAB4nicbZDNSsNAFIVv6l+tf1WXbgaL4CokouiyIILLFuwPtKFMpjft0MkkzEyEEvoCuhJ15yP5Ar6N05qFtp7VN/ecgXtumAqujed9OaW19Y3NrfJ2ZWd3b/+genjU1kmmGLZYIhLVDalGwSW2DDcCu6lCGocCO+Hkdu53HlFpnsgHM00xiOlI8ogzauyo6Q6qNc/1FiKr4BdQg0KNQfWzP0xYFqM0TFCte76XmiCnynAmcFbpZxpTyiZ0hD2Lksaog3yx6IycRYkiZoxk8f6dzWms9TQObSamZqyXvfnwP6+XmegmyLlMM4OS2Yj1okwQk5B5XzLkCpkRUwuUKW63JGxMFWXGXqVi6/vLZVehfeH6l+5V87JWvysOUYYTOIVz8OEa6nAPDWgBA4RneIN3Z+g8OS/O60+05BR/juGPnI9vcEyKUg==</latexit>

x0

<latexit sha1_base64="SXq6MzZAErxayIZHQZBvButanqc=">AAAB5HicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmCEaXJG5cYpSfBCakU+5AQzszaTtGMuENdGXUnU/kC/g2FpyFgmf19Z7T5J4bJIJr47pfTmFtfWNzq7hd2tnd2z8oHx61dZwqhi0Wi1h1A6pR8AhbhhuB3UQhlYHATjC5nvudB1Sax9G9mSboSzqKeMgZNXZ09zhwB+WKW3UXIqvg5VCBXM1B+bM/jFkqMTJMUK17npsYP6PKcCZwVuqnGhPKJnSEPYsRlaj9bLHqjJyFsSJmjGTx/p3NqNR6KgObkdSM9bI3H/7n9VITXvkZj5LUYMRsxHphKoiJybwxGXKFzIipBcoUt1sSNqaKMmPvUrL1veWyq9CuVb169eK2XmnU8kMU4QRO4Rw8uIQG3EATWsBgBM/wBu9O6Dw5L87rT7Tg5H+O4Y+cj2/5f4ss</latexit>

@D

<latexit sha1_base64="tiQWpk5JFjnH05l8Opr6BTaJYk4=">AAAB63icbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHYJRo8kevCIiTwibMjs0AsTZmc3M7MmhPAVejLqzb/xB/wbZ3EPCtapuqu609VBIrg2rvvlFNbWNza3itulnd29/YPy4VFbx6li2GKxiFU3oBoFl9gy3AjsJgppFAjsBJPrTO88otI8lvdmmqAf0ZHkIWfU2NZDP6HKcCrIzaBccavuAmSVeDmpQI7moPzZH8YsjVAaJqjWPc9NjD/L9jGB81I/1ZhQNqEj7FkqaYTany0unpOzMFbEjJEs6t/eGY20nkaB9UTUjPWyljX/03qpCa/8GZdJalAya7FamApiYpIFJ0OukBkxtYQyxe2VhI2poszY95RsfG857Cpp16pevXpxV680avkjinACp3AOHlxCA26hCS1gIOEZ3uDdiZwn58V5/bEWnHzmGP7A+fgGAKiOGA==</latexit>

Figura 8.39 Disco en R3

Ejercicios del Capítulo 8

8.1

a) Para todo C ∈ R,

qC (G, H) = (G coslC + H sinlC,−G sinlC + H coslC)

es biyectiva: En efecto, llamemos U = lC y supongamos que

qC (G1, H1) = qC (G2, H2)

es decir

(G1 cosU+ H1 sinU,−G1 sinU+ H1 cosU) = (G2 cosU+ H2 sinU,−G2 sinU+ H2 cosU)

lo que implica

G1 cosU+ H1 sinU = G2 cosU+ H2 sinU
−G1 sinU+ H1 cosU = −G2 sinU+ H2 cosU

la solución de este sistema (tomando como incógnitas G1 e H1) es G1 = G2 y H1 = H2
siempre que el determinante del sistema de ecuaciones sea distinto de cero, lo
que siempre ocurre pues

34C

[
cosU sinU
−sinU cosU

]
= cos2U+ sin2U = 1
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Para hallar q−1
C pongamos qC (G, H) = (D, E):

G cosU+ H sinU = D
−G sinU+ H cosU = E

cuya solución es

G = 34C

[
D sinU
E cosU

]
= D cosU− E sinU

H = 34C

[
cosU D
−sinU E

]
= E cosU+D sinU

entonces
q−1
C (D, E) = (D cosU− E sinU, E cosU+D sinU)

b) Tenemos que demostrar que qC+B (?) = qB
(
qC (?)

)
. Para ? = (G, H)

qC+B (?) =
(
G cos(l(C + B) + H sinl(C + B),−G sinl(C + B) + H cosl(C + B)

)
como

cos(lC +lB) = coslC coslB− sinlC sinlB

y
sin(lC + sinlB) = sinlC coslB+ sinlB coslC

de modo que

qC+B (?) =
(
G coslC coslB− G sinlC sinlB+ H sinlC coslB+ H sinlB coslC,

− G sinlC coslB− G sinlB coslC + H coslC coslB− H sinlC sinlB
)

Por otra parte

qB
(
qC (?)

)
= qB (G coslC + H sinlC,−G sinlC + H coslC)
=

(
(G coslC + H sinlC) coslB+ (−G sinlC + H coslC) sinlB,

(−G coslC − H sinlC) sinlB+ (−G sinlC + H coslC) coslB
)

=
(
G coslC coslB− G sinlC sinlB+ H sinlC coslB+ H coslC sinlB,

− G coslC sinlB− G sinlC coslB− H sinlC sinlB+ H coslC coslB
)

8.2 Llamemos + al campo tangente asociado a q. Si {G, H} son coordenadas carte-
sianas se tendrá

+ = 0
m

mG
+ 1 m

mH

Hallemos 0 y 1.

0 =
3q1

3C
= −lG sinlC +lH coslC

1 =
3q2

3C
= −lG coslC −lH sinlC
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Ahora el punto ? corresponde al valor C = 0, de donde 0(?) =lH(?) y 1(?) =−lG(?)

+? = lH(?)
( m
mG

)
?
−lG(?)

( m
mH

)
?

es decir
+ = lH

m

mG
−lG m

mH

8.3

a) Sean las aplicaciones q : * (?) → * (@) y k : * (@) → * (A) difeomorfismos
definidos en un entorno* (?) y en un entorno* (@) respectivamente con @ = q(?)
y A = k(@). Y sean q∗ : T? → T@ y k∗ : T@ → TA . Sea k ◦ q : * (?) → * (A).
Tenemos (k ◦q)∗ : T?→TA . Se verifica

(k ◦q)∗ = k∗ ◦q∗

En efecto, dado un vector -? ∈ T? para toda función 5 ∈ FA

(k ◦q)∗-? ( 5 ) = -? ( 5 ◦k ◦q) = q∗-? ( 5 ◦k) = k∗ ◦q∗-? ( 5 )

b) Sea la aplicaciones q :* (?) →* (@) y su aplicación inversa q−1 :* (@) →* (?).
Se tiene q∗ : T?→T@ y (q−1)∗ : T@→T? . Como

q−1 ◦q = �3 :* (?) →* (?)

y
q ◦q−1 = �3 :* (@) →* (@)

de modo que
(q−1 ◦q)∗ = �3 : T?→T?

y
(q ◦q−1)∗ = �3 : T@→T@

de donde finalmente

(q−1)∗ ◦q∗ = q∗ ◦ (q−1)∗ = �3

es decir
(q−1)∗ = (q∗)−1

c) Sean q : * (?) → * (@) y k : * (@) → * (A) como en el punto (0), para las
aplicaciones “pull-back” entre los respectivos espacios de vectores tangentes
tenemos

(k ◦q)∗ =
(
(k ◦q)−1)

∗ = (q
−1 ◦k−1)∗ = q−1

∗ ◦k−1
∗ = q∗ ◦k∗

d) Con las notaciones del punto anterior eligiendo k = q−1 tendremos
(q ◦q−1)∗ = �3 de donde
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(q−1)∗ ◦q∗ = �3

y finalmente
(q−1)∗ = (q∗)−1

e) Con la notaciones del apartado (0) consideramos las aplicaciones “push-forward”
entre tensores

q∗ : Λ: (T?) → Λ: (T@)

k∗ : Λ: (T@) → Λ: (TA )

y sea l? ∈ Λ: (T?), tendremos

(k ◦q)∗l? ((-1)A , . . . , (-: )A ) = l?
(
(k ◦q)∗ (-1)A , . . . , (k ◦q)∗ (-: )A

)
= l?

(
q∗ ◦k∗ (-1)A, . . . , q∗ ◦k∗ (-: )A

)
= q∗l?

(
k∗ (-1)A, . . . ,k∗ (-: )A

)
= (k∗ ◦q∗)l?

(
(-1)A, . . . , (-: )A

)
En consecuencia

(k ◦q)∗ = (k∗ ◦q∗)

para las aplicaciones “push-forward” entre tensores.
f) Para la aplicación “push-forward” entre espacios de tensores (q−1)∗ = (q∗)−1. En

efecto, como q−1 ◦q = �3 :* (?) →* (?) tendremos

(q−1 ◦q)∗ = �3 : Λ: (T?) → Λ: (T?)

por la propiedad e)
(q−1 ◦q)∗ = (q−1)∗ ◦q∗ = �3

de donde
(q−1)∗ = (q∗)−1

8.4
Para todo ? ∈ Ω si 5 es una función en Ω y ) :Ω→M;

:
(T?) un campo tensorial

: veces covariante y ; veces contravariante

(!- 5 ))? = lı́m
C→0

q∗C ( 5 ))@ − ( 5 ))?
C

como
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q∗C ( 5 ) )@ (-1 (?) , . . . , -: (?) , l1 (?) , . . . , l; (?)) − ( 5 ) )? (-1 (?) , . . . , -: (?) , l1 (?) , . . . , l; (?))
C

=
( 5 ) )@ ( (qC )∗-1 (?) , . . . , (qC )∗-: (?) , (qC )∗l1 (?) , . . . , (qC )∗l; (?)) − ( 5 ) )? (-1 (?) , . . . , -: (?) , l1 (?) , . . . , l; (?))

C

=
5 (@))@ ( (qC )∗-1 (?) , . . . , (qC )∗-: (?) , (qC )∗l1 (?) , . . . , (qC )∗l; (?)) − 5 (?))? (-1 (?) , . . . , -: (?) , l1 (?) , . . . , l; (?))

C

= 5 (@)
)@ ( (qC )∗-1 (?) , . . . , (qC )∗-: (?) , (qC )∗l1 (?) , . . . , (qC )∗l; (?)) −)? (-1 (?) , . . . , -: (?) , l1 (?) , . . . , l; (?))

C

+ 5 (@) − 5 (?)
C

)? (-1 (?) , . . . , -: (?) , l1 (?) , . . . , l; (?))

= 5 (@)
q∗C)@ (-1 (?) , . . . , -: (?) , l1 (?) , . . . , l; (?)) −)? (-1 (?) , . . . , -: (?) , l1 (?) , . . . , l; (?))

C

+ 5 (@) − 5 (?)
C

)? (-1 (?) , . . . , -: (?) , l1 (?) , . . . , l; (?))

pasando al límite cuando C→ 0 obtenemos

(!- 5 ))? = 5 (?) (!-))? + (!- 5 )?)?

8.5 La definición de derivada de Lie es

!-.? = lı́m
C→0

q∗C.qC (?) −.?
C

(8.21)

donde

q : �X ×*→ R3

C, ?→ q(C, ?) = (q1
C (?) = G1 (C), . . . , q3C (?) = G3 (C))

es el grupo local uniparamétrico de transformaciones asociado al campo - definido
en un entorno* (?) ∈ Ω de ?. El campo asociado - viene dado por

- =

3∑
8=1
F8

m

mG8

donde las componentes F8 están relacionadas con el grupo uniparamétrico q me-
diante la solución del problema de valor inicial

3G8 (C)
3C

= F8 (G1 (C), . . . , G3 (C)) (8.22)

G8 (0) = G80 (8.23)

donde ? = (G1 (0), . . . , G3 (0).
Podemos escribir 8.21 de la forma

(!-. )? =
3

3C

(
q∗C.qC (?)

)
|C=0
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Sea @ = qC (?) = (q1
C (?), . . . , q3C (?). Vamos a calcular

(
q∗C.

)
?
= q∗C.@ = (q−C )∗.@ ∈

T? . Sea

. =

3∑
8=1
E8

m

mG8

y

(q−C )∗. =
3∑
8=1
Ẽ8

m

mG8

En el punto ? (
(q−C )∗.

)
?
=

3∑
8=1
Ẽ8 (?)

( m
mG8

)
?

Ẽ8 (?) =
(
q∗C.

)
?
(G8) =

( (
q−C

)
∗.@

)
(G8)

= .@ (G8 ◦q−C ) =
∑
9

E 9 (@)
mq8−C
mG 9
(@)

donde hemos escrito abusando de la notación G8 ◦q8−C = q8−C . De modo que podemos
escribir

q∗C. = (q−C )∗. =
∑
8, 9

E 9
mq8−C
mG 9

m

mG8

Tendremos pues

3

3C

(
q∗C.qC (?)

) ���
C=0
=

∑
8, 9

3

3C

(
E 9
mq8−C
mG 9

) (
qC (?)

) ( m
mG8

)
?

Calculamos

3

3C

(
E 9
mq8−C
mG 9

)
=
3E 9

3C

mq8−C
mG 9
+ E 9 3

3C

mq8−C
mG 9

Observando E 9
(
qC (?)

)
= E 9 (G1 (C), . . . , G3 (C)) siendo G1 (C), . . . , G3 (C) la solución del

problema (8.22-8.23)

3E 9

3C
=

3∑
:=1

mE 9

mG:

3G:

3C

=

3∑
:=1

F:
mE 9

mG:
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En C = 0, q8−C = q8C = G8 de modo que mq8−C
mG 9

���
C=0
= mG8

mG 9
= X8

9
resultando

3E 9

3C

mq8−C
mG 9

���
C=0
=

3∑
:=1

F:
mE 9

mG:
X89 =

3∑
:=1

F:
mE8

mG:

Por otra parte

3

3C

mq8C

mG 9
=

m

mG 9

3q8−C
3C

= −mF
8

mG 9

Reuniendo los resultados anteriores

!-. =

3∑
:=1
(F: mE

8

mG:
− E: mF

8

mG:

) m

mG8

es decir
(!-. ) ( 5 ) = -

(
. ( 5 )

)
−.

(
- ( 5 )

)
= [-,. ] ( 5 )

8.6 Sean - un campo vectorial en un abierto Ω de R3 y 5 :Ω→ R. Expresamos el
campo - en coordenadas

- =

3∑
8=1
E8

m

mG8

Sea qC el flujo asociado a - , en un punto fijo G se expresa

3q8C

3C
(G) = E8

(
qC (G)

)
8 = 1, . . . , 3

(como en la ecuación G = q0 (G) es fijo podemos poner también mq8C
mG
(G) = E8

(
qC (G)

)
Para G ∈ Ω escribimos 6(C, G) = q∗C 5 (G) = 5

(
qC (G)

)
. Su diferencial (con respecto a

las variables espaciales) es

36 =

3∑
9=1

m6

mG 9
3G 9

de modo que podemos poner, aplicando la regla de la cadena

36(G) = 3 (q∗C 5 ) (G) =
3∑
9=1

m

mG 9
( 5 ◦qC ) (G)3 G 9

=

3∑
9=1

3∑
8=1

m 5

mG8

(
qC (G)

) mq8C
mG 9
(G)3G 9 (G)

Derivamos respecto a C la diferencial 36: Calculamos el coeficiente de 3G 9 co-
rrespondiente a 3

3C
3 (q∗C 5 ). Para ello calcularemos la derivada respecto a C del

coeficiente de 3G 9 : ,
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3

3C

3∑
8=1

m 5

mG8

(
qC (G)

) mq8C
mG 9
(G)

El cálculo es,

3

3C

3∑
8=1

m 5

mG8

(
qC (G)

) mq8C
mG 9
(G)

=

3∑
8,:=1

m2 5

mG:mG8

(
qC (G)

) mq:C
mC
(G)

mq8C

mG 9
(G) (8.24)

+
3∑
8=1

m 5

mG8

(
(qC (G)

) mE8
mG 9
(G) (8.25)

donde hemos utilizado la ecuación del flujo y la igualdad de las derivadas cruzadas

m

mC

( mq8C
mG 9

)
=
mE8

mG 9

Calculamos el coeficiente de 3G 9 correspondiente a 3 ( 3
3C
q∗C 5 ): Tenemos

( 3
3C
q∗C 5

)
(G) = 3

3C
5
(
qC (G)

)
=

3∑
8=1

m 5

mG8

(
qC (G)

) mq8C
mC
(G)

Utilizando la ecuación del flujo

mq8C

mC
(G) =

3q8C

3C
(G) = E8

(
qC (G)

)
8 = 1, . . . , 3

resulta ( 3
3C
q∗C 5

)
(G) =

3∑
8=1

m 5

mG8

(
qC (G)

)
E8

(
qC (G)

)
ahora derivamos respecto a G 9

m

mG 9

( 3∑
8=1

m 5

mG8

(
qC (G)

)
E8

(
qC (G)

) )
=

3∑
8=1

m

mG 9

( m 5
mG8

(
qC (G)

)
E8

(
qC (G)

) )
=

3∑
8,:=1

m2 5

mG:mG8

(
qC (G)

) mq:C
mG 9
(G)E8

(
qC (G)

)
(8.26)

+
3∑

8,:=1

m 5

mG8

(
qC (G)

) mE8
mG:

(
qC (G)

) mq:C
mG 9
(G) (8.27)

Las expresiones (8.24) y (8.26) son iguales pues
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3∑
8,:=1

m2 5

mG:mG8

mq:C

mC
.
mq8C

mG 9
=

3∑
8,:=1

m2 5

mG:mG8
.
mq8C

mG 9
E:

ya que los índices : e 8 son mudos y se pueden intercambiar y por la ecuación del
flujo E: = mq:C

mC
.

Por otra parte las expresiones (8.25) y (8.27) son iguales ya que basta tener en
cuenta la ecuación del flujo y derivarla respecto a G 9 , en efecto si derivamos con
respecto a G 9 la ecuación del flujo

3q8C

3C
= E8 8 = 1, . . . , 3

obtenemos
m

mG 9

3q8C

3C
=

3∑
:=1

mE8

mG:

mq:C

mG 9

de modo que
3∑
8=1

m 5

mG8
mE8

mG 9
=

3∑
8,:=1

m 5

mG8
mE8

mG:

mq:C

mG 9

Hemos demostrado que el coeficiente de G 9 es el mismo en 3
3C
3 (q∗C 5 ) y en 3 33C (q

∗
C 5 )

por lo tanto coinciden.

8.6

a) Si i es continua en & × � es uniformemente continua pues & × � es un conjunto
compacto en R3+1. Tenemos que para todo Y > 0, para todo G ∈ & y para todo
C ∈ �, existe X > 0 tal que ‖i(G, C + ℎ) −i(G, C)‖ ≤ Y para todo |ℎ| < X. Resulta que
la función

k(C) =
∫
&

i(G, C) 3G

existe, pues la función G ∈ &→ i(G, C) es continua en&, por lo que es integrable
y se verifica

|k(C + ℎ) −k(C) | =
���∫
&

(
i(G, C + ℎ) −i(G, C)

)
3G

���
≤

∫
&

‖i(G, C + ℎ) −i(G, C)‖ 3G ≤ Y.+ (&)

donde + (&) es el volumen de &. Esto prueba que k : �→ R es continua.
b) Supongamos que mi

mC
:&× �→R existe y es continua. Esto quiere decir, aplicando

la parte (0) del ejercicio que
∫
&

mi

mC
3G existe y es continua. Queremos demostrar

que
3k

3C
=

∫
&

mi

mC
3G
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En efecto podemos escribir, utilizando la definición de derivada parcial, para
todo Y > 0, para todo G ∈ & y para todo C ∈ � existe un X > 0 tal que si |ℎ| < X
entonces

‖ i(G, C + ℎ) −i(G, C)
ℎ

− mi
mC
(G, C)‖ ≤ Y

Poniendo
_(C) =

∫
&

mi

mC
3G

tendremos

|k(C + ℎ) −k(C)
ℎ

−_(C) | =
���∫
&

(i(G, C + ℎ) −i(G, C)
ℎ

− mi
mC
(G, C)

)
3G

���
≤

∫
&

‖ i(G, C + ℎ) −i(G, C)
ℎ

− mi
mC
(G, C)‖ 3G ≤ Y+ (&)

de donde
3k

3C
(C) = _(C) =

∫
&

mi

mC
3G
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