Movimiento Oscilatorio.
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& Una particula oscila (o vibra) cuando se mueve periédicamente entorno a la posicidn de equilibrio.
Un punto se encuentra en equilibrio si la fuerza total aplicada sobre él es nula: F' = 0. Si la fuerza
es conservativa, por ejemplo, definida en una sola dimensién:

0= F(z,) = F(z,)i = —d—qb(:zjo) = T, €s un minimo
x

& Si desarrollamos el potencial en series de Taylor entorno al minimo:

d(x) = d(xo) + 4 (gﬁ) (€ — @) + % (f_g) (@ — )+ =
— ) = (8] b= A e

Si despreciamos los términos de orden superior, la fuerza verifica la Ley de Hooke.
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& Un MAS es el movimiento de una particula sometida a una fuerza del tipo Ley de Hooke:
F' = — k1, siendo x la distancia al punto de equilibrio. De la ley de Newton:

. k
F=mai=mii = it=-——z = i4+wz=0
m

& La ecuacién & + w2z = 0 se denomina ECUACION DEL OSCILADOR ARMONICO vy su
solucién mas general es:

i+wrz=0 = x(t)= Acos(wt+0,)
siendo w = /k/m la FRECUENCIA, y A, 6,, la AMPLITUD y FASE INICIAL, constantes de
integracién (DATOS).
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Péndulo simple.

)
AN}

0=@—-3172

mg

El péndulo simple, PARA OSCILACIONES PEQUENAS, es un
ejemplo de oscilador armédnico.

T + mqg = ma
= —Té, + mg[cos 8é, — sin 0éy] = m(—R¢p?é, + Rpé,)
_ { —T:Fmgcos@ = — R6?
mRO = —mgsin0 ~ —mg0

donde hemos hecho: 6 = ¢ — 37/2 = 0 = ¢ = 0 = ¢.
La ecuacién que resulta es: 0 + (g/R)0 = 0, que es la de un
Oscilador Arménico de frecuencia: w = /g/R.
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Apéndice |I: Desarrollo en Series de Taylor

Desarrollo en series de Taylor entorno a x, = 0 (series de McLaurin):

sinx =0+ x
cCosT = 1—%332
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Xl X

Punto de retroceso: =0

& Si £, = 0 es un punto de equilibrio, el potencial tiene una forma
parabdlica entorno a ese punto:

1 1 1
d(x) = 5]{:132 — FE = Em:i:2 - Ekx2

Cualquiera que sea la energia mecanica E de la particula, el
movimiento estd acotado por dos puntos de retroceso: 1, xo.

, 1, 2FE 2F
=0 = F =—-kax" = = =24/— = Fwr/—
2 k m
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Trayectoria del O.A. a partir del diagrama de energias.

Para el péndulo simple, la conservacién de la energia mecanica es:

v = RO T = %mR292
V=—mgcosf V ~ %rn,gH2
que podemos integrar como
1 1 do 2F
E = —mR*6° + —mgb* rri \/[— — g6?] dt

que puede integrarse y cuya solucién es: 6(t) = A cos(wt + 6,), con w =

Principios de Mecanica. Licenciatura de Fisica. Curso 2007-2008.




&+ Ai + Bx =0 HOMOGENEA
&+ A 4+ Bx = F(t) INHOMOGENEA

& TEO: Linealidad de las EDO Lineales. Si x1(t), z2(t) son soluciones de la EDO homogénea
anterior, cualquier combinacién lineal y = C1x1(t) + Cax2(t) tambiés es solucidn.

iy + Ay + By = [C131 + Coxs] + A[C121 + Coxs] + B[Crx1 + Coxs] =
Cl[jl + Az + Bxl] -+ CQ[£2 + Axo + Bxl] =Ci04+C50=0

& TEO (sin demostracién): Existen tantas soluciones independientes como el orden mds alto de
derivacién (en este caso, DOS SOLUCIONES INDEPENDIENTES). Por el teorema anterior, existen
el mismo nidmero de CONSTANTES DE INTEGRACION. Para las EDO Lineales de 2° grado, hay

que dar dos condiciones iniciales (datos) para poder determinar la solucién.
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& EDO de 1°” orden:

T+ Arxr =0 — %:—A:ﬂ — %:—Adt — fdw—m:—Afdt

Ine=—-At+C — x=exp(—At+C) = eCe At = De= At
donde D es la constante de integracién a determinar con las condiciones iniciales.
& EDO de 2° orden: buscamos soluciones de la forma z(t) = e, con X € C.

T+ Az + Bx =0

Hemos transformado la EDO en una ecuacién algebraica, denominada ecuacion caracteristica.
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Las soluciones ecuacidén caracteristica determinan las de la EDO:

1. Dos soluciones reales, distintas: A1, As:

z(t) = Cre™’ 4 Core™?’,

2. Dos soluciones complejas, distintas: z1 = a1 + tw1, 290 = as + 1wa:

x(t) = Cle(aﬁiwl)t + C’ze(a2+iw2)t — (Cge3? cos(wst) + C et cos(wqt).

3. Las dos soluciones son iguales: A1 = As. En este caso, sélo hemos encontrado una solucién,

PERO HAY DOS: z(t) = e '*. Podemos verificar que x2(t) = te 1’ es también solucién.
La solucién general es:

z(t) = (C + Cot)e™M
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TEO (sin demostracién): La solucién general de la EDO Inhomogénea es igual a:
x1(t) = zp(t) + v (t)
la suma de una solucién particular con la GENERAL de la homogénea.

& La solucion particular HAY QUE ENCONTRARLA EN CADA CASO. La EDO homogénea e
inhomogénea tienen ambas el mismo nimero de constantes de integracidn.
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& La solucion del péndulo tiene amplitud constante. La experiencia indica que las oscilaciones
disminuyen de amplitud hasta que se detiene. Esto sucede porque para tiempos largos no podemos
despreciar el efecto del rozamiento con el aire.

& El amortiguamiento de la amplitud de un MAS se debe al efecto del rozamiento. Un ejemplo
simple nos lo proporciona la ley de Stokes: F'r = —Aw. Asi, con la ley de Hooke (Fy = —kx):

ﬁH+ﬁF:m6 — mIl = —kxl— A\l — jr}—|—2fy:i:—|—w(2)x:O

donde hemos hecho: 2y = A\/m; w? = k/m.
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Solucién de un Oscilador Amortiguado.

e Hacemos la sustitucién: z(t) = Ce’'; & = Che?'; & = CA%eM
e La ecuacién diferencial se reduce a la ecuacién caracteristica: A\? 4+ 24\ + w? = 0

® La solucidon de la ecuacidn caracteristica es:

A=—y+ /72— w2 siy>w, | Amortiguamiento Supercritico
A= —yEiy/Jw2—~%2 siy < w, | Amortiguamiento Subcritico
A= —v si v = w, | Amortiguamiento CRITICO
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1.0 )
I ] Las dos raices de la ecuacidn caracteristica son
0.8 - ..
i ) reales y positivas:
0.6 | , .
T*@ i tiempo de relajacion: t=1/v ] >\_|_ = =7 + VYT T Wy
04r ) Ao = =7 — VP — wi
I ] z(t) = Cre Mt 4 Chre P-It — eI
0.0l e T * Tiempo de Relajacién: t,ciajacion = |A4| ™"
0 20 40 60 80 100
t/[s]

El moviento NO es oscilatorio, sino exponencialmente amortiguado: x(t — oco) — 0.
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0.5 v, | tiempo de relajacion: t=1/»

e cos(wt)
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0.0 \/ S A = =
I Vgl w=0.5 Hz ]
“OS y=1/20 Hz ]
o) A A T T
0 20 40 60 80 100
t/[s]

Vw2 —4% < w,.

Denotemos w =
soluciones son:

Ay = —v+itw; A = —7v — 1w;

z(t) = CreT7TWY L Chel-77iw)t)
z(t) = Ce " cos(wt + 6,)

Tiempo de Relajacion: t,eiqjacion = v

Tenemos un movimiento armdénico amortiguado, con frecuencia w < w,, la frecuencia del MAS.
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2.5[ ]
2,01 ) 5 > . .
! ] Cuando v = w; las dos raices coinciden: AL =
W 15F ] A_ = —. La solucién es:
5 ]
T i -7t
S 1.0 ] x(t) = (C1 4+ Cat)e
=1; ¢c,=0.5 Hz ]
0.5 - : el |
1 Tiempo de Relajacion: treigjacion = 7 -
0oL . . L T — ]
0 20 40 60 380 100
t/[s]

Los aparatos de medida suelen construirse con amortiguamiento critico para que la aguja llegue lo
mas rapidamente posible al valor de la medida.
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& Los osciladores pueden estar sometidos a fuerzas externas. La ecuacidén de movimiento es ahora:

Fy+ Fp+ Fopy=md — | &+ 2vi+w’ex = F(t)

& La EDO es INHOMOGENEA: debemos buscar soluciones particulares:
F(t) = F1 = const — xp=—

es una solucién particular, como se puede comprobar sustituyendo.

& El caso mas interesante es cuando la fuerza externa es periddica, y de periodo w1, en principio

DISTINTO, que el periodo w, del MAS.
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& Sea F(t) = Fycos(wit).
Buscamos soluciones particulares de la forma z,(t) = Acos(wit + 61), con LA MISMA
FRECUENCIA w; que la FUERZA EXTERNA.

& Sustituimos en la EDO:
2 : 2 Fy
—wj cos(wit + 61) — 2yw; sin(wit + 61) + w, cos(wit 4+ 01) = Y cos(wit)
& Utilizando las identidades trigonométricas:

cos(wit + 01) = cos(wit) cos 1 — sin(wqt) sin 64
sin(wit 4+ 61) = sin(wit) cos §; — cos(wit) sin 6,
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obtenemos:

w? — w?) cos H; — 2~vw1 sin 04| cos(w1t —  [2vwisin 07 + w? — w?) cos 0] sin(wqt
o) 1 o) 1

= % cos(wit)

& Si la identidad C7 cos(wit) + Cysin(wit) = 0 en todo instante de tiempo, entonces
C1 = Cy = 0, de donde deducimos que:

A il tan 2w
p— an = —
[(w2 — w2)? 4 4y2w?]1/2 CTw? - w?

En cualquier caso, a tiempos suficientemente largos, el Oscilador Amortiguado forzado tiende a
moverse con la frecuencia de la fuerza externa. Por ejemplo, en el movimiento subcritico:

= xp(t) + xza(t) = Acos(wit + 0,) + Ce (cos(wt + 6,)) — A cos(wit + 6;)
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Oscilaciones Forzadas.

>
—

<
< a S _ 7
el \/ \/ :
x L\ i
T homogenea |
- -—— particular .
—1.0r — generdal |
[ ! \ ! ! ! \ ! ! ! \ ! ! ! \ ! ! ! \ ! ! ]
O 20 40 60 80 100 120

t/[s]
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& Un oscilador armdnico forzado puede entrar en resonancia cuando la fuerza externa tiene una
frecuencia similar a la del MAS, y el rozamiento es pequeno. En este caso, se pueden conseguir
grandes amplitudes. EJEMPLO: el botafumeiro de la catedral de Santiago, nino en un columpio.
Si

Fy

wy = wo — A =
2’}/’11}1

— 00 (cuando v — 0)

& La amplitud maxima se obtiene cuando la frecuencia w; es:

— =0 = w]=w, — 2y
dw1

ligeramente distinta a la frecuencia del oscilador MAS (w,) y la del oscilador amortiguado
2 2 2
(w* = w, — 7).
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